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Prasenzaufgaben
(P24) (a) Esist

[a] = {x€Z:a=x modm}
= {z€Z:m|(x—a)}
= {r€Z:3keZ:km=x—a}
= {z€Z:3keZ:x=kn+a}
= {km+4a€Z:kel}

(b) Es gibt m verschiedene Aquivalenzklassen, namlich

0] = {...,—2m,—m,0,m,2m,...} ,

] = {...,2m+1L,-m+1L,1m+12m+1,...},
m—-2 = {....,~m—2,-2m—22m—23m—2,...},
m—-1 = {...,—m—-1,-1,m—-1,2m—1,3m—1,...}.

Wir wollen diese Behauptung beweisen:
Zunéchst halten wir fest, dass fiir a,b € Z gilt:

la] = [b] <= a=b mod m.

Fiir beide Implikationen benutzen wir, dass = € [z] gilt fiir alle z € Z. Wir
zeigen zuerst , = Aus b € [b] folgt b € [a]. Nach Definition der Aquivalenzklas-
sen ist dann aber a = b mod m. Als néchstes zeigen wir ,,<* Sei = € [a], also
a =z mod m. Weil die Modulo-Relation symmetrisch ist, gilt x = a mod m.
Aus der Transitivitdt der Relation folgt nun - zusammen mit ¢ = b mod m
- dass x = b mod m ist. Mit der Symmetrie erhdlt man dann b = x mod m
und somit = € [b]. Sei umgekehrt = € [b] gegeben, d.h. insbesondere b = z
mod m. Hieraus - zusammen mit ¢ = b mod m - folgt a = * mod m, wegen
der Transitivitdt der Relation R,,. Es folgt also « € [a]. Insgesamt haben wir
gezeigt, dass [a] = [b] gilt.

Sei nun [a] eine beliebige Aquivalenzklasse. Divison mit Rest liefert uns a =
qg-m+r, wobei 0 < r < m ist (Satz 6.4 bzw. Kiechle-Skript (4.6)). Aus
(—q) -m =1 —a folgt @ =r mod m und somit [r] = [al.

Zur Verschiedenheit von [0], [1], ..., [m — 1]: Seien [7] und [j] zwei dieser Klassen.
Wenn [i] = [j] ist, so folgt i = j mod m. Aus Satz 6.5 (Kiechle (4.7)) folgt
dann allerdings i = j, weil bei der Division von i (bzw. j) durch m der Rest
gerade i (bzw. j) ist.
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(c) Ja, das haben wir in der Vorlesung bewiesen. Wir iiberlegen es uns aber noch-
mal an diesem Beispiel: Es ist zu beweisen, dass [0]U[1]U...U[m — 1] = Z gilt,
und dass fiir 0 < ¢,j <m — 1 aus [i] # [j] folgt, dass [z] N [j] = 0 ist.

Die erste Aussage haben wir bereits in (P24b) bewiesen: Jedes = € Z liegt in

einer der Aquivalenzklassen [0], [1], ..., [m — 1]. Die zweite Aussage zeigen wir,
indem wir die Kontraposition beweisen, also zeigen, dass aus [i| N [j] # (0 folgt,
dass [i] = [j] ist. Ist @ € [i] N [j], so folgt i = © mod m und j = = mod m.

Wegen der Symmetrie gilt z = j mod m. Die Transitivitéat liefert jetzt i = j
mod m und somit [i] = [j] nach (b).

Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach n:

Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist n? +n =1+ 1 = 2 gerade.
Induktionsvoraussetzung: Sei m? + m gerade fiir ein beliebiges, aber fest gewihltes
m € N.

Induktionsschluss: Wir wollen zeigen, dass unter der Induktionsvoraussetzung auch
(m+ 1) +m + 1 gerade ist: Es ist

(m+124+m+l=m?>+2m+1+m+1=m>+m+2m+2.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein k& € Z mit m? + m = 2k. Folglich ist
m?+m+2m+2=2k+2m+2=2k+m+1).

Also gilt unter der Induktionsvoraussetzung 2|(m+1)?+m+1, das heilt (m+1)*+
m + 1 ist gerade.
Damit ist die Behauptung gezeigt.

Es gilt 2010 =2-1005=2-3-335=2-3-5-67. Da 2,3,5 und 67 Primzahlen sind,
ist dies die Primfaktorzerlegung von 2010.



Hausaufgaben

(H25)

(H26)

Die Formel gilt fiir alle n € N, wir beweisen dies durch Induktion nach n:
Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist

1
dklk=11=1=2-1=(1+1)!-1
k=1

Induktionsvoraussetzung: Sei Y k! -k = (m + 1)! — 1 fir ein beliebiges, aber fest
k=1
gewihltes m € N.

Induktionsschluss Wir wollen zeigen, dass unter der Induktionsvoraussetzung auch

Z k' k= (m+2)! —1 gilt. Dazu nutzen wir, dass sich Z k! k und Z k! k nur
k=1 k=1 k=1
um einen Summanden unterscheiden: Es ist

m+1 m
DRk = Y Kk+(m+1)!-(m+1)
k=1 k=1

(m+1)! =14+ m+ 1) (m+1)
(m+1)!-(1+m+1)—-1
(m+2)! —1.

Dabei haben wir die Induktionsvoraussetzung beim Ubergang von der ersten zur
zweiten Zeile benutzt.
Damit ist die Behauptung gezeigt.

Wir beweisen zunachst die Ungleichung aus dem Hinweis: Fiir n > 5 ist % < 1 und
L < 1. Damitist n >5=34+1+1>3+34+ %

Durch Einsetzen finden wir heraus: Die Ungleichung 2" > n? gilt fiir n = 1, fiir
n € {2,...,9} gilt sie nicht. Fiir n € N mit n > 10 gilt sie wieder. Wir beweisen die
Giiltigkeit der Ungleichung fiir n > 10 durch vollstdndige Induktion nach n:
Induktionsanfang: Fiir n = 10 ist 1024 = 2!° > 103 = 1000.
Induktionsvoraussetzung: Sei 2™ > m3 fiir ein beliebiges, aber fest gewihltes m € N
mit m > 10.

Induktionsschluss: Wir wollen zeigen, dass unter der Induktionsvoraussetzung auch
2t > (m+1)3 gilt. Wegen 2™+ = 2.2™ lisst sich die linke Seite der zu beweisenden
Ungleichung mithilfe der linken Seite der Ungleichung aus der Induktionsvorausset-
zung ausdriicken. Wir wenden die Induktionsvoraussetzung an und erhalten

oMl —9.9m > 92.m3 =m3 + m?.

Wir haben die Hinweisungleichung noch nicht benutzt und betrachten diese: Mul-
tipliziert man die Ungleichung m > 3 + 2 + — mit m?, so erhélt man m* >
3m? + 3m + 1. Damit ist

oMt S 3+ md > m? +3m? +3m + 1.



Die rechte Seite der zu beweisenden Ungleichung ist aber gerade (m + 1)3 = m? +
3m?+ 3m + 1 - wir erhalten also 2" > (m + 1) und haben den Induktionsschluss
vollzogen.

Damit ist die Behauptung gezeigt.

(H27) Wir berechnen zuerst die Primfaktorzerlegung von a,b und c. Es ist

(a)

a=23-32.7%.11, b=2-3%.7-13?, ¢=2-3%.5.

Natiirliche Teiler von a sind nach der Bemerkung aus der Vorlesung genau die
Zahlen m, in deren Primfaktorzerlegung dieselben Primzahlen (oder weniger,
falls es §; mit 3; = 0 gibt) wie in der von a vorkommen, aber eventuell mit
kleinerem Exponenten. Dasselbe gilt fiir Teiler von b. In der Primfaktorzerle-
gung eines m, das a und b teilt, darf also die 2 hochstens einmal vorkommen,
die 3 darf hochstens Exponenten 2 haben, die 7 darf nur einmal oder keinmal
vorkommen. Die 11 und 13 diirfen gar nicht in der Primfaktorzerlegung von
m vorkommen, da die 11 kein Teiler von b ist und die 13 kein Teiler von a.
Wahlen wir die Exponenten so grofs wie maximal erlaubt, so erhalten wir den
grokten gemeinsamen Teiler: Es ist ggT(a,b) =232 -7 = 126.

Damit a eine Zahl n teilt, miissen die Exponenten der einzelnen Primzahlen
(die auch bei a vorkommen) in der Primfaktorzerlegung von n mindestens so
grof sein wie in der von a. Positive Vielfache von a und b, also Zahlen aus N,
die von a und b geteilt werden, sind Zahlen von der Form

961, 352 7B 11P 1355 . ¢

mit B; > 3,082,083 > 2,08, > 1,05 > 2 und ¢ € N. Das kleinste gemeinsame

Vielfache ist also kgV(a,b) =23 -3%- 72 - 11 - 13% = 6558552.
Nach der Bemerkung aus der Vorlesung miissen wir lediglich die natiirlichen
Zahlen m finden, deren Primfaktorzerlegung aus denselben (oder weniger)

Primzahlen wie bei ¢ mit hochstens so grofem Exponenten besteht. Teiler von
¢ sind also

20.30.50=1 21.30.50=2 20.31.50=3
20.30.51 =5 21.31.50 =6, 2'.3%.5' =10,
20.32.59=9, 20.3' .51 =15 2!.32.59=18,
2l.3t.51 =30, 2°.32.5' =45 2'.3%.5'=90.

Wie in (¢) miissen wir uns nur die verschiedenen Moglichkeiten (bzw. deren
Anzahl) tiberlegen, Exponenten zu wéhlen, die hochstens so grof sind wie in
der angegebenen Zahl. Es gibt drei Moglichkeiten, den Exponenten von p; zu
wéhlen (ndmlich 0, 1,2), vier Moglichkeiten fiir den zweiten Exponenten, drei
fiir den dritten und sechs fiir den letzten. Da die Primfaktorzerlegung einer Zahl
eindeutig ist, haben wir keinen Teiler doppelt gezahlt und erhalten insgesamt
3-4-3-6 = 216 verschiedene Teiler.



(e) Seien die Bezeichnungen wie in der Bemerkung. Wir zeigen zuerst, dass n von
k

m geteilt wird, falls m = [] p;” mit 8; € {0,...,a;} ist. Wir wollen also ein
j=1

[ € Z finden, so dass Im = n ist. Wir kénnen dieses [ hier direkt angeben: Die
Primfaktoren von [ und m sollen miteinander multipliziert die von n ergeben,

k
wir setzen also [ := [] p?j_ﬂj. Da a; — 3; > 0 ist, ist dies eine ganze Zahl. Mit
j=1
dieser Definition von [ rechnen wir

k k
m = Hp?j_ﬂj'Hpjj
i =1
= P Ol
Py
— p(l)él_ﬁl‘Fﬁl‘”pgk_ﬁk'f'ﬁk
= pit..ppt

= n.

Also teilt m die Zahl n, und die Richtung ,,<" ist bewiesen.

Zur anderen Richtung: Wir nehmen an, dass m|n gilt, die Primfaktorzerlegung
von n sei wie in der Bemerkung angegeben. Ist m = n, so ist die Behauptung
klar. Wir kénnen uns also auf die Situation m # n konzentrieren. Die Zahl
S
m hat ebenfalls eine Primfaktorzerlegung m = [] ﬁj-j, deren Form wir nun
=1
genauer bestimmen wollen. ’
Wir schreiben aus, was unsere Annahme m|n bedeutet: 31 € N : Im = n. Dabei
T
ist { positiv, da m und n positiv sind. Sei | = [] ﬁ;j die Primfaktorzerlegung
=1
von [, die p; sind also Primzahlen und v; € N d]ie Vielfachheiten, mit denen sie
in [ auftreten. Setzen wir dies in unsere Voraussetzung ml = n ein, erhalten
wir
Pt = pt
Es steht auf der linken und auf der rechten Seite der obigen Gleichung ein Pro-
dukt von Primzahlen, das n ergibt. Da Primfaktorzerlegungen eindeutig sind,
muss jede Primzahl im Produkt auf der linken Seite genau so oft vorkommen
wie im Produkt auf der rechten Seite. Was heifit das fiir m? Es heifst fiir jedes
ﬁfi, dass auf der rechten Seite ebenfalls ;-mal ein p; steht. Da die p; unter-
einander verschieden sind, muss es sogar genau ein p; auf der rechten Seite
geben, dass mit dem p; tibereinstimmt. Dass dieses p; links mindestens d;-mal
vorkommt, heifst dann, dass das p; rechts auch mindestens d;,-mal vorkommt.
Wie oft das p; vorkommt, ist aber durch «; vorgegeben. Es muss also ¢; < o
sein.
Insgesamt ergibt sich: Die p; sind aus der Menge {p1, ..., px}, und eine Prim-



(H28)

(a)

zahl kommt in der Primfaktorzerlegung von m hdéchstens so oft vor wie in der
von n. Dies beweist die Richtung ,, ="

Wir miissen uns iiberlegen, ob aus @ = b mod m folgt, dass a? = b*> mod m
gilt. Wir behaupten, dass dies stimmt und beweisen es: Setze a = b mod m
voraus. Dies bedeutet m|(a — b), also gibt es ein k € Z mit mk = a — b. Wir
wollen zeigen, dass a? = b*> mod m gilt, dass es also ein [ € Z mit ml = a® — b?
gibt.

Erinnern wir uns an die binomischen Formeln: Multiplizieren wir a — b mit
a + b, so erhalten wir die gewiinschte rechte Seite a? — b?. Also multiplizieren
wir die Gleichung mk = a — b, die wir als giiltig angenommen hatten, mit a+ b,
und erhalten

mk(a +b) = a* — b°.

Wir kénnen also [ = k(a + b) setzen und erhalten m|a® — b?, also a® = V?
mod m.

Wir miissen uns nun iiberlegen, ob aus a®> = b*> mod m folgt, dass a = b
mod m gilt. Die Aussage ist falsch, wir geben ein Gegenbeispiel an: Setze m =
4,0 =2und b = 0. Dann gilt a®> = b> mod m, denn m = 4 teilt 4—0 = a? — b%.
Aber m = 4 teilt offenbar nicht a — b = 2, also gilt « = b mod m nicht.



