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Reelle Zahlen: Korperaxiome
Addition und Multiplikation

v

Das Symbol R steht fiir die Menge der reellen Zahlen.

v

Auf dieser Menge sind zwei Verkntipfungen gegeben:
Die Addition

v

+:RxR—R
(xy) = x+y

v

und die Multiplikation
tRxR—=R

(x,¥) = x-y = xy.

v

Diese erfiillen folgende Rechenregeln:
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A) Axiome der Addition
» Kommutativgesetz:
x+y=y+x firalle x,y eR.
» Assoziativgesetz:
(x+y)+z=x+(y+2z) firalle x,y,z€R.
» Es gibt ein neutrales Element 0 € R, so dass
x+0=x firalle xeR.

(Man folgert leicht, dass es genau ein neutrales Element gibt:
0=0+0'=0"4+-0=0".)
» Es gibt zu jedem x € R ein additives Inverses —x € R, so dass
x+(—x)=0.

(Man zeigt leicht, dass das es zu jedem x genau ein additives
Inverses gibt.)
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M) Axiome der Multiplikation

» Kommutativgesetz:
xy =yx furalle x,y €R.
» Assoziativgesetz:
(xy)z = x(yz) firalle x,y,z€eR.
» Es gibt ein neutrales Element 1 € R, so dass
x-1=x firalle xeR.

» Es gibt zu jeder reellen Zahl x # 0 ein Inverses x ! € R, so
dass
x-x1=1.

(Wie im Fall der Addition folgert man leicht die Eindeutigkeit
von 1 und x71.)
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D) Distributivgesetz

» Das Distributivgesetz driickt die Vertraglichkeit von Addition
und Multiplikation aus:

x(y+z)=xy+xz firalle x,y,zeR.

» Die Axiome A), M) und D) faBt man folgendermaBen
zusammen:

‘(]R,—i—, 1) ist ein Korper.
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Folgerungen aus den Korperaxiomen

Satz
Fiir alle a, b € R ist die Gleichung

at+x=»>b
eindeutig losbar.
Beweis.
Das folgt aus A). Die Losung ist x = b —a:= b+ (—a). O
Satz

Fiir alle a € R\ {0} und b € R ist die Gleichung
ax=">b

eindeutig losbar.

Beweis.
Das folgt aus M). Die Losung ist x = 2 := a=1h. Ol

a
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Weitere Folgerungen aus den Korperaxiomen

Satz
Sei K ein Kérper (z.B. K=TR) und x,y € K.
Es gilt xy = 0 genau dann wenn x = 0 oder y = 0.

Beweis.

“«" Es genigt zu zeigen x - 0 = 0 (wg. Kommutativitat). Es gilt

M os0)

x-0=x(04+0) =x-0+x-0

Abziehen von x - 0 auf beiden Seiten liefert 0 = x - 0.
“=" Es genligt zu zeigen: x 20 und xy =0=y =0. Da x # 0,
hat die Gleichung xy = 0 die eindeutige Lsg. y = x~1.0=0.
L]

» Weitere Folgerungen (UA): —0 =0, —(—x) = x, (=x)y =
—(xy), (— x)( y)=xy, 171 =1, fiiralle x #0ist x 1 #0
und (x 1)~ = x, etc.
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Naturliche, ganze und rationale Zahlen

» Die natirlichen Zahlen N :={1,2,3,...} fassen wir als
Teilmenge von R auf, indem wir n € N mit der reellen Zahl
1+ ---4 1 (n Summanden) identifizieren.

» Durch Hinzunahme der additive Inversen erhalt man die
ganzen Zahlen Z =1{...,—-2,-1,0,1,2,...} C R. Sie bilden
keinen Korper (multiplikative Inverse).

» Der kleinste Korper, der Z enthalt ist der Korper der
rationalen Zahlen Q = {£|p€ Z, q€ N}
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Reelle Zahlen: O) Ordnungsaxiome

In R ist die Teilmenge Ry C R der positiven Zahlen

ausgezeichnet. Wir schreiben x > 0, wenn x € R. Es gelten

folgende Axiome:

O1 Fiir jede reelle Zahl x gilt genau eine der folgenden drei
Relationen:

x>0 oder x=0 oder—x>0.

02 Aus x >0und y >0 folgt x4+ y >0 und xy >0
(Vertraglichkeit mit der Addition und Multiplikation).

O3 Archimedisches Axiom: Fiir alle x € R gibt es n € N mit
n—x>0.
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Notation

Es werden folgende Vereinbarungen getroffen:
X>y <= x—y>0,

X >y < x>yoderx=y,

X<y: < y>Xx,

X<y:<= y=>x

v vy VvYy
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Folgerungen aus den Ordnungsaxiomen

Satz

Fiir a,x,y,z € R gilt:

(i) Transitivitat: x <y undy < z = x < z,
(i) x<yundacR= x+a<y+a,

(i) x <y unda>0= ax < ay,

(iv) x <y unda< 0= ax > ay.

Beweis.
Wir beweisen z.B. (i):

z-x=(z-y)+(y—x)>0
—_——  N~—
>0 >0
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Weitere Folgerungen aus den Ordnungsaxiomen
Satz
(i) x® > 0 fiir alle x # 0,
(i) x>0= x"1>0,
(i) 0<x<y=x1>y1l>0

Beweis.

(i) Aus x > 0 folgt x> = x - x > 0, wg. 02). Aus x < 0 folgt
—x > 0 und somit ebenfalls x> = (—x)? > 0.

(i) Fir x > 0 gilt wegen (i):

xT=(xxHxt=_x -(xH2>0.
N - —
>0 >0

(iii) Fiir 0 < x < y gilt, wegen (ii), x 1 >0 und y=! > 0 und
somit x 1y~! > 0. Multiplikation der Ungleichung x < y mit
der positiven Zahl x~ 1y~ liefert schlieBlich y =% < x~ 1. g
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Zusammenfassung:

’(Rﬁ—, -) ist ein archimedisch angeordneter Korper.

» (Q,+,:) ist ebenfalls ein archimedisch angeordneter Korper.

» R erfiillt, im Gegensatz zu Q, das Vollstandigkeitsaxiom,
welches die Liste der Axiome der reellen Zahlen beendet und
spater besprochen wird.
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Komplexe Zahlen
Addition und Multiplikation

» Wir betrachten die kartesische Ebene R? = {(x, y)|x,y € R},
die Menge aller Paare reeller Zahlen,

» und definieren zwei Verkiipfungen darauf:

» die Addition
+:R?xR? > R?

(. y)+ (X, y) = (x+ Xy +y)
» und die Multiplikation

. R? x R? — R?

(x,y) - (X' y") = (xx" — yy', xy" + yxX).
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Komplexe Zahlen
Theorem
(R2,+,-) ist ein Korper.
Beweis.
Es geniigt die Axiome A), M) und D) nachzuweisen.

A) Kommutativ- und Assoziativgesetz fiir (R?, +) folgen direkt
aus den entsprechenden Axiomen fiir (R, +), da die Addition
komponentenweise erklart ist. Das neutrale Element in
(R2,+) ist (0,0) und —(x,y) = (—x, —y).

M) Wir lberpriifen zuerst das Assoziativgesetz:
!0 / //)

(xy) - ((Xy) - (X" y") = (xy) - (XX = y'y" Xy" +y'x

i o0

— (X(X X"—y'y )—y(X’y"+y’X”),X(X’y”+y’x")+y(x'x"—y/y//))
= (O = yy" X" = "+ X )y, (X =y )y + (v 4+ X )x")
— (XXI o ny;XyI + yXI) . (X//,y//) — ((X,y) . (X/,y/)) . (X//7_y//)
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Weiter im Beweis:

M) Das Kommutativgesetz fiir die Multiplikation in R? folgt aus
der Invarianz des Ausdrucks (xx’ — yy’, xy’ + yx’) unter
Vertauschung der Paare (x,y) und (x',y’).

Das neutrale Element der Multiplikation ist (1,0).
In der Tat: (x,y)-(1,0)=(x-1—y-0,x-0+y-1)=(x,y).
Das multiplikative Inverse zu (x,y) # (0, 0) ist

R e——"
’ X2+y2’ X2+y2 :

In der Tat:

X X2 . 7
(Xa(}/) ')(X2+y2 ) _Xz_}i/_y2) = (X2+y2 - ){g_ﬂ}:g’ )):g_,_ﬂ X2)_/|)_(y2)
= (1,0

D) Distributivgesetz: UA. O
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Reelle Zahlen als Teilmenge der komplexen Zahlen

>
>

Wir identifizieren reelle Zahlen x mit Paaren (x,0) € R2.
Diese Identifizierung ist mit den Verkniipfungen in R und R?
vertraglich.

Jedes Paar (x,y) € R? I3Bt sich dann in der Form

(x,y) = x + iy schreiben, wobei i := (0,1) € R2.

Die reellen Zahlen x = Rez und y = Im z heiBen Real- bzw.
Imaginarteil der komplexen Zahl z = x + iy.

Die Menge (genauer der Korper) der komplexen Zahlen wird
mit dem Symbol C bezeichnet:

C:={x+iy|lx,y € R} =R2.

Die komplexe Zahl z := x — jy heiBt diezu z=x+iy € C
komplex konjugierte Zahl.
Es gilt
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Komplexe Zahlen
Die Gleichung 22 = —1

» Die rein imaginare Zahl i = (0, 1) ist eine Losung der
Gleichung z2 = —1:

i?=(0,1)-(0,1) =(0-0-1-1,0-1+1-0) = (-1,0) = —1.

> Die einzigen komplexen Losungen der Gleichung z2 = —1 sind
i und —i (UA). Man vereinbart v/—1 := /.
> Allgemeiner gilt:

Satz (Fundamentalsatz der Algebra)
Jede polynomiale Gleichung der Form
Z"=co+ciz+ -+ ch_12"1 mit komplexen Koeffizienten c
hat mindestens eine komplexe Losung.

» (Dieser Satz |aBt sich mit Methoden der Analysis beweisen,
die Teil der Vorlesung sind.)
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit
Der Absolutbetrag

Definition
Der Absolutbetrag einer reellen Zahl x ist definiert durch

Ix] x, wenn x>0
x| =
—x, wenn x<0

Satz
Fiir alle x,y € R gilt:

(i) |x| >0 und |x| =0, genau dann wenn x =0,
(i) |x+y| <|x|+ |y| (Dreiecksungleichung),
(iit) [xyl = |xlly| und

(V) Ix+yl = [Ix] = lyll-

Beweis.
(i)-(iii) sind einfache UA. (iv) folgt aus (ii).
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Konvergenz von Folgen

Definition
Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung N — R, n— x,. Man
schreibt dafiir auch (xp)nen = (x1, X2, . . .) oder einfach (x).

Wir lassen allgemeiner auch Folgen (xn)n>n, = (Xngs Xng+1, - - -) 2U,
die erst ab einem gewissen Rang ng € N definiert sind.

Definition

Eine Folge (xn) heiBt konvergent mit dem Grenzwert (=Limes) ¢

(symbolisch lim,_.o x, = (), wenn es fiir alle e > 0 einen Rang
N = N(e) € N gibt, so dass

|xn — 4| <€ firalle n>N.
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Konvergenz von Folgen

Beispiel
Die Folge x, = % konvergiert gegen 0.

Beweis.
Sei € > 0. Nach dem Archimedischen Axiom gibt es N € N mit
N>%. FUraIIenZNgiItdann|xn—0\:%§%<e. O
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Konvergenz von Folgen

Satz
Eine konvergente Folge hat genau einen Grenzwert.

Beweis.
» Wir nehmen an, dass (x,) zwei Grenzwerte {1, ¢ hat. Falls
£1 # £, so konnen wir (E annehmen, dass /1 < /5.

» Dann gibt es zu e = % natiirliche Zahlen Ny und N, so
dass

|xn — 01| < € firalle n> N,
|xp —la| < € furalle n>Ns.

» Daraus folgt nach der Dreiecksungleichung fiir alle
n > max{Ny, Na}:

2e =Vly — U1 =Lly — Xp+ xn — 01 < [lp — xp| + |Xn — £1] < 2e.

» Ein Widerspruch! Also £1 = /5.
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Beschrankte Folgen
Definition
» Eine Folge (x,) heiBBt nach oben beschrankt, wenn es K € R
gibt derart, dass

x, < K fiir alle n.

» Sie heiBt nach unten beschrankt, wenn es K € R gibt derart,
dass
K <x, firalle n.

» Eine Folge (x,) heiBt beschriankt, wenn sie nach oben und
nach unten beschrankt ist.

Einfache UA:
Eine Folge (xp) ist beschrinkt, genau dann wenn es K € R gibt
derart, dass

|xa| < K fiir alle n.
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Konvergenz und Beschranktheit

Satz
Jede konvergente Folge (xn)nen ist beschrankt.

Beweis.

» Sei { = lim,_ 00 xn. Dann existiert (zu € = 1) eine natiirliche
Zahl N € N, so dass

|xn — €] <1 furalle n>N.
» Daraus folgt fir alle n > N:
IXn| = |Xn — £+ €] < |xn — L] + |€] < |€] + 1.
» und somit fiir alle n € N:

Ixn| < max{|x|, |x2|, ..., |xn=1], €| +1}. O
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Beispiele

1) Die Umkehrung des letzten Satzes gilt nicht:
Die Folge x, = (—1)" ist beschrinkt aber nicht konvergent (UA).

2)

Die Folge x, = n ist unbeschrankt und somit nicht konvergent.
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Konvergenz und algebraische Operationen
Satz
(xn) und (yn) seien konvergente Folgen. Dann gilt:
(i) limp—oo(Xn + yn) = limp—00 X + limp_o0 yn und
(i) limp—oo(Xnyn) = (limp—oo Xn) - (liMp—00 ¥n)-

Beweis.

Sei x = limp_oo Xp und y = lim,_ o0 Va.
(i) Es gibt Ny, N, € N, so dass

|xo — x| < €/2 firalle n> Ny,
lyn—y| < €/2 firalle n> N.

Dann gilt fiir alle n > max{ Ny, N> }:

IXn+Yn—(X+Y)| = [Xa =X+ Yn—y| < |Xn—x[+|yn—y| <€
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Weiter im Beweis:

(ii) (xn) ist als konvergente Folge beschrankt. Daher kdnnen wir
K > |y| > 0 wahlen, so dass |x,| < K fiir alle n.

Desweiteren existieren Ny, N € N mit

Ixn — x| < % fur alle n > Ny,
€ L.
o=yl < oK fur alle n> Nj,.

Somit gilt nun fiir alle n > max{Ny, Na}:

|XnYn — Xy, = [XnYn—Xny + Xny — Xy, <
=0

Xnl [yn = y|+ [xo = x| Iy| <e
~N——— A

<K <3% <3z <K
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Konvergenz und algebraische Operationen

Satz

Sei (x,) eine konvergente Folge mit Grenzwert x # 0. Dann gibt es
ng € N, so dass x, # 0 fiir alle n > ng und

) 1 1
lim [ — = —.
n—oo \ Xp n>no X
Beweis.

UA O
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Konvergenz und Ordnungsrelation

Satz
(xn), (vn) seien konvergente Folgen mit x, < y,. Dann ist

lim x, <

lim y,.
n—oo n—oo

$eweis.
UA
Beispiel

» Fir die Folgen x, :=0 < y, = % gilt in der Tat
limp—ooXn =0 < limp_.oo yn =0,

» aber Achtung: limp_oo Xp £ limp_00 Vn.
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Cauchy-Folgen

Definition
Eine Folge (xp) heiBt Cauchy-Folge, wenn es fiir alle e > 0 ein
N € N gibt, so dass

|Xn — Xm| < € fiiralle n,m>N.

Satz
Jede konvergente Folge (xn)nen ist eine Cauchy-Folge.

Beweis.
Sei £ = lim,_,o X,. Fiir alle n,m > N(5) gilt:
|Xp — Xm| = |xn = £+ € — xm| < |xp — €] + |0 — xm| < €.
—_——  ——

< <

[T
NI
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Das Vollstandigkeitsaxiom

Die Umkehrung des letzten Satzes ist:

Vollstandigkeitsaxiom
R ist vollstandig, d.h. jede Cauchy-Folge reeller Zahlen konvergiert
gegen eine reelle Zahl.

Insbesondere konvergiert jede Cauchy-Folge rationaler Zahlen
gegen eine reelle Zahl, i.a. aber nicht gegen eine rationale Zahl —
wie wir noch sehen werden. Q ist also nicht vollstandig.
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Folgerungen aus dem Vollstandigkeitsaxiom

monotone Folgen

Definition
» Eine Folge (x,) heiBt monoton wachsend (bzw. streng
monoton wachsend), wenn
> Xy < Xpt1 (bzw. xp < Xpy1) fiir alle n € N.
» Analog definiert man ‘monoton fallend’ und ‘streng monoton
fallend".

Bemerkung (einfache UA)

Sei (xp) eine monoton wachsende (bzw. fallende) Folge mit dem
Grenzwert £. Dann gilt x, < ¢ (bzw. ¢ < x,) fiir alle n € N.
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Folgerungen aus dem Vollstandigkeitsaxiom
Teilfolgen

Definition
» Eine Folge (yn) heiBt Teilfolge einer Folge (xn),
> wenn es eine streng monoton wachsende Folge ¢ : N — N
gibt, so dass
> Yn = Xy(n) furalle neN.

Bemerkung (einfache UA)
Sei (x,) eine konvergente Folge mit dem Grenzwert ¢. Dann
konvergiert jede Teilfolge von (x,) ebenfalls gegen /.
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Folgerungen aus dem Vollstandigkeitsaxiom

Der Satz von Bolzano-WeierstraB

Theorem
Jede beschrankte Folge reeller Zahlen besitzt eine konvergente
Teilfolge.

Beispiel
Die beschrankte Folge x, = (—1)" ist nicht konvergent. Die

Teilfolgen y, := x2, und y}, := x2p—1 sind konstant und daher
konvergent.
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Beweis des Satzes von Bolzano-WeierstraB3

Beweis.

> Sei (x,) eine beschrankte reelle Folge, d.h. es gibt A, B € R,
so dass
A<x,<B firalle neN.

» Wir konstruieren rekursiv eine Folge von Intervallen
[Ak, Bk] C R (k € N), derart dass

(i) das Invervall [Ak, Bx] unendlich viele Glieder der Folge (x,)
enthalt,
(II) [Ak, Bk] - [A/(,17 kal], falls k > 2 und
(i) Bx — Ay =2 k=1)(B — A).
» Dazu setzen wir A1 := A, B; := B und nehmen an, die
Intervalle [Ak, Bx] mit den obigen Eigenschaften seien fiir
k € {1,... 4} bereits konstruiert.

» Wir definieren dann [Ay11, Byy1] wie folgt:
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Weiter im Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstral3

> Sei M := J(A; + By) der Mittelpunkt des /(-ten Intervalls.

» Wir setzen [Apt1, Bry1] := [Ar, M], falls [Ag, M] unendlich
viele Glieder der Folge (x,) enthalt und
[Ar+1, Bry1] := [M, By] sonst.

» Dann erfiillen die Intervalle [Ag, Bi], k =1,2,...,¢+ 1, die
Bedingungen (i)-(iii).

» Als nachstes konstruieren wir, wieder rekursiv, eine Teilfolge
(yk) = (xn,) von (xs), so dass yx € [Ak, Bk].

» Wir setzen y; := x3 und nehmen an, yi, ..., yx seien bereits
konstruiert.

» Da [Ak+1, Bk+1] unendlich viele Glieder der Folge (x,)
enthalt, gibt es eine natirliche Zahl nx11 > ng mit
X1 € [Ak+17 Bk+1]-

> Wir setzen yxi1 := Xp, ;-
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Ende des Beweises des Satzes von B-W

Behauptung

Die Teilfolge (yx) ist eine Cauchy-Folge und somit, nach dem
Vollstandigkeitsaxiom, konvergent.

» Die Behauptung beendet den Beweis des Satzes von B-W.

Beweis der Behauptung.

» Zum Beweis der Behauptung benutzen wir folgende Tatsache:

Jim 27" =0 (UA).

» Daher gibt es fiir alle ¢ > 0 ein N € N, so dass
2-(N-)(B— A) < e

» Fir alle k, £ > N gilt yx, ye € [An, Bn] und somit

vk =yl < By —Ay=2"""D(B-A)<e. O
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Folgerungen aus dem Vollstandigkeitsaxiom

Konvergenz monotoner beschrankter Folgen

Theorem
Jede monoton wachsende nach oben beschrankte reelle
Zahlenfolge (x,) konvergiert.

(Ebenso konvergiert jede monoton fallende nach unten
beschrankte Folge.)

Beweis.

» Die Folge (x,) ist beschrankt.

» Nach dem Satz von Bolzano-Weierstral3 existiert also eine
konvergente Teilfolge (xpn, )keN.

» Wir zeigen, dass (x,) gegen £ := limy_. Xn, konvergiert.
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Weiter im Beweis:

> Wegen limy_ o X, = ¢ gibt es zu jedem € > 0 ein kg € N, so
dass
|xn, — ] <€ fiiralle k> k.

> Wir setzen N := ny,.

» Fir alle n > N = ny, existiert k > ko, so dass
N < n < Ngya.
» Da (x,) monoton wachsend ist, folgt daraus
X < Xn < Xppyy <4

» und somit |x, — ¢| < |xp, — | < €.
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Die Quadratwurzel einer positiven Zahl
Theorem
Sei a > 0.

(i) Dann hat die Gleichung x> = a genau eine positive Lsung.
(Diese wird mit \/a bezeichnet.)

(i) Sei b > 0 und (x,) die durch x; := b und

1 a
Xpi1 i= E(X,, +—) (neN)

n

rekursiv definierte Folge.

Dann konvergiert (x,) gegen +/a.

Beweis.

» Wir zeigen zuerst, dass die Folge (x,) konvergiert.

» Ein einfaches Induktionsargument zeigt, dass x, > 0 fiir alle
neN.
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Die Quadratwurzel einer positiven Zahl

Weiter im Beweis:

1) Wir zeigen, dass x2 > a fiir alle n > 2:

2
—(Xp—-1+ —a
4( 5 anl)
S(hy+2a+ Z’—z) a
4 X5_q
1, a?
—(xp_1 —2a+ —5—
1
*(Xn—l_ 2 )220
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Die Quadratwurzel einer positiven Zahl

Weiter im Beweis:

2) Die Folge (xn)n>2 ist monoton fallend:

1 a 1 a
Xn — Xn+1 = Xnp — E(Xn + ;n) = *(Xn - ;n)
1
= 2x,,(X'2’_a) >0
>0
>0 -

» Die Folge (xp)n>2 ist also monoton fallend und durch 0 nach
unten beschrankt.

» Somit konvergiert (x,) gegen eine Zahl ¢ > 0.
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Die Quadratwurzel einer positiven Zahl

Weiter im Beweis:

3) Behauptung.

{ = 1limp_oo X, > 0.

Beweis der Behauptung.

» Betrachte die monoton wachsende Folge y, := X—i >0,n2>2.

» Es gilt

N

22

() vi= =a<x]

ZIA

a

3><I\J

» und somit y» < y, < x, fur alle n > 2,
denn aus y, > x, > 0 wiirde y2 > x2 folgen, im Widerspruch
zu (*).

» Daraus folgt £ = limp_o0 Xy = y2 > 0. O
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Die Quadratwurzel einer positiven Zahl

Weiter im Beweis:

» Wir haben gezeigt, dass die Folge (x,) gegen eine positive
Zahl ¢ konvergiert.

» Grenziibergang in der Rekursionsformel x,.1 = %(x,, + Xin)
liefert £ = (¢ + 2) und somit (2 = a.

> Also ist £ eine Losung der Gleichung x? = a.

> Sei /' # { eine zweite Losung der Gleichung x? = a.

» Dann gilt

0= 1P =U-0)(t+1),
#0

woraus ¢/ = —/ folgt.

» M.a.W. ¢ und —/ sind die einzigen Losungen der Gleichung

x? = a. Die eine ist positiv die andere negativ. O
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Irrationalitit von v/2

Satz

V2¢Q.
Beweis (durch Widerspruch).

» Wir nehmen an 2 = g, p,q € N teilerfremd.

» Die Gleichung p? = 2¢? zeigt dann, dass p gerade ist.
» Somit ist p? durch 4 teilbar und g gerade. Widerspruch! [J.
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Unvollstandigkeit von Q

Folgerung
Q ist nicht vollstandig.

Beweis.
» Wie wir gesehen haben, konvergiert die durch x; := b > 0 und
Xnil = %(x,, + X%) n € N, rekursiv definierte Folge gegen V2.
» Insbesondere ist (x,) eine Cauchyfolge.
» Wenn wir b rational wahlen, so sind alle Folgenglieder rational.

» Dann ist (x,) eine rationale Cauchyfolge, die nicht in Q
konvergiert.

Der eindeutig bestimmt Grenzwert ist namlich die irrationale

Zahl /2.

0J
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Der Betrag einer komplexen Zahl

» Sei z=x+ iy € C (wie immer x,y € R).
» Dann ist zz = x? 4 y? eine positive reelle Zahl oder Null

» und wir definieren den Betrag der komplexen Zahl z durch
|z :=Vzz € R, U{0} (wobei 0 =0).

» Fiir eine reelle Zahl x € R C C ergibt sich als Betrag

X|:\/;:{x, wenn x>0

—x, wenn x<0

genau der Absolutbetrag von x.
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Der Betrag einer komplexen Zahl

Eigenschaften des Betrages

Satz
Fiir alle z, w € C gilt:

(i) |z| > 0 und |z| = 0, genau dann wenn z =0,
(i)

(i) |zw| = |z||w| und
(iv) [z 4+ w| > [|z] = |wl|.

|z + w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung),

Beweis.

(i) ist klar und (iv) folgt aus (ii).

(iii) folgt aus der Gleichung |zw|? = zwzw = zwzw = |z|?|w|?
durch Wurzelziehen.

(Hierbei haben wir benutzt, dass zw = zw, UA)
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Der Betrag einer komplexen Zahl

Beweis der Dreiecksungleichung

» Fiir alle z = x + jy € C gilt

Rez=x < /x2+y2 =|z].
» Somit
12> 4+ |w|? + zw + Zw

1z|?> 4+ |w|? + 2Re (zw)
|2? + [w]? +2|z7]

|z +w|?

= A

iif)

|22 + |wl? + 2lz]|w| = (2] + [w])*. O
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Vollstandigkeit von C

» Die Begriffe 'konvergente Folge', 'Grenzwert’ und
"Cauchyfolge’ libertragen sich von reellen auf komplexe
Zahlenfolgen, indem man den Absolutbetrag reeller Zahlen
durch den Betrag komplexer Zahlen ersetzt.

» Es gilt dann:

Satz
C ist vollstandig, d.h. jede Cauchyfolge komplexer Zahlen
konvergiert gegen eine komplexe Zahl.

Beweis.
> Sei (z, = xp + iyn) eine komplexe Cauchyfolge.
» Dann sind (x,) und (y,) reelle Cauchyfolgen, denn

> |xp — Xm| < |zn — zm| und |yn — ym| < |zn — zm|-
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Vollstandigkeit von C

Weiter im Beweis:

» Da R vollstandig ist, konvergieren (x,), (vn) gegen reelle
Zahlen x bzw. y.

> Wir setzen z := x + iy.

» Die Folge (z,) konvergiert gegen z,
denn |z, — z[ = [xo — x + i(yn — y)| < X0 — x|+ [i(yn — ¥)| =
Xn = x|+ |yn — yl. O

» Bemerkung: Fiir jede konvergente Folge (z,) konvergiert die
Folge (|z,|) und es gilt

| lim z,| = lim |z,]|.
n—oo n—oo

(Das folgt aus ||zy| — |z]| < |zn — z| mit z = limp—x 25.)
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Konvergenz von Reihen
Der Begriff der Reihe

Definition

» Eine Reihe (komplexer Zahlen) ist eine Folge (sp)nen, der

Gestalt .
Sn = Z Zk,
k=1

wobei (zx)ken eine Folge (komplexer Zahlen) ist.
» Die Zahlen z; heiBen Glieder der Reihe.
» Die Zahlen s, € C heiBlen Partialsummen der Reihe.

» [st die Reihe konvergent, so wird der Grenzwert mit

n—oo

(oo}
E zx = lim s, bezeichnet.
k=1

(Bemerkung: Jede Folge kann als Reihe aufgefasst werden.)
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Konvergenz von Reihen

Absolute Konvergenz

Definition

» FEine Reihe

(=)

heiBt absolut konvergent,

().,

» wenn die Reihe

konvergent ist.
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Konvergenz von Reihen

Cauchysches Konvergenzkriterium

Satz

» Eine Reihe (3"} _; zk)nen konvergiert, genau dann wenn
» es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so dass

n
> %
k=m

< €

firallen> m> N.
Beweis.

Die Bedingung des Satzes besagt einfach, dass die Folge der
Partialsummen (s,) eine Cauchyfolge ist, denn

n
E Zk = Sn — Sm—1. U
k=m
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Konvergenz von Reihen

Absolute Konvergenz impliziert Konvergenz
Satz
Jede absolut konvergente Reihe (3_]_; zx) ist konvergent.
Beweis.
» Es geniigt zu lberpriifen, dass die Reihe (3°]_; z«) das
Cauchysche Konvergenzkriterium erfiillt.

> Wog. der absoluten Konvergenz erfiillt die Reihe (3_)_; |z«|)
das Cauchysche Konvergenzkriterium.

Daher gibt es zu jedem € > 0 ein N € N mit

n
Z!zk|<e fiuralle n>m>N.

k=m

» Daraus folgt fiir alle n > m > N:
| 2 kmm 2k € D e 26| <€
» Das zeigt, die Konvergenz der Reihe (3°]_; z).

O
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Konvergenz von Reihen

Majorantenkriterium

Satz

> Sei (>"}_; zx) eine Reihe, so dass |zx| < ax € Ry U {0} fiir
alle k € N, wobei (>} _; ax) eine konvergente Reihe ist.

» Dann ist die Reihe (3} _, zx) absolut konvergent und
DINEEN B PP EN ) DA

Beweis.

» Die absolute Konvergenz folgt z. B. aus der Abschatzung
D ke |2k < 2 Ak
» Die Ungleichungskette folgt dann aus

n n n
|sz| < Z|Zk| < Zak-
k=1 k=1 k=1

durch Grenziibergang.
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Konvergenz von Reihen
Die geometrische Reihe
> Sei z € C. Die Reihe (}_]_, z*) heiBt geometrische Reihe.
» Fiir alle z # 1 gilt
: k 2 1—z"t
-1 R
(%) Zz +z4+z74- 4z T
k=0
(Um das zu verifizieren genligt es die Gleichung mit (1 — z) zu
multiplizieren.)
> Sei nun |z| < 1. Dann gilt lim, .o, z"t* = 0, siehe Ubung.

» Wegen (*) konvergiert dann die geometrische Reihe:

o0
o 1— 2z 1
sz:1+z+z2+-~: lim = .
n—oo 11—z 1—z
k=0
» Die Konvergenz ist absolut: > 3o |z = >0, |z|* = 1_1‘2‘.
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Konvergenz von Reihen

Quotientenkriterium

Satz

> Sei (ak)k>0 eine Folge komplexer Zahlen. Es gebe 0 < 6 < 1,
so dass
(%) |akt1| < Olak| fiir alle k.

» Dann ist die Reihe (3} _, ax) absolut konvergent und

- |ao|
0
< .
2l <17
k=0

Beweis.

> Aus (*) erhilt man durch Induktion |ax| < 0%|a|.

» Die absolute Konvergenz folgt nun aus dem Majorantenkrit.
durch Vergleich mit der geom. Reihe >~}7 ok = 1719. O

64 /379



Konvergenz von Reihen

Die Exponentialreihe

Definition

» Sei z € C. Die Reihe

heiBt Exponentialreihe.

» Die n-te Partialsumme der Exponentialreihe ist also

k 2 ZN

n
z z
Sn:kE%kI:].—FZ—i‘Q‘i“i‘nl
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Konvergenz von Reihen

Absolute Konvergenz der Exponentialreihe

Satz

Die Exponentialreihe ist absolut konvergent.

Beweis.

» Fur alle z € C existiert N € N, so dass NI <3
» Fir alle kK > N gilt dann

Zk

Kt

zk

k!

el
k+1

1
< Z
-2

Zk+1
(k+1)!‘

» Nach dem Quotientenkriterium ist also die Reihe
k . .
(> k=n %r)n>n absolut konvergent und daher auch die Reihe
n k N—1 zk n k
D k0 FT = Dok—0 %1 T 2okeN -

O
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Konvergenz von Reihen

Die Exponentialfunktion

Definition
Die Exponentialfunktion ist die durch die Exponentialreihe
definierte Abbildung

k

exp:C—C, z—exp(z):= Z%

k=0
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Konvergenz von Reihen
Produkt von Reihen

Definition
Das Produkt zweier Reihen (3"} _q ax) und (3} _, bk) ist die
Reihe (3" ;_q ck) mit den Gliedern

k
Ck = E ajbk,j.
Jj=0

Theorem

» Das Produkt (3"} _, ck) zweier absolut konvergenter Reihen
(>"k—o ak) und (3";_q bk) ist absolut konvergent

» mit dem Grenzwert

Sa= (a0 b
k=0 k=0 k=0
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Das Produkt absolut konvergenter Reihen ist absolut
konvergent

Beweis.
» Wir setzen &) := |ax|, b}, := |bk| und ¢ := |ck|.

» Die absolute Konvergenz der Reihe (3~} _, c«) folgt aus:

S o= X < Y 4y
k=0

0<i,j<n i+j<n 0<ij<n
o0 o0
— / /
- e Zb Q)-8
i=0 i=0 j=0

> Bleibt zu zeigen, dass Y g ck = (Ooreoak) - (O reo bk)-

» Es geniigt zu zeigen, dass Y ;g ck — (D f_p ak) - (O r—o bx)
gegen Null konvergiert.
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Das Produkt absolut konvergenter Reihen ist absolut
konvergent

Weiter im Beweis:
Wir schatzen ab:

Z Cx — (Z ak) . (Z bk) = Z a,-bj — Z a,-bj
k=0 k=0

k=0 0<ij<n, i+j<n 0<ij<n

= aib;| < alb’
. ) >, &b

0<ij<n, i+j>n 0<ij<n, i+j>n

Z ck—Zc Zn:c,’(—>0 g
k=0

k=n-+1

IN
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Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion

Folgerung
Fiir alle z,w € C gilt

exp(z + w) = exp(z) exp(w).

Beweis.
» Wir benutzen die binomische Formel (siehe Ubung):
K (kY k—j .k !
(z+w) =370 (5)2 7w/, wobei () = ;51

» Daraus ergibt sich:

M8

exp(z+w) =

1

0 kO_/O

Thm exp(z) exp(w). O

z+w k=j WJ
3 pes
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Weitere Folgerungen

Folgerung
Fiir alle z € C gilt
exp(z) # 0.

Beweis.
Das folgt aus exp(z) exp(—z) = exp(z —z) = exp(0) =1#0. O
» Man definiert die Eulersche Zahl

e :=exp(1).

» Dann gilt exp(n) = exp(1+ -+ 1) =exp(1)---exp(l) = e".
» Bemerkung: Fiir jede konvergente Folge (z,) konvergiert die
Folge (z5) und es gilt lim,_.00 Z, = limp_o0 Zp.

» Insbesondere gilt exp(z) = exp(z).
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Sinus und Cosinus

Definition
Fiir x € R definiert man

cosx = Reexp(ix) und

sinx = Imexp(ix), x€R.
Satz
Fiir alle x € R gilt (cosx)? + (sinx)? =1, d.h.
exp(ix) = cosx + isinx € S' = {z € C||z| = 1}.
Beweis.

(cos x)2 + (sin x)? = | exp(ix)|> = exp(ix)exp(ix) =
exp(ix) exp(—ix) = exp(ix — ix) = exp(0) = 1. O
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Einige Eigenschaften von Sinus und Cosinus

Einfache Ubungsaufgaben:
Fir alle x € R gilt

> cos(—x) = cos x, sin(—x) = —sinx,
>
cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny,
sin(x +y) = sinxcosy + cosxsiny (Additionstheoreme),
>
o0 2k 2 4
_ B A S S T S
cosx = kZ%( Voo~ 2+ta
o0 2k+1 3.5
i - kX XX
sInx = ;0( Vs~ 3 ts

(mit absoluter Konvergenz).
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Ausblick: Ebene Polarkoordinaten

» Wir werden spater noch sehen, dass die Funktion
R > ¢+ exp(ip) € St C C, die Kreislinie periodisch (gegen
den Uhrzeigersinn) durchlauft.

» Die Periode ist 27, wobei die reelle Zahl 7 = 3,14159... noch
zu definieren ist.

» Der Parameter ¢ [3Bt sich als Bogenlange des entsprechenden
Kreisbogens interpretieren (— Zeichnung).

» Insbesondere ist die Periode 27 genau die Bogenlange der
Einheitskreislinie S* = {z € C||z| = 1}.

» Demensprechend hat jede komplexe Zahl z € C* := C\ {0}
eine eindeutige Darstellung der Form

z=rexp(ip), wobei r>0 und ¢ €]0,2m).

» Man nennt r = |z| und ¢ die Polarkoordinaten von z
(— Zeichnung). Die reelle Zahl arg z := ¢ heiBt Argument
von z.
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Multiplikation in Polarkoordinaten

» Die Polarkoordinatendarstellung erleichtert die Multiplikation
komplexer Zahlen:

rexp(io)r exp(iy') = rr’ exp(i(¢ + ¢')).

Beispiel
Berechne z%0 fiir z = (1 + /).
» Die Polarkoordinaten von z sind r = v/2 und ¢ = T

» Also

220 = /2% exp(1207) = 21° exp(i5m) = 1024 exp(i) = —1024.

> Hierbei haben wir benutzt, dass cos 7 = sin 7} = % und
exp(im) = —1. Das folgt unmittelbar aus der (nur
mitgeteilten) geometrischen Interpretation am Kreis und wird
spater noch bewiesen.
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Weitere Konvergenzkriterien fiir Reihen

Satz
Die Glieder zy einer konvergenten Reihe > z bilden eine Nullfolge.

Beweis.

Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium gibt es zu jedem

e > 0ein N €N, so dass insbesondere |z,| = | >_}_, zx| < € fiir
alle n > N. OJ

Bemerkung

Das im Satz formulierte Konvergenzkriterium ist notwendig aber

nicht hinreichend. Beispielsweise ist die sogenannte harmonische

Reihe
1+1+1+
2 3

divergent (UA), obwohl die Folge (%) eine Nullfolge ist.

77 /379



Leibnizkriterium fur alternierende Reihen

Beispiel
» Die alternierende harmonische Reihe

11+11
2 3 4

konvergiert

» (und zwar gegen In 2, wie wir zu gegebener Zeit sehen
werden).

» Die Konvergenz ergibt sich aus dem Leibnizkriterium:

Satz
Sei ax >0 (k=0,1,2,...) eine monoton fallende Nullfolge. Dann
konvergiert die Reihe > 3% o(—1)kay.
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Leibnizkriterium fur alternierende Reihen

Beweis.

» Wir betrachten die Partialsummen s, = >°7_,(—1)*ax und
setzen X, := Spp Und yp 1= Sopt1.
» Die Folge (x,) ist monoton fallend, denn
Xp1 = Xn = @2n42 — a2n41 < 0.
» Die Folge (y,) ist monoton wachsend, denn
Yn+1 — ¥Yn = —a2p43 + a2n42 > 0.
» Desweiteren gilt yo < y, < x, < xp, denn
Yn — Xn = —a2n+1 <0.
> Also existieren x = limp_00 Xy und y = lim,_ o yp.
> Wegen limp_o0(Yn — Xn) = limp—oo(—a2n+1) =0, gilt x = y.

» Daraus folgt leicht lim,_, sp = limp_ 00 S2n = limp_ 0 Sont1-

(UA)
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Abzahlbare Mengen

Definition
Eine Menge A heiBt abzahlbar, wenn es eine surjektive Abbildung
¢ : N — A gibt.

Beispiele

» Jede endliche Menge A = {a1,a2,...,an} ist abzahlbar. Eine
Surjektion ¢ : N — A'ist (©(n))neny = (21,82, -+, an, an, - - -).

» Die Menge Z ist abzahlbar. Eine Bijektion ¢ : N — Z ist
(e(n)peny = (0,1,-1,2,-2,3,-3,...).

Satz
Die Vereinigung von abzahlbar vielen abzahlbaren Mengen ist
abzahlbar.

Beweis.
Das beweist man mit dem Cantorschen Diagonalverfahren
(— Zeichnung). O
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Abzahlbarkeit von QQ

Folgerung
Q ist abzihlbar.

Beweis.

Q=2zuU{g|lneZ}u{3lneZ}uU---. O
Folgerung

Q" = {x = (x1,x2, ..., Xn)|X1, X2, ..., xn € Q} ist abzahlbar fiir alle
neN.

Beweis durch Induktion nach n.

» Der Induktionsanfang ist die Abzahlbarkeit von Q.
» Aus der Abzihlbarkeit von Q" folgt die von Q"*!, denn

Q" = [J{txnIxe Q. O

y€eQ
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Uberabzihlbarkeit von R

Satz
Die reelle Zahlengerade ist nicht abzahlbar.

Beweis.
» Wir nehmen an, die reellen Zahlen seien abzahlbar, d.h.
R = {x1, x2, x3, ...} und leiten einen Widerspruch her.
» /1 sei ein Intervall der Lange 1 mit x; &€ /.

» Wir unterteilen /; in drei gleich groBe Intervalle und wahlen
eines der drei aus, das x» nicht enthalt, und nennen es b.

» Durch Fortsetzung dieses rekursiven Verfahrens erhalten wir
eine Intervallschachtelung durch Intervalle /, der Lange
1/3"1 mit x, & I,

> Sei x die eindeutig bestimmt reelle Zahl mit x € Npen/n. Es
folgt x # x, fir alle n € N, im Widerspruch zur Annahme.

O
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Approximation reeller Zahlen durch rationale Zahlen

Satz
Fiir jede reelle Zahl x gibt es eine monoton wachsenden (und

ebenso eine fallende) Folge rationaler Zahlen, die gegen x
konvergiert.

Beweis.

> Definiere x, := max{4|k € Z, k < 2"x}.

» Dann ist x, monoton wachsend und |x — x,| < 1/2" — 0.

» UA: Zeigen Sie, dass man die Folgen auch streng monoton
wahlen kann.
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Infimum und Supremum

Definition
Sei D C R.

» Eine Zahl s heiBt obere (bzw. untere) Schranke fiir D, falls
x <'s (bzw. s < x) fiir alle x € D.

Satz
» Sei ) # D C R nach oben beschrankt.

» Dann hat D ein Supremum, das heiBt eine kleinste obere
Schranke.

(Diese wird mit sup D bezeichnet.)

» Ebenso hat jede nach unten beschrankte nicht leere Teilmenge
D C R ein Infimum, eine gréBte untere Schranke inf D.
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Infimum und Supremum

Beweis.

» Wir beweisen z.B. die Existenz des Supremums.

» Dazu konstruieren wir rekursiv a, < b,, n=0,1,2,..., so
dass
(i) a, €D,
(ii) by is eine obere Schranke fiir D,
(”') ant1 Z dn,
(iv) bp+1 < b, und
(V) b, —a, < 2_n(b0 - ao).

» Induktionsanfang: Wir beginnen mit einem Element ap € D
und einer oberen Schranke by von D.

» Induktionsschritt: Ausgehend von
ap < bp,a1 < b1,...,a, < b, mit (i-v) konstruiren wir
ant1 < bpyr1.
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Infimum und Supremum

Weiter im Beweis:

> Sei m = %(an + bn).

» Wir setzen [apt1, bpy1] := [an, m], falls m eine obere Schranke
von D ist.

» Sonst gibt es d € D mit d > m und wir setzen dann
[ant1, bot1] == [d, bn] C [m, by).

» In beiden Fallen gilt a,+1 < bp+1 und die Eigenschaften (i-v)
sind erfuillt.

» Die monoton wachsende Folge (a,) ist durch by nach oben
beschrankt.

» Die monoton fallende Folge (b,) ist durch ag nach unten
beschrankt.

» Wegen (v) kénnen wir schlieBen, dass (a,) und (b,) gegen
denselben Grenzwert c¢ konvergieren.
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Infimum und Supremum

Weiter im Beweis:
Behauptung
c=supD.

Beweis.

» Wir zeigen zuerst, dass ¢ eine obere Schranke von D ist.

» Sonst gabe es a € D mit a > c.

» Wegen ¢ = lim,_, b, gabe es dann N € N, so dass a > b,
fur alle n > N.

» Das widerspricht der Tatsache, dass b, eine obere Schranke fiir
D ist. Also ist ¢ eine obere Schranke von D.

> Wir zeigen als Nachstes, dass ¢ die kleinste obere Schranke
von D ist.
» Sonst gabe es eine kleinere obere Schranke b < ¢ von D.
» Wegen ¢ =lim, . a, gabe es dann N € N, so dass b < a,
fur alle n > N.
» Das widerspricht der Tatsache, dass a, € D. Also ist ¢ die
kleinste obere Schranke von D. d
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Maximum und Minimum

Definition
» Sei D C R eine nach unten (bzw. oben) beschrankte Menge.

» Fallsinf D € D (bzw. sup D € D) so heiBt inf D (bzw. sup D)
das Minimum (bzw. Maximum) der Menge D.

» Wir schreiben dann auch min D bzw. max D statt inf D bzw.
sup D.

Notation
Falls @ # D C R nicht nach unten (bzw. nicht nach oben)
beschrankt ist, so setzen wir inf D := —oo (bzw. sup D := o).
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Stetigkeit

Definition

» Sei D C C und p € D. Eine Funktion f : D — C heiBt stetig
in p, wenn

lim f(z,) = f(p)
n—oo
fiir jede gegen p konvergierende Folge (z,) in D.

» f: D — C heiBt stetig, wenn f in allen Punkten p € D stetig
ist.
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Stetigkeit

Beispiele

Jede konstante Funktion ist stetig.
Die Funktionen z — z,Z,|z|,Re z,Im z sind stetig.

Die Summe f + g und das Produkt f - g in p € D stetiger

Funktionen f, g : D — C sind stetig in p.
% ist stetig in p € D, falls f : D — C* C C stetig in p ist.

Jede rationale Funktion

anz"+---+ap
bmz™ 4 -+ bg

f(z) =

ist stetig auf D := {z € C|bpz™ +---+ by # 0} C C.
Die Funktionen f, |f|,Re f,Im f sind stetig in p € D, wenn
f: D — C stetig in p ist.
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Stetigkeit der Exponentialfunktion

Satz
Die Exponentialfunktion exp : C — C ist stetig.

Beweis.

» Es genuigt zu zeigen, dass exp stetig in 0 ist. In der Tat:

» Sei (z,) eine konvergente Folge und p = lim,_,« z,. Dann
konvergiert exp(z,) = exp(z, — p) exp(p) gegen
exp(0) exp(p) = exp(p), falls exp stetig in O ist.

» Wir zeigen die Stetigkeit im Nullpunkt. Fir |z| < 1 gilt:

2 7 2| |27

z zZ
NMA4J=!+*+§+ A<+ S+ 5 +)

]z|(1+1+1|+ ) =|z|-(e—1)

3!

IN

» Also erfiillt jede Nullfolge z, ab einem gewissen Folgenglied
die Ungleichung |exp(z,) — 1| < |zp| - (e — 1), d.h.
lim, o0 exp(z,) = 1. O



Stetigkeit von Sinus und Cosinus

Folgerung

Die Funktionen sin,cos : R — R sind stetig.
Beweis.

> Aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt die Stetigkeit
der Funktionen R 3 x — exp(ix) und x — exp(—ix).

» Die Stetigkeit von Sinus und Cosinus folgt nun aus der

Darstellung
cos(x) = %(exp(ix) + exp(—ix))
sin(x) = %(exp(ix) — exp(—ix)).
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Hyperbolische Funktionen

Definition
Die durch

cosh(x) := %(exp(x)—kexp(—x))
sinh(x) — %(exp(x)—exp(—x))

definierten Funktionen sinh : R — R wund cosh : R — R heiBen
Sinus bzw. Cosinus hyperbolicus.

Folgerung
Die Funktionen sinh,cosh : R — R sind stetig.

Beweis.
Das folgt aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion. Ol
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Hyperbolische Funktionen

Einfache Ubungsaufgaben:
Fiir alle x € R gilt (cosh x)? — (sinhx)? =1,

» cosh(—x) = cosh x, sinh(—x) = —sinh x,
>
cosh(x +y) = coshxcoshy + sinhxsinhy,
sinh(x +y) = sinhxcoshy + cosh xsinhy (Additionstheoreme)
>
0o 2k 2 4
X X< x
coshx = Z(2k) _1+?+ﬂ+
o 2k+1 3 x5
hx - X x> X
s Z(2k+1) ST T

(mit absoluter Konvergenz).
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Verkettung stetiger Funktionen

Satz
Seif:D— Cstetiginpe DCC, f(D)CECCundg:E—C
stetig in f(p). Dann ist gof : D — C stetig in p.

Beweis.

» Sei z, € D mit lim,_ z, = p.
» Wir betrachten f(z,) € E. Wegen der Stetigkeit von f in p
folgt limp—oo f(2n) = f(p).

» Aus der Stetigkeit von g in f(p) folgt schlieBlich
lim,—oo g(f(2n)) = &(f(p)).
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Grenzwert einer Funktion

Notation

» Sei f : D — C eine Funktion.

» Wir schreiben
lim f(z) = q,

z—p

falls es

(i) erstens eine Folge z, € D gibt, die gegen p konvergiert und
(i) zweitens lim,_ f(z,) = q fiir jede solche Folge (z,) gilt.
(Wir setzen hier nicht voraus, dass p € D.)

» Mit dieser Notation gilt dann:

f iststetigin peD <« limf(z)="f(p).

z—p
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Zwischenwerteigenschaft stetiger Funktionen

» Im Folgenden sei a < b. Wir betrachten reellwertige stetige
Funktionen auf dem abgeschlossenen Intervall
[a, b] .= {x € R|]a < x < b}.
Satz (Nullstellensatz von Bolzano)
Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion, so dass f(a)f(b) < 0.
Dann existiert ¢ € [a, b] mit f(c) = 0.
Folgerung (Zwischenwertsatz)
Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion und d eine reelle Zahl
zwischen f(a) und f(b). Dann gibt es c € [a, b] mit f(c) =d.
Beweis
> Falls f(a) < d < f(b) oder f(b) < d < f(a), so erfiillt
g(x) := f(x) — d die Voraussetzungen des Nullstellensatzes.
» Daher existiert ¢ € [a, b] mit 0 = g(c) = f(c) — d und somit
f(c)=d. O
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Beweis des Nullstellensatzes

>

Durch Ersetzen von f durch —f, falls notwendig, konnen wir
(E annehmen, dass f(a) < f(b).
Wir konstruieren rekursiv Intervalle [ay, bp], so dass
(i) [an, bn] C [an—1, bn—1] fiir alle n € N,
(i) bp—ap=2""(b—a),
(iii) f(an) <0 und f(b,) > 0.

» Wir beginnen mit [ag, bo] := [a, b].

Seien [ao, bo), [a1, b1], - - -, [@n, bn] mit (i-iii) bereits
konstruiert. Wir konstruieren [a,41, bpy1].
Sei m= %(an + b,). Wir setzen:

[an,m], falls f(m)>0

n+1, bn =
(31, o] {[m,bn], falls  f(m) < 0.

Die Eigenschaften (i-iii) sind dann erfiillt.
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Weiter im Beweis:

» (an) ist monoton wachsend, (b,) fallend und beide Folgen

sind durch a nach unten und durch b nach oben beschrankt.

» Wegen (ii) kdnnen wir schlieBen, dass
lim,_oo an = limy_s by =: C.

» Die Stetigkeit von f ermoglicht den Grenziibergang in den
Ungleichungen f(a,) < 0 und f(b,) > 0 und liefert somit
f(c) =limp_oo f(an) = limp_o f(bp) = 0.
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Beispiel

» Die durch
0, falls x< V2
f(x):=
1, falls x> V2

definierte Funktion f : Q — R ist stetig,

> besitzt aber keine Fortsetzung zu einer stetigen Funktion
f:R — R. In der Tat:

» Fiir jede monoton wachsende rationale Folge (x,) mit
Grenzwert /2 gilt lim,_ o f(x,) = 0 und somit miisste
f(v2) = 0 gelten.

» Andererseits gilt fiir jede monoton fallende rationale Folge
(xn) mit Grenzwert /2 hingegen lim,_ f(x,) = 1 und somit
miisste £(1/2) = 1 gelten.
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Infimum und Supremum einer reellwertigen Funktion
Definition

» Sei f : D — R eine reellwertige Funktion auf einer Menge D
(z.B. D C C).
» f heiBt beschrankt, falls f(D) C R beschrankt ist.

(f heiBt nach unten (bzw. nach oben) beschrankt, falls f(D)
nach unten (bzw. nach oben) beschrankt ist.)

» Wir setzen

inff = inff(D) e RU{—o0}
supf = supf(D) e RU{oo}.

> Fallsinff € f(D) bzw. sup f € f(D), so schreibt man
stattdessen auch min f bzw. maxf.

» Man sagt dann, dass die Funktion ihr Minimum bzw.
Maximum annimmt.

101 /379



Stetige Funktionen auf beschrankten abgeschlossenen
Intervallen

Theorem
Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist beschrankt und nimmt ihr
Minimum und Maximum an,
d.h. es gibt Xmin und Xmax € [a, b] mit f(Xmin) = min f und
f(Xmax) = maxf.

Beweis

» Wir zeigen z.B. dass f nach oben beschrankt ist und ihr
Maximum annimmt.

1. Fall: Falls das Bild B := f([a, b]) = {f(x)|x € [a, b]} nach oben
beschrankt ist, so existiert eine Folge x, € [a, b], so dass
f(xn) € B gegen sup B = sup f konvergiert
(vgl. Existenzbeweis fiir das Supremum).

» Nach Bolzano-WeierstraB8 gibt es eine konvergente Teilfolge
(Xn, )ken. Wir setzen £ := limy_,o xn, € [a, b].
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Stetige Funktionen auf beschrankten abgeschlossenen
Intervallen

Weiter im Beweis:

> Stetigkeit liefert
f(0) = limg_oo F(xn,) = limp_o0 f(xn) = sup f, d.h. f nimmt
an der Stelle ¢ ihr Maximum an.

2. Fall: Falls B = f([a, b]) nach oben unbeschrankt ist, so existiert
eine Folge x,, € [a, b], so dass die Folge f(x,) € B monoton
wachsend und unbeschrankt ist.

» Nach Bolzano-WeierstraB gibt es eine konvergente Teilfolge
(Xn ) ken; £ = limg_ o0 Xn, € [a, b].

> Stetigkeit liefert nun f(¢) = limy_ o f(xs,). Das ist
unmoglich, denn jede Teilfolge einer monoton wachsenden
unbeschrankten Folge ist monoton wachsend und

unbeschrankt. O
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Stetige Funktionen auf beschrankten abgeschlossenen
Intervallen

Folgerung
Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion. Dann gilt
f([a, b]) = [min f, max f].

Beweis.
Das folgt aus dem vorherigen Satz und der
Zwischenwerteigenschaft. O
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Streng monotone Funktionen

Definition
Sei D C R.

» Eine Funktion f : D — R heiBt monoton wachsend (bzw.
streng monoton wachsend), falls

f(x) < f(X) (bzw. f(x) < f(x"))

fiir alle x,x' € D mit x < x'.

(Die Begriffe ‘monoton fallend’ und ‘streng monoton fallend’

werden analog definiert.)
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Umbkehrfunktionen streng monotoner Funktionen

Satz
Sei D C R.

> Jede streng monotone Funktion f : D — R besitzt eine
Umbkehrfunktion g : f(D) — D, d.h. eine Funktion so dass
g(f(x)) = x fiir alle x € D.

» Die Umkehrfunktion g ist wieder streng monoton, und zwar
wachsend, wenn f wachsend ist und fallend, wenn f fallend ist.
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Umbkehrfunktionen streng monotoner Funktionen

Beweis.
» Da f streng monoton ist, gibt es zu jedem y € f(D) genau
ein x € D mit f(x) = y. Wir definieren g(y) := x.
» Um zu zeigen, dass g streng monoton ist, nehmen wir z.B. an,
dass f streng monoton wachsend ist, d.h.

x < x' = f(x) < f(xX).

» Es gilt sogar x < x' <= f(x) < f(x), denn
x> x' = f(x) > f(xX).

» Die Substitution y = f(x) und y’ = f(x’) liefert

gly)<gly)=y<y.

» Also ist g streng monoton wachsend.

O
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Umbkehrfunktionen streng monotoner Funktionen

Bemerkungen:

(i) Fiir beliebige Funktionen f : D — R und g: f(D) — R
impliziert die Gleichung g(f(x)) = x fiir alle x € D die
Gleichung f(g(y)) = y fiir alle y € f(D).

» Um das einzusehen geniigt es y = f(x) zu setzen und f auf
die Gleichung g(y) = x anzuwenden.

(i) Wenn f : D — R eine Umkehrfunktion g : f(D) — D C R
besitzt, dann schreiben wir diese als g = 1

» Vorsicht: Verwechseln sie nicht f~1(x), x € f(D), mit dem

multiplikativen Inversen f(x)™! = ﬁ

(das im Ubrigen nur fiir (x) # 0 existiert).
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Umbkehrfunktionen stetiger streng monotoner Funktionen
Satz

Sei f : [a, b] — R eine stetige streng monoton wachsende
(bzw. streng monoton fallende) Funktion und

[c, d] := [f(a), (b)] (bzw. [c,d] := [f(b), f(a)])
Dann gilt f([a, b]) = [c, d] und die streng monotone
Umkehrfunktion f~1 : [c, d] — [a, b] ist stetig.

Beweis
» Wenn f z.B. monoton wachsend ist, dann gilt min f = f(a)
und max f = f(b).
» Wegen der Stetigkeit von f folgt daraus
f([a, b]) = [min f,max f] = [f(a), f(b)] = [c, d].
» Wenn f fallend ist, erhalten wir min f = f(b) und

max f = f(a) und somit
f([a, b]) = [min f,max f] = [f(b), f(a)] = [c, d].
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Weiter im Beweis:
» Wir missen noch die Stetigkeit der Umkehrfunktion
f~1:[c,d] — [a,b] zeigen.

> Sei y, € [c, d] eine konvergente Folge, y = lim,_.oc ¥n.
» Wir beweisen durch Widerspruch, dass die Folge
xp = f"1(yn) € [a, b] gegen x := f1(y) konvergiert.
» Wenn (x,) nicht gegen x konvergiert, so gibt es € > 0, so dass
fir alle N € N eine natiirliche Zahl n > N existiert mit
|xn — x| > €.
» Daher kann man eine Teilfolge (xp, )ken konstruieren mit
|xn, — x| > € fiir alle k.
» Da x,, € [a, b], konnen wir durch Ubergang zu einer Teilfolge
(E annehmen, dass (xp,) gegen x’ € [a, b] \ {x} konvergiert.
> Aus der Stetigkeit von f erhalten wir nun

k—o0
Yo = Flxn) "CF(K) A F(x) =y
(f str. mon.)
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Beispiel 1: Potenz- und Wurzelfunktionen

v

Sei k € N. Die Potenzfunktion x — f(x) = x* definiert eine
stetige und streng monoton wachsende Funktion
f:[0,00) — R.

Die Umkehrfunktion f=1: [0,00) — R, f~1(x) =: ¥/x =: Xk,

ist ebenfalls stetig und streng monoton wachsend.
Das folgt durch Anwendung des vorhergehenden Satzes auf
die Einschrénkung fljo , : [0,n] — [0,n*] C R, n=1,2,....

Fiir ungerades k ist die stetige Funktion x — x* streng
monoton wachsend auf ganz R, ebenso wie die
Umkehrfunktion f~1: R — R, f71(x) =: ¢/x = XK.
(— Zeichnung)
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Beispiel 2: Exponential- und Logarithmusfunktion

Satz

» Die reelle Exponentialfunktion exp : R — R ist stetig, streng
monoton wachsend und erfiillt exp(R) = R...

» Die Umkehrfunktion
In:=exp ! :Ry — R (natiirlicher Logarithmus)
> erfiillt die Gleichung
In(xx") = In(x) + In(x")

fiir alle x,x" € R.
» (— Zeichnung)
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Exponential- und Logarithmusfunktion

Beweis
» Die Stetigkeit der Exponentialfunktion haben wir bereits
bewiesen.
» Sei x > 0. Dann ist
2

exp(x):1+x+%+~-21>0.

» Daraus folgt exp(—x) = exp(x)~! > 0. Also exp(R) C R;.

» Wir zeigen als Nachstes, dass exp : R — R streng monoton
wachsend ist.

» Fiir x < x" haben wir exp(x’ — x) > 1 und somit:

exp(x’) = exp(x’ — x + x) = exp(x’ — x) exp(x) > exp(x).
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Exponential- und Logarithmusfunktion

Weiter im Beweis:

» Fiir alle n € N gilt

2

n
exp(n):l—i—n—i—a—i—---Zl—i—n

» und somit 1

14+n

exp(—n) = (expn)~! <

» Es folgt

R4 D exp(R) = U exp([—n, n]) D U [1_:|l_n,1 +n =R

neN neN

» und daher exp(R) = R;.
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Exponential- und Logarithmusfunktion

Weiter im Beweis:
» Wir haben gezeigt, dass exp : R — R stetig, streng monoton
wachsend und surjektiv ist.

» Daher existiert eine stetige, streng monoton wachsende
Umkehrfunktion In = exp™! : Ry — R,

» Es bleibt noch die Funktionalgleichung fiir den Logarithmus
zu beweisen.

» Seien x,x’ € Ry. Wir schreiben x = exp(y) und x’ = exp(y’),
wobei y = In(x), y' = In(x’) € R.
» Die Funktionalgleichung der Exponentialfkt. liefert dann

xx' = exp(y) exp(y’) = exp(y + y').

» Anwendung des Logarithmus ergibt:

In(xx") = In(exp(y +y')) =y + ¥ = In(x) + In(x").0
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Exponentialfunktion zur Basis a

Definition
Sei a > 0. Wir setzen

exp,(x) := exp(xIn(a)).

Bemerkung
Es gilt exp.(x) = exp(x), denn In(e) = Inexp(1) = 1.

116 /379



Exponentialfunktion zur Basis a

Satz

Die Funktion exp, : R — R ist stetig und erfiillt:

(i) exp,(x +y) = exp,(x)exp,(y) fir alle x,y € R,
(ii) exp,(n) = a", exp,(—n) = 2 fiir alle n € N und
(iii) exp,() = an = v/a fiir alle n € N.

Beweis.

> exp, ist als Verkettung g o f der stetigen Funktionen g = exp
und x — f(x) = xIn(a) stetig.

» (i-iii) sind einfache Folgerungen aus der Funktionalgleichung
der Exponentialfunktion (UA).

O
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Exponentialfunktion zur Basis a

» Wir haben festgestellt, dass exp,(n) = a” fiir alle n € N.

Definition

Fiir x € R setzen wir

a* 1= exp,(x).

» Dann gilt insbesondere e* = exp(x).
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Exponentialfunktion zur Basis a

Satz
Fiir alle a,b € R4, x,y € R gilt:

(i) &Y = a*a,

(i) (&%) = a7,
(iii) a*b* = (ab)*,
(iv) (B =a~.
Beweis.

(i) ist die Funktionalgleichung von exp,.
(i) (&%) = exp(y In(a¥)) = exp(y In(exp(x In a))) =
exp(yxIna) = a¥ = a¥.
(iii) a*b* = exp(xIna)exp(xInb) =exp(xIna+ xInb) =
exp(x(Ina+ In b)) = exp(x(In(ab)) = (ab)*.

v) A =(a 1)y = a
() By =@ = 0
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Exponentialfunktion zur Basis a

Satz
(i) Falls a > 1, so ist die Funktion exp, : R — R streng monoton
wachsend.
(i) Falls 0 < a < 1, so ist sie streng monoton fallend.
(i) In beiden Fillen gilt exp,(R) = R.

Beweis.

(i-ii) Es gilt In(a) > 0 fir a> 1 und In(a) < 0 fir 0 < a < 1, denn
» die Funktion In : Ry — R ist streng monoton wachsend und
In1 = Inexp(0) = 0.
» Entsprechend ist x — exp,(x) = exp(x In a) streng monoton
wachsend bzw. fallend.

(iii) DaIna # 0, haben wir exp,(R) = exp(R) = Ry.

120 /379



Logarithmus zur Basis a

Definition

Sei 0 < a # 1. Die Umkehrfunktion log, := exp; ! : Ry — R der
Exponentialunktion exp, : R — R zur Basis a heif3t
Logarithmusfunktion zur Basis a.

Satz
Es gilt
In

log, — —
? Ina

(insbesondere also log, = In).

Beweis.
Fir alle x € Ry gilt expa(m—:) = exp(I"Xna) = exp(lnx) =x. [

Ina
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Charakterisierung der Exponentialfunktionen
Theorem
» Sei f : R — R eine stetige Funktion, die nicht konstant gleich
Null ist und die Funktionalgleichung
(x) f(x+y)="~f(x)f(y) firalle x,yeR

erfiillt.
» Dann gilt f(1) =:a >0 und f = exp,.

Beweis.

> a=f1) 2 rld2 >0

» Es gilt a > 0, denn sonst ware
F(x) Y F(x — 1)F(1) = F(x — 1)a = 0 fiir alle x € R.
Das ist unmoglich, denn f ist nach Voraussetzung nicht die
Nullfunktion. Also ist a > 0.
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Charakterisierung der Exponentialfunktionen
Weiter im Beweis:
> Es ist zu zeigen, dass f(x) = a* fiir alle x € R.
» Wir iiberpriifen zuerst, dass f(0) = a° = 1:

a=f(1) = f(1+0) Y af(0) = £(0) = 1.

Fir n € N haben wir f(n) 2 f(1)---f(1) =a" und

aus 1 =1f(n—n) ) a"f(—n) folgt f(—n) =a".

v

v yvyy

Als Nachstes betrachten wir g € Q, wobei pe Z, g €N,
q=>2:

o)) e

q Faktoren

P

Diese Rechnung zeigt, dass f(g) = v/aP = aq.

v

Wir haben also bereits gezeigt, dass f(n) = a" fiir alle n € Z.
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Charakterisierung der Exponentialfunktionen

Weiter im Beweis:

» Wir haben gezeigt, dass f(x) = a* fiir alle x € Q.

» Sei nun x € R und x, € QQ eine Folge mit Grenzwert x.

» Aus der Stetigkeit von f und exp, folgt nun

f(x) = lim f(x,) = lim a* = a*.

Bemerkung/UA:

Es geniigt die Stetigkeit von f : R — R im Nullpunkt
vorauszusetzen.

124 /379



Uneigentliche Grenzwerte

Definition
> Sei (xn) eine Folge reeller Zahlen. Man schreibt
lim,_ o0 X, = +00, falls
(i) x, > 0 ab einem gewissen Folgenglied und
(i) limp oo 5= =0
Man schreibt lim,_~ x, = —o0, falls lim,_,oo(—x,) = +00.

Sei f : D — R eine Funktion, D C R und
p,{ € RU{—00,4+00}. Man schreibt lim,_., f(x) = ¢, falls es

(i) eine Folge x, € D gibt, mit lim,_, x, = p und
(ii) limp— oo f(xn) = £ fiir jede solche Folge.
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Uneigentliche Grenzwerte

Beispiele

> limy_ o € =0, limy_, o € = 400,

» limy_olnx = —00, limy_ 400 Inx = 400.
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Exponentielles Wachstum

Satz
Fiir alle k € N gilt
. expx
Ilm kK = +400.
x—4+00 X
Beweis.
Fir alle x > 0 gilt expx > (k+1), und somit
exp X X .
— +00.
xk = (k+1)!

» Die Exponentialfunktion wachst also schneller als jede
Potenzfunktion.
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Logarithmisches Wachstum

Satz
Fiir alle k € N gilt

Beweis.

X

> Fiir alle x > 1 gilt x = exp(ky), mit y = 2x > 0.

K .
» Also % = e);(';y und somit

>

Y expy _
lim

= m
x—+too Inx  y—too ky

» Der Logarithmus wachst also langsamer als jede
Wourzelfunktion.
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Die Zahl 7

Theorem
Die Cosinusfunktion hat im Intervall [0, 2] genau eine Nullstelle c.

Definition
= 2c.
Beweis.

» Wir wissen, dass die Cosinusfunktion stetig ist und dass
cos0=1>0.

» Wir zeigen, dass cos2 < 0. Die Existenz der Nullstelle ¢ folgt
dann aus dem Nullstellensatz von Bolzano.
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Weiter im Beweis:

» Die folgende Abschatzung gilt fiir |x| < 3:

cosx = 1——4+——--.

- 1 X2 X4 X6 X8
- \2r 4a) e o8)

2 2
< 1_X(1_X

» Alsocos2<1-2(1-3)=1-%=-1<0.

» Als Nachstes zeigen wir, dass die Cosinusfunktion auf dem
Intervall [0, 2] streng monoton fallend ist. Somit ist die
Nullstelle ¢ € (0, 2) eindeutig.
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Weiter im Beweis:

» Wir haben zu zeigen
0<x<y<2= cosx—cosy > 0.

» Wir schreiben x = a — 8 und y = a + 3, wobei
a =Y €(0,2) und B = ¥5* € (0,2].

» Dann folgt aus den Additionstheoremen:
cosx — cosy = cos(a — 3) — cos(ar + 3) = cos acos 3 +
sinasin 3 — (cosa.cos 3 — sinasin 3) = 2sin asin 3.

» Es geniigt daher zu zeigen, dass sin x > 0 fiir alle x € (0, 2].

» Das folgt aus:

. x3 x> X’
sinx = (x—3)!>—|—<5!—7!>+--.
X

g
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Trigonometrische Funktionen
Satz

exp(ig) =i

Beweis.

» Nach Definition von 7 gilt cos 7 = 0.
» Es folgt (sin3)?=1—(cos3)* =1

» und somit sin 7 = 1, denn sin > 0 auf (0, 2). O
Folgerung
) 3w . )
exp(im) = —1, exp(/7) = —i wund exp(i2m)=1.

Beweis.
Das folgt aus exp(in7) = (exp(i5))" = i" fir n=2,3 und 4. [
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Trigonometrische Funktionen

Folgerung

(i) exp(z + i2mw) = exp z fiir alle z € C,
ii) cos(x +2m) = cos x, sin(x + 27) = sin x,

(ul) cos(x + m) = —cos x, sin(x + m) = —sin x und
v) cos(x

+ %) = —sinx, sin(x + 5) = cos x fiir alle x € R.

Beweis.
exp(z +in%) = exp(z)i", n = 4,2, 1. O
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Trigonometrische Funktionen

Folgerung

Die Funktionen Sinus und Cosinus sind vollstandig durch die
Einschrankung cos |[og] bestimmt. (— Zeichnung)

Beweis.

> Wegen cos x = sin(x + 7) erhdlt man den Graphen der
Sinusfunktion durch Verschiebung des Graphen der
Cosinusfunktion um 7/2 nach rechts.

» Die Cosinusfunktion ist vollstandig durch die Einschrankung
cos |[p, z] bestimmt:

» Wegen (iii) geniigt es cos auf einem Intervall der Lange 7 zu
kennen, z.B. auf [-7, T].
» Wegen der Symmetrie cos(x) = cos(—x), geniigt [0, 7].
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Trigonometrische Funktionen

Folgerung

>

vV v. v Y

Die Funktionen sin, cos und R o x +— exp(ix) sind periodisch
mit Periode 2.

COSX:O(z)X:g—i—mr,nGZ.
sinx=0<«<= x=nm, neZ.
exp(ix) =1 <= x = n2m, n € Z.

Die Cosinusfunktion ist auf dem Intervall [0, 7| streng
monoton fallend.

Die Sinusfunktion ist auf dem Intervall [-7, 5] streng
monoton wachsend.

Die Tangensfunktion tan 1= Si“ * (definiert dort wo cos # 0) ist
auf dem Intervall (=75, 7%) streng monoton wachsend und

tan(—75,5) = R.
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Arcusfunktionen

Definition
» Die zugehorigen (streng montonen und stetigen)
Umbkehrfunktionen
> arccos 1= (cos |[o, ) [ 1,1] - R,
> arcsin := (sin|_z )" : [-1,1] — R und

» arctan := (tan |(,%,%)) ‘R—R

» heiBen Arcus-Cosinus, Arcus-Sinus und Arcus-Tangens.

(— Zeichnung)

136 /379



Differenzialrechnung

Differenzenquotient

Definition
» SeiDCR, f: D — R eine Funktion und x € D.
» Die auf D\ {x} definierte Funktion

O~ f(x)
£—x
heiBt Differenzenquotient von f an der Stelle x.
» FEin Punkt x € R heiBt Haufungspunkt von D,

» wenn es eine Folge x, € D\ {x} = {¢ € D|{ # x} gibt, die
gegen x konvergiert.
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Ableitung

Definition
SeiD CR, f: D— R eine Funktion und x € D ein
Haufungspunkt von D.

» Man sagt, dass f in x differenzierbar ist,

» wenn der Grenzwert

f'(x) := lim 7)((5) — )

{—x &—x
existiert.
» Der Grenzwert f'(x) heiBt Ableitung der Funktion f an der
Stelle x.

» Die Funktion f heiBt differenzierbar, wenn sie in allen Punkten
x € D differenzierbar ist.

» Die Funktion ' : x — f'(x) heiBt Ableitung von f.
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Differentialquotient und zeitliche Ableitung

Bemerkung
» Nach Leibniz (1646-1716) schreibt man auch

df
dx
statt f'.
» Nach Newton (1643-1727) schreibt man auch

f

statt £/, wenn f eine Funktion der Zeit ist. Die Zeitvariable
heiBt dann in der Regel t.
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Geometrische Interpretation

» Der Differenzenquotient

F(§) — f(x)
§—x
ist genau die Steigung der Geraden durch die Punkte (x, f(x))
und (&, f(€)). (— Zeichnung)
» Diese Gerade nennt man die Sekante (="die Schneidende").

» Wenn f in x differenzierbar ist, dann strebt die Sekante fur
& — x gegen eine Grenzgerade, die sogenannte Tangente:

» Die Tangente (="die Beriihrende”) an den Graphen von f im
Punkt p = (x, f(x)) ist die Gerade durch p mit Steigung
f'(x). (— Zeichnung)
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Kinematische Interpretation

» Sei /| C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion.

» Wir konnen t — f(t) als die Bewegung eines Punktes im
eindimensionalen Raum R auffassen.

» f'(t) ist dann die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t.

» Die Bewegung eines Punktes x(t) := (xy(t), x2(t), x3(t)) im
dreidimensionalen Raum R3 wird entsprechend durch drei
Funktionen x; : R — R, i = 1,2, 3, beschrieben.

» Die Geschwindigkeit v(t) zum Zeitpunkt ¢ hat
dementsprechend drei Komponenten:

v(t) == x(t) = (x1(t), %2(t), X3(t)).

» Nochmaliges Ableiten liefert die Beschleunigung
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Beispiele

(i) Fiir jede konstante Funktion f : R — R, f(x) = ¢, gilt

F(x) = g@xg_i = 0.

(ii) Fir jede lineare Funktion f : R — R, f(x) = cx, gilt

c — cx

f/(X):gliL“X £ x =c
(ii) Fiir f : R — R, f(x) = x2, gilt
f'(x) = lim &-x = lim (£ + x) = 2x.

E—x f — X £—x
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Weitere Beispiele
(iv) Fir f : R* > R, f(x) =1, gilt
1

1
£ % 1 1
f, :l 6 X:—l. _— = ——
(x) gqu £—x glnx Ex x2
(v) Es gilt exp’ = exp, denn mit h := £ — x haben wir
>
exp& —expx  exp(x+ h) —expx exph—1
= = expx———
§—x h h
» und limy_ % =1.
» In der Tat
eph—1 | _|5+5+ Al 1nP
h - h -2 3l
|h[?
<|h+ % +---=exp(lh)) =1 —=0 (h—0).

2!
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Weitere Beispiele
(vi) Es gilt sin’ = cos, denn
>
sin(x + h) —sinx
h

» wobei limy_o %

» Das folgt aus:

(vii) cos’ = —sin (UA).

=0 und limp_o =}

cosh—1 |h|  |h)3
- < 7_‘_7
h 2! 4!
snh | A
h 3! 5!

sin x cos h + cos x sin h — sin x

h
h—1

sinh

h Y

. Cos
Sin x

sinh

=1

|h[°

h
—

Il
3l se’ -1

+- < |h[+

|h[?
o<
- 2l

AI*

[hl _
a0 + <e 1.

+- +

144 /379



Die Betragsfunktion
Beispiel

» Die stetige Funktion f(x) := |x|, x € R, ist im Nullpunkt
nicht differenzierbar.
» Um das einzusehen, betrachten wir die beiden Nullfolgen
xt=+1
n

» Einerseits gilt

fixt) = f 1
jim )0 = i 2 =1
» und andererseits
f(xy)—f L
jim FOa) =0 _ no— 1.
n—oo Xn — 0 n—oo — =

» Also ist f in O nicht differenzierbar.
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Differenzierbare Funktionen sind stetig

Satz

» Seif: D — R inae D C R differenzierbar.

» Dann ist f in a stetig.

Beweis.
» Aus
lim 7f(x) — (@) = f'(a)
X—a X —a
» folgt
lim f(x) = f(a).

X—a
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Affine Approximation

Satz

> Seif: D — R eine in a € D C R differenzierbare Funktion.
» Wir betrachten die affine Funktion h: D — R,
h(x) := f(a) + f'(a)(x — a).
(Funktionen h: R — R von der Form h(x) = cx + d, wobei
c,d € R, heissen affin.)
» Es gilt
m f(x) — h(x)

xX—a X —a

=0.

Beweis.

f(x) = h(x) _ f(x)—f(a) _ f'(a) = 0 (x — a).

X —a X —a

O
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Umgekehrt gilt:
Satz

» Sei f : D — R eine Funktion und a€ D C R ein
Haufungspunkt von D.

» Desweiteren sei h: R — R eine affine Funktion, derart dass

(%) lim fe) =) g,

X—a X —a

» Dann ist f in a differenzierbar, f(a) = h(a) und f'(a) = H'(a).

Beweis.

> Aus (*) folgt f(a) = h(a) und somit h(x) = f(a) + c(x — a).
» Daraus folgt
0 = limy—y L0 — im,_, (P02 — ) = 71(a) - ¢,
d.h. f'(a) = c = W (a).
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Affine Approximation

Definition
» Seif: D — R in a€ D differenzierbar, D C R.
» Die affine Funktion h(x) = f(a) + f'(a)(x — a) heisst affine
Approximation von f in a.
(Manchmal spricht man auch von linearer Approximation.)
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Ableitungsregeln
Satz

» Die Funktionen f,g : D — R seien inae D C R
differenzierbar. Dann gilt:

(i) Die Funktion f + g : D — R ist in a differenzierbar und

(f+8)'(a) = f'(a) + &'(a).

(i) Die Funktion f - g : D — R ist in a differenzierbar und

(f8)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g’(a).

(iii) Wenn g(D) C R*, dann ist die Funktion é :D—Rina
differenzierbar und

L Fa)eg(a) - F(a)g'(a)
( > (3) O

g
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Ableitungsregeln

Beweis.

(i)

(F+g)a+h) — (F+8))
h
o= fla) st =8() iy iy

(fg)(a+ h) — (fg)(a)

f(a+ h)g(a+ h)—f(a)g(a+ h) N f(a)g(a+ h)—f(a)g(a)
h h
f(a+ h) — f(a)g
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Ableitungsregeln
Weiter im Beweis:
(iii) Wir betrachten zunachst den Spezialfall f = 1:

1 1
g@h) 2 _ &(a) —gla+h)
h

h e(a+ Me(a)

_ geih-g@ 1 g@

- h e he@ | gl "0
—~¢'(a) —1/g(a)?

> dh (1)(a) = _g';;g. Mit (ii) erhalten wir dann fiir
beliebiges f:

(e -
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Beispiele

» Eine einfache Induktion mit Hilfe der Produktregel (ii) ergibt

n—1

(x") = nx fur alle neN.

> Die Regel (1/g) = —g'/g? mit g(x) = x" liefert dann

—ny/ an_l —n—1 -
(x ") =- o = X (x#0) furalle neN.

» Die Quotientenregel liefert

,  sin’cos—sincos’  cos? 4+ sin? 1 )
tan’ = 5 = 5 = —— =1+tan".
cos cos cos
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Ableitung der Umkehrfunktion

Satz

» Sei f : [a, b] — R eine stetige streng monotone Funktion und
g =f"1:[c,d] — R sei die zugehorige Umkehrfunktion,
wobei [c, d] = f([a, b]).

» Wenn f in x € [a, b] differenzierbar ist und f'(x) # 0, dann ist
g iny = f(x) differenzierbar und

>

g'(y) = =
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Ableitung der Umkehrfunktion

Bemerkung

» Wenn im obigen Satz f Ulberall differenzierbar ist und
f'(x) # 0 fir alle x € [a, b],

> so erhalten wir fiir die Ableitung der Umkehrfunktion
g =f"1:[c,d] — R die Regel

, 1

g :flog'

» Mit der Leibnizschen Notation schreibt sich diese Regel
einpragsamer als:

dx 1
dy %’
wobei die Funktion % = Z—)’Z = ' an der Stelle x auszuwerten
ist und Z—; = Z—i an der Stelle y = f(x).
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Ableitung der Umkehrfunktion

Beweis.

> Sei y, € [c,d] \ {y} eine Folge, die gegen y konvergiert.

» Da g stetig ist, konvergiert die Folge
Xn = g(yn) € [a, b] \ {x} gegen x := g(y).
» Somit

im 8Un)—gly) o xa—x 1
n—oo Y —y n=oo f(xa) = f(x)  f/(x)’

» d.h. g'(y) = 1/f(x).
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Beispiele

0 1 1 1

exp'(inx)  exp(inx)  x (x> 0).

(ii) arcsin = (sin|_z =)~ : [-1,1] — R hat fiir x € (~1,1) die
Ableitung

In’(x) =

1 1 1
arcsin’(x) = = =

~ sin’(arcsinx)  cos(arcsinx) /1 — x2’
— ./ -2
denn cos = \/1 —sin“ auf [-7, 7].
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Beispiele

(iii) Ebenso hat arccos = (cos |jg 1)~ : [-1,1] — R fiir
x € (—1,1) die Ableitung

1
arccos’(x) = ————.
()=~
(iv)
1 1 1
arctan’(x) = =

tan’(arctanx) 1+ (tan(arctan x))? Tl x2

denn tan’ = 1 + tan?.
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Die Kettenregel

Satz

» Seif : D — R an der Stelle x € D C R differenzierbar,

» f(D) C ECR und

» g : E — R an der Stelle y := f(x) differenzierbar.

» Dannist gof : D — R an der Stelle x differenzierbar und

(g0 f)(x) =g (F())F ().
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Die Kettenregel
Beweis.

» Sei h: E — R die stetige Fortsetzung des
Differenzenquotienten von g in y = f(x), d.h.

g(m—&ly)
g'(y), falls n=y.

» Fir alle n € E gilt dann

g(n) —&ly) = h(n)(n - y).
» Daraus folgt (mit n = f(&)) fur alle £ € D\ {x}:

(g2 ~(2e) _

— h(f(x))f'(x) = g (F())F'(x) (€ — x).

() ") =)

§

(©)

g
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Beispiele

(i) Sei f: R — R differenzierbar, a, b € R und f:R—R
definiert durch f(x) := f(ax + b).
» Dann ist f differenzierbar und

f'(x) = af'(ax + b).

(ii) Sei f: Ry — R, f(x) = x®, wobei a € R.
» Dann ist

f'(x) = ax*1,

» denn aus f(x) = exp(aInx) folgt mit der Kettenregel

f'(x) = exp’(aIn x)(aIn x)" = exp(aIn x)g = ax®7L.

N’ X

X
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Lokale Extrema

Definition
» Sei f : D — R eine Funktion und z € D C C.

» Man sagt, dass f in z ein lokales Maximum (bzw. ein lokales
Minimum) annimmt, falls es ¢ > 0 gibt, derart dass

f(z) = £(C) (bzw. f(z) <£(C))

fiir alle ¢ € D mit |z — (| < e.

» Statt von (lokalen bzw. globalen) Minima und Maxima spricht
man auch von (lokalen bzw. globalen) Extrema.

» Man spricht von einem isolierten lokalen Extremum, falls
zusatzlich f(() # f(z) fir alle { € D\ {z} mit |z — (| < e.
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Lokale Extrema

Satz
» Die Funktion f : (a, b) — R sei an der Stelle x € (a, b)
differenzierbar und nehme dort ein lokales Extremum an.
» Dann gilt f'(x) = 0.

Beweis.

» Wir nehmen z.B. an, dass ein lokales Maximum vorliegt.
» Dann gibt es € > 0, so dass f(x) — (£) > 0 fiir alle £ mit
Ix —¢&| <e
» Somit
f'(x) = lim 77[(5) — ) >0
&/x  £—x

> und ebenso f'(x) = limg « (f) f(x) <0, dh. f'(x)=0.

O
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Beispiele

(i)

Die Funktion f : R — R, f(x) = (x + 2)(x + 1)x? (siehe
Zeichnung), ist nach oben unbeschrankt (sup f = +o0) und
hat daher kein (globales) Maximum.

Sie nimmt ihr (globales) Minimum min f an einer Stelle
ae(—2,-1) an.

Sie hat zwei weitere lokale Extrema: ein lokales Maximum an
einer Stelle b € (—1,0) und ein lokales Minimum bei 0.

UA: Berechnen Sie a, b und min f = f(a).

Die Funktion f : R — R, f(x) = x3, erfiillt f(0) = 0, hat

aber an der Stelle 0 kein lokales Extremum (siehe Zeichnung).

Die Funktion f : [-1,2] — R, f(x) = x2, nimmt an der Stelle
0 ihr Minimum min f = 0, an der Stelle 2 ihr Maximum
max f = 4 und an der Stelle —1 ein lokales Maximum an.
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Der Satz von Rolle

Satz
> Sei f : [a, b] — R (weiterhin a < b) eine stetige Funktion mit
f(a) = f(b).
> Falls f auf (a, b) differenzierbar ist, so existiert £ € (a, b) mit
f'(§) = 0 (— Zeichnung).

Beweis.

» Falls f konstant ist, so gilt f/ = 0 und der Satz ist erfiillt.
» Falls f nicht konstant ist, so existiert x € (a, b) mit
f(x) > f(a) = f(b) oder f(x) < f(a) = f(b).
> Im ersten Fall existiert £ € (a, b) mit f(£) = maxf, im
zweiten Fall £ € (a, b) mit f(£) = minf.
> In beiden Fallen ist f'(§) = 0.
L]

165 /379



Mittelwertsatz

Satz
Sei f : [a,b] — R (a < b) eine stetige, auf (a, b) differenzierbare
Funktion. Dann existiert £ € (a, b) mit

f(b) — f(a)

(6) = ——

(siehe Zeichnung).
Beweis.

» Wir betrachten die Hilfsfunktion g : [a, b] — R,

g(x) := f(x) — f(bg:";(a)(x —a).

> g erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle,
insbesondere g(a) = g(b) = f(a).

> Somit existiert £ € (a, b) mit 0 = g/(¢) = f/(¢) — {E)=1@)

b—a
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Folgerungen aus dem Mittelwertsatz

Der Schrankensatz

Folgerung

» Unter den Voraussetzungen des MWS gelte zusatzlich
(x) m<f (&) <M firalle &€ (a,b).
» Dann gilt

(x%) m(y —x) < f(y) — f(x) < M(y — x)

fiir alle x,y € [a, b] mit x < y.

Beweis.

» Flir x = y ist nichts zu zeigen. Fur x < y gibt es nach dem
MWS ein € € (x,y) mit £/(€) = {10,

y—x
» Multiplikation der Ungleichung (*) mit y — x > 0 ergibt dann

(**)_
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Folgerung
Sei f : [a, b] — R stetig, auf (a, b) differenzierbar und f'(x) = 0
fiir alle x € (a, b). Dann ist f konstant.

Beweis.
» Die Funktion erfiillt die Voraussetzungen des Schrankensatzes
mit m= M = 0.

» Also f(y) = f(x) fir alle x,y € [a, b] mit x <y, d.h.
f = const.

Bemerkung

» Dieser Satz ist sehr hilfreich beim Studium der Eindeutigkeit
von Losungen von Differentialgleichungen bei gegebenen
Anfangsbedingungen.

» Er besagt, dass die Dgl. f/ = 0 genau eine Losung mit der

Anfangsbedingung f(xp) = ¢ hat, namlich die konstante
Funktion f = c. (Hierbei ist xp € [a, b] und ¢ € R.)
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Charakterisierung der Exponentialfunktion durch eine Dgl.
Satz
» Seic € R und f : R — R eine Losung der Dgl.

(x) ' =cf.

» Dann gilt f(x) = f(0)e* (fiir alle x € R).

Beweis.

» Wir betrachten die differenzierbare Funktion g : R — R,
g(x) = f(x)e .
» Ableiten liefert:

(*)

g'(x)=f(x)e”™ — cf(x)e” = 0.

» Somit g = const = g(0) = f(0), d.h.
f(x) = g(x)e™ = f(0)e. O
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Monotonie und Ableitung

Satz
Sei f : [a, b] — R stetig und auf (a, b) differenzierbar.

(i) Falls f'(x) > 0 (bzw. f'(x) > 0) fiir alle x € (a, b), so ist f auf
[a, b] monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend).

(ii) Falls f'(x) <0 (bzw. f'(x) < 0) fiir alle x € (a, b), so ist f
auf [a, b] monoton fallend (bzw. streng monoton fallend).

(iii) Umgekehrt gilt f monoton wachsend (bzw. monoton fallend)
= f'(x) > 0 (bzw. f'(x) < 0) fiir alle x € (a, b).
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Monotonie und Ableitung

Beweis.

(i-ii)

(iii)

Wir betrachten z.B. den Fall ' > 0 auf (a, b) und zeigen,

dass f streng monoton wachsend ist.

Ware f nicht streng monoton wachsend, so gabe es
a<x<y<bmitf(x)>f(y).
Wg. des MWS gibt es dann £ € (x, y) mit
y — X
im Widerspruch zur Annahme ' > 0 auf (a, b).

Fur die Umkehrung nehmen wir z.B. an, dass f monoton
wachsend ist.

Dann gilt fiir alle x € (a, b):

f(x) = g@Xw > 0.0
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Monotonie und Ableitung

Bemerkung (zum vorhergehenden Satz)

» Aus dem streng monotonen Wachstum von f folgt nur ' > 0
und nicht die strikte Ungleichung.

» Beispielsweise ist die Funktion f(x) = x3 streng monoton
wachsend, aber f/(0) = 0.
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Monotonie und Ableitung
Folgerung

> Sei f : (a, b) — R differenzierbar, x € (a, b) und € > 0 derart,
dassa < x—e<x+e<b.

» Es gelte weiterhin
(1) () <0 (bzw. >0)
fiir alle £ mit x —e < £ < x und
(2) F(€)=0 (bzw. <0)

fir alle £ mit x < £ < x + .
» Dann hat f ein lokales Minimum (bzw. Maximum) an der
Stelle x.

» Ersetzt man die Ungleichungen (1) und (2) durch strikte
Ungleichungen, f'(§) < 0 (bzw. > 0) usw., so folgt, dass das
lokale Extremum isoliert ist.
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Monotonie und Ableitung

Beweis.

» Aus (1) und (2) folgt, dass f auf [x — €, x] monoton fallend

(bzw. wachsend) und auf [x, x + €] monoton wachsend (bzw.

fallend) ist.

» Also hat f an der Stelle x ein lokales Minimum (bzw.
Maximum).
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Hohere Ableitungen

» Eine differenzierbare Funktion f heiBt zweimal differenzierbar,
wenn f’ differenzierbar ist.

» Die Ableitung f” := (f")" von f’ heiBt zweite Ableitung von f.

> Allgemein definiert man rekursiv £(9) := f und fiir alle k € N
die k-te Ableitung f(¥) von f als

Fk) .— (f(kfl))”

falls F(k=1) existiert und differenzierbar ist. Man sagt dann,
dass f k-mal differenzierbar ist. Falls zusitzlich f(¥) stetig ist,
so heiBt f k-mal stetig differenzierbar.

» Bemerkung: Jede k-mal differenzierbare Funktion ist
(k-1)-mal stetig differenzierbar (k € N).

175 /379



Zweite Ableitung und Extrema
Satz

> Sei f : (a, b) — R zweimal differenzierbar und x € (a, b),
derart dass f'(x) = 0 und f"(x) > 0 (bzw. f"(x) < 0).

» Dann hat f ein isoliertes lokales Minimum (bzw. Maximum)
an der Stelle x.

Beweis.
» Wir betrachten z.B. den Fall f”(x) > 0.
> Wegen
- F(€) — (x)
0 < f’"(x) = lim —2——>~2
(x) = lim £ x

gibt es € > 0, so dass w > 0 fir alle & mit |[x — &| < e.
» Mit anderen Worten gilt also f'(£) < f'(x) = 0 fiir alle

e (x—ex)und f'(§) > f'(x) = 0 fiir alle € € (x,x + ¢€).
» — f hat an der Stelle x ein isol. lok. Min. (vgl. S. 171). O
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Beispiele

(i) Fiir f : R — R, f(x) = x?, gilt f/(0) = 0 und f”(0) =2 > 0.
Also hat f an der Stelle 0 ein isoliertes lokales Minimum. Das
ist auch das globale Minimum der Funktion.

(i) Die Funktion f : R — R, f(x) = x*, hat ebenfalls an der
Stelle 0 ihr (isoliertes) globales Minimum. In diesem Fall gilt
jedoch (0) = 0.
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Konvexitat

Definition

» Sei | C R ein Intervall. Eine Funktion f : | — R heiBt konvex,

wenn fir alle x1,xo € | mit x; < xp gilt
(%) f(x) <s(x) firalle x € (x1,x2),

> wobei 5(x) = f(x1)22== + f(xp) =L die Sekante durch

X2 —X1 X2 —X1

(x1,f(x1)) und (x2, f(x2)) ist.

Bemerkung

» Die Bedingung () IaBt sich folgendermaBen umformulieren

f((1—t)xi+tx) < (1—t)f(x1)+tf(x2) firalle te(0,1).

» Um das einzusehen genligt es t := % zu setzen. Daraus

folgt 1 —t = 2=* und (1 — t)x1 + tx2 = x.

X2 —X1
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Konvexitat

Satz
Sei f : | — R eine zweimal differenzierbare Funktion auf einem
Intervall | C R. f ist genau dann konvex, wenn f” > 0.

Beweis.

“=" Wir nehmen an, es gibe xg € | mit f”’(xp) < 0 und fiihren

diese Annahme zum Widerspruch.

> Sei g(x) = f(x0) + f'(x0)(x — xo) die affine Approximation
von f an der Stelle xp.

» Die Hilfsfunktion h := f — g nimmt an der Stelle xp ein
isoliertes lokales Maximum an, denn
H(x0) = f'(x0) — &' (x0) = f'(x0) — f'(x0) = 0 und
h//(Xg) = f"(Xo) — g”(Xg) = f"(Xo) —-0= f”(Xo) < 0.

» Also gibt es x1,xp € I, so dass x1 < xp < x2, f(x0) > f(x1)
und f(Xo) > f(X2).

» Daraus folgt f(xp) > (1 — t)f(x1) + tf(x) fiir alle t € (0, 1),
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Konvexitat

Weiter im Beweis:

“«<=" Wir zeigen nun umgekehrt, dass aus "’ > 0 die Konvexitat
von f folgt.

> Seien x1,x2 € I, x1 < xp, x = (1 — t)x1 + txo, t € (0,1).

» Wegen des Mittelwertsatzes gibt es £ € (x1, x) und
& € (x,x2), so dass

f(X) - f(Xl) _ f,(gl) < f/(€2) _ f(X2) - f(X)
X — X1 (f//>0) X2 — X
» Also X — X X - xt
f(x) < f(xl)x2 T + f(xz)X2 ol

» Das ist genau die Konvexitat von f.
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Integralrechnung

Treppenfunktionen

Im Folgenden sei immer a,b € R, a < b.

Definition

Eine Funktion ¢ : [a, b] — R heiBt Treppenfunktion, wenn es eine
Unterteilung Z - a = xp < x1 < - -+ < X, = b des Intervalls |a, b]
gibt, so dass  auf jedem der Teilintervalle (x;_1, x;) konstant ist,
i=1,2,...,n (— Zeichnung)

Ubungsaufgabe

Seien @, : [a, b] — R Treppenfunktionen. Dann sind ¢ + v und
o [a, b] — R Treppenfunktionen.
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Integral einer Treppenfunktion
Definition
» Sei ¢ : [a, b] — R eine Treppenfunktion und
Z:a=xp<x3<---<x,= Db eine Unterteilung des

Intervalls [a, b], so dass ¢|(x,_, x) = ci = const,
i=1,2,....n

» Man definiert dann

b n
/ o(x)dx = Z ci(xi — xj—1)-

i=1

Ubungsaufgabe

Uberlegen Sie sich, dass diese Definition nicht von der Wahl der
Unterteilung abhangt und dass fiir alle ¢ € (a, b)

/a ’ () = / " o(x)dx + / ().



Geometrische Interpretation

v

Sei F das zwischen der x-Achse und dem Graphen der
Funktion ¢ liegende Gebiet.

v

F ist eine endliche Vereinigung von Rechtecken (—
Zeichnung). Sei A(F) der Flacheninhalt von F.

» Wenn ¢ >0, smstf x)dx = A(F) > 0.
» Wenn ¢ <0, smstf x)dx = —A(F) <0.
» D.h. die Flache oberhalb der x-Achse tragt positiv, die

unterhalb der x-Achse negativ zum Integral bei.
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Linearitat und Monotonie des Integrals von
Treppenfunktionen

Satz
> ©,7: [a, b] — R seien Treppenfunktionen und X € R.
() J; (e +w)(x )dX—f ()b + [ (x)dx.
(i) [2(A0)(x)dx = Af x)dx.
(i) ¢ < d):>f dx<f dx.
Beweis.

> Seia=x9g<x3 << x,= Db eine Unterteilung, so dass
SD|(X,‘,1,X,‘) = Ci Und /IJZ)|(X,',1,X,') = dl

() J (e +v)(x)dx = Sy (G + di) (x5 — xi1)
= Z, 1 ci(xi — Xio 1) + >0 dilxi — xi-1)
= f dx+f x)dx.
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Linearitat und Monotonie des Integrals von
Treppenfunktionen

Weiter im Beweis:

(i) J7O@)(x)dx = Sy (i) (x = xim1) = A Sy 66 — xi-1)
= )\fab o(x)dx.
(i) o <= ¢ < dfiralle i € {1,2,...,n}.

= [To(x)dx = 7 ci(xi — xi—1) < 20, di(xi — xi—1) =

fab P(x)dx. O
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Ober- und Unterintegral
Definition
» Sei f : [a, b] — R eine beschrankte Funktion.

» Das Oberintegral von f ist die Zahl

/:bf(x)dx = inf {/abgo(x)dx

» Das Unterintegral von f ist die Zahl
b b
/ f(x)dx :=sup {/ o(x)dx
*a a

Bemerku ngen/Ubu ngsaufgaben

@ Treppenfkt. mit ¢ > f}.

@ Treppenfkt. mit ¢ < f}.

> fbf dx<f*bf
> f x)dx = f o(x)dx = f ©(x)dx fiir jede Treppenfkt.
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Ober- und Unterintegral

Beispiel
» Sei f :[0,1] — R definiert durch

F(x) = {1, wenn x € Q

0, sonst.

» Dann gilt

a

b *b
/f(x)dx:O und / f(x)dx = 1.
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Eigenschaften des Ober- und Unterintegrals
Satz

» f,g :[a.b] — R seien beschrankte Funktionen. Dann gilt:
0O [F+e)<["f+["e

(i) [*(Af) =X ["f fiir alle A >0,

(i) [[(F+g)>[.f+ [ &

(iv) [.(AF) —)\fffura//e)\>0

(v) [*(AF)=A[.f und [.(AF) =X [*F fiir alle X < 0.

(H/erbel ist [*f = f;bf (x)dx, usw.)

Beweis.
» Fiir jede Teilmenge D C R gilt sup D = —inf(—D), wobei
—D = {—x|x € D}.
> Insbesondere gilt [ f=— ["(—f).
» (iii-v) folgt damit aus (i-ii).
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Eigenschaften des Ober- und Unterintegrals

Weiter im Beweis:

(i) Wir zeigen [*(f+g)< ["f+ [Tg:
f*(f+g) = inf{[&]¢ > f + g Treppenfkt.}
<inf{[ &€ =p+ 1,0 >, > g Treppentktn.}
=inf{[ o+ [|p > f,¢) > g Treppenfktn.}
= inf{[ | > f Treppenfkt.} + inf{ [ ¢[¢) > g Treppenfkt.}
=["f+ ["g
(i) Wir zeigen [T(Af) =X [*f fir A > 0:
[*(Af) = inf{[ p|l¢ > Af Treppenfkt.}
= inf{[ |1y > f Treppenfkt.}
= inf{\ [¢Y|¢p > f Treppenfkt.}

= Xinf{[¢[s) > f Treppenfkt.} = X [* f. O
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Integrierbare Funktionen

Definition

» Eine beschrankte Funktion f : [a, b] — R heiBt integrierbar
(genauer: Riemann-integrierbar), wenn

/a *bf(x)dx - / bf(x)dx.

» Man definiert dann das Integral von f als

/abf(x)dx = /:bf(x)dx:Ljf(x)dx.
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Linearitat und Monotonie des Integrals

Satz

» f,g:[a, b] — R seien integrierbar und A € R. Dann sind
f + g und \f integrierbar und es gilt:

() J7(F +8)(x)dx = [ F(x)dx + [ g(x)dx,
(i) [POF)(x)dx = A [ F(x)dx und
(i) F<g= fab f(x)dx < fabg(x)dx.
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Linearitat und Monotonie des Integrals

Beweis.

) [[(F+e)< ["f+[g=[f+[g=[F+[¢g<
J(f+g8) < ["(f+g)
= [(f+e)=[(f+e)=[f+]e
(i) Fir A> 0 gilt [*OF)=A[*F=A[Ff=\[f=[ ().
> Fir A< 0gilt [*\)=A[F=A[F=\["F=[(\).
> In beiden Félllen ist also Af integrierbar und [(Af) =X [ f.
(i) f<g= [f=[ f=sup{[ | <f Treppenfkt.}
< sup{[ ¢|p < g Treppentkt.} = [, g = [ g.
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Bemerku ngen/Ubungsa ufgaben:

(i)

Sei a< b< c. Dannist f : [a,c] — R integrierbar, genau
dann wenn f|(, ;) und f|f, o) integrierbar sind.

c b c
[r=[re [
a a b

Wir setzen f;: —fb und f;:O.

a

Positiv- und Negativteil fy. : [a, b] — Ry U {0} einer Fkt.

Es gilt dann

f : [a, b] — R sind definiert als f} (x) := max{f(x),0} bzw.

f_(x) := —min{f(x),0}, x € [a, b].
Es gilt: f integrierbar <= f; und f_ integrierbar = |f]|
integrierbar.

Aus der Monotonie des Integrals folgt

b b
[
a a

fuir jede integrierbare Funktion f.
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Integrierbarkeit stetiger Funktionen

Theorem
Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar.

Beweis.

» Es genligt zu zeigen, dass es fiir alle € > 0 Treppenfunktionen
o, :[a,b] > Rgibtmit o <f <t und [¢p— [p<e.
» Dazu benutzen wir folgenden Hilfssatz:

Lemma

» Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist gleichmaBig stetig,
d.h.

> Fiir alle e > 0 existiert 6 > 0, so dass fiir alle x,y € [a, b]:

Ix —y| <0 = |f(x) = f(y)| <e
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Beweis des Lemmas
» Wir nehmen an, f sei nicht gleichmaBig stetig und fiihren das
zum Widerspruch.
» Wir nehmen also an, es gibt € > 0 und Folgen xp, y, € [a, b]
mit 1
|xn — yn| < . und |f(xn) — f(yn)| > €.
» Nach Bolzano-WeierstraB existiert eine Teilfolge (xp, )ken, die
gegen { € [a, b] konvergiert.
> Wegen limp_.oo |Xn — ¥n| = 0 gilt auch limy_,o0 yn, = ¢.
» Die Stetigkeit von f liefert dann
lim f(xn)=f(¢)= lim f(yn,),
k—o00

k—o0

» im Widerspruch zu |f(x,) — f(yn)| > € fiir alle n € N. O
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Beweis des Theorems

» Wir betrachten die aquidistante Unterteilung
_ (b—a) .
xi=a+i—=>, 1=01,....n

> und setzen ¢; := min f|;, | 1 und d; == max fly, | -

» Nach dem Lemma gibt es N € N, so dass

d,~—c,'<bL fur alle n> N.

» Wir definieren
Ol iy =6 und Pl yi=di, i=1,...,n
und (b) := 1(b) := f(b).

» Offenbar gilt dann ¢ < f <1 und

b b n .
/ P(x)dx — / o(x)dx = Z (di — c,-)b - 2 < e

=l e/(b-a)
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Ubungsaufgabe
Jede monotone Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar.
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Riemannsche Summen

Definition

» Seif :[a,b] — R eine Funktion, a=xp < x1 < -+-<x,=>b
eine Unterteilung des Intervalls [a, b] und &; € [xi—1, xi].

» Die zugehdrige Riemannsche Summe ist die Zahl

> F(E)(xi — xio1)-
i=1
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Approximation des Integrals durch Riemannsche Summen

Satz

> Flir jede stetige Funktion f : [a, b] — R approximiert die
Riemannsche Summe in folgendem Sinne das Integral:

> Fiir alle ¢ > 0 gibt es § > 0, so dass

/ dx—Zfﬁ, Xi—xji—1)| < e

fiir jede Riemannsche Summe mit max (xi — xi—1) < 9.
<i<n

Bemerkung

Der Satz gilt sogar fiir beliebige (Riemann-) integrierbare
Funktionen f : [a, b] — R, vgl. Forster.
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Approximation des Integrals durch Riemannsche Summen
Beweis.

» Wegen der (gleichmaBigen) Stetigkeit von f : [a, b] — R gibt
es d >0, sodass [x —y| <6 = |f(x) — f(y)| <e€/(b— a).
» Insbesondere folgt aus 1max (xi — xj—1) < ¢:
|f(x) — f(&)| < €/(b— a) fir alle x € [xj_1, Xi].
» Damit erhalten wir

b n
[ e = > )06~ xi-0)
a i=1

) — f(&))dx

Xll

<Z/ —f£,|dx<2 Xi — Xi_1) —e.
X:l

—a
<e/(b—a)

O
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Fundamentalsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Im Folgenden sei / C R immer ein Intervall.

Definition

Sei f : | — R eine Funktion. Eine Stammfunktion von f ist eine
differenzierbare Funktion F : | — R, so dass

F=f.

Theorem

» Sei f : | — R eine stetige Funktion und xo € I.
» Die durch

X
Flx) = / F(t)dt
X0
definierte Funktion F : | — R st eine Stammfunktion von f.
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Beweis des Fundamentalsatzes
Wir benutzen folgendes Lemma:

Lemma (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion. Dann existiert £ € [a, b],
so dass

b
/ f(x)dx = f(&)(b— a).

Beweis.
» Aus minf < f < maxf folgt wg. der Monotonie des Integrals

(b—a)minf < /bf(x)dxg (b —a)maxf.

» Der Zwischenwertsatz liefert dann die Existenz von ¢ € [a, b]
mit £(& f f(x)dx/(b— a).

O
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Beweis des Fundamentalsatzes

» Sei 0 # h € R derart, dass x, x+ h € I. Dank des Lemmas gilt

x+h
/ f(t)dt = f(&)h,

wobei £ € [x,x + h], falls h > 0 und £ € [x + h,x], falls h < 0.
» Damit erhalten wir

F(x+h) — F(x) SN F(e)de — [X F(t)dt
h h
x+h
L MO _ )~ r) (h—0)

d.h. F/(x) = f(x). O
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Fundamentalsatz der Differenzial- und Integralrechnung
Folgerung

» Sei f : | — R eine stetige Funktion und F eine
Stammfunktion von f.

» Dann gilt fiir alle a, b € I:

/ ’ f(x)dx = F(b) — F(a).

Beweis.

» Aus

(F(x) — / T F(t)dt) = F'(x) — F(x) = 0

folgt F(x) = [ f(t)dt + const und somit F(b) — F(a) =
b a b
[ f(t)dt + const — ([2 f(t)dt + const) = [ f(t)dt. O
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Notation

F|5:= F(b) — F(a).

a
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Theorem (Substitutionsregel)

» Sei f : | — R eine stetige Funktion und ¢ : [a, b] — R eine
stetig differenzierbare Funktion mit ¢([a, b]) C /. Dann gilt

>

Beweis.

» Sei F: |/ — R eine Stammfunktion von f.
» Nach der Kettenregel gilt fiir alle t € [a, b]

(Fop)(t) = F'(e()#'(t) = Fe()#'(1)-

> Somit [ (io(t) ) (t)dt = [J(Fop)(t)dt = Foplb =
w(b) fso(b
@(a) ©(a)

0
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Integration durch Substitution

Beispiel

>

2 4
2t dX 4
———dt = = 1
/o 2+1  (x=12) /0 x+1 n(x+ 1l

= INn5—1Inl=1Inb

» Hier ist f(x) = —1 und ¢(t) = t2.
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Partielle Integration
Theorem

» f,g:[a,b] — R seien stetig differenzierbar.
» Dann gilt

b b
/ F(x)g(x)dx = fel? — / F(x)g'(x)dx.

Beweis.

» Das folgt aus der Produktregel (fg)' = f'g + fg’ durch
Integration:

b b
fg|§:/ f’(X)g(X)dX+/ f(x)g'(x)dx.
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Partielle Integration

Beispiel

>

b b
/ Inxdx = / 1-Inxdx
a a

b
1
= X|I‘1X’§—/ x- —dx = x(Inx —1)|5
a \,5
=1

» Hier ist f(x) = x und g(x) = Inx.
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Vektorraume

Definition
» Sei K ein Kérper, z.B. K = Q, R oder C.

» Ein Vektorraum iiber K ist eine Menge V auf der zwei
Verkniipfungen gegeben sind,

» die Addition
+:VxV-=V, (vyw)—v+4+w
» und die skalare Multiplikation
Kx V-V, (Av)—Av(=Av),

so dass

210/379



1) (V,+) eine kommutative Gruppe ist, d.h. es gilt:

(i) v+w=w+ v fir alle v,w € V (Kommutativgesetz),

(i) (u+v)+w=u+(v+w)firalle u,v,we V
(Assoziativgesetz),

(iii) es gibt 0 € V/, so dass v + 0 = v fiir alle v und

(iv) zu jedem v € V existiert —v, so dass v + (—v) = 0.
(Wie im Fall von (R, +) zeigt man, dass die Eindeutigkeit des
neutralen Elements 0 und des additiven Inversen —v von v.)

2) Firalle \,p €K, v,w € V gilt:
() Ap)-v=A(u-v),

(i) 1-v=y,

(i) A+p)-v=A-v+p-v,

(iv) A-(v+w)=A-v+A-w.
Definition

Die Elemente von K heiBBen Skalare, die von V' Vektoren.
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Beispiele von Vektorraumen

1) Der kartesische Raum

» K" = {(Xl,... ,Xn)|X1,...,Xn € K}
» mit der Addition

(xtyeeosxn)+ Oy ¥n) = a+ Y1,y Xn+ Yn)
» und der skalaren Multiplikation
A (X1, ey Xn) = (Ax1, ..o, Axp)

ist ein Vektorraum uber K.

» Das neutrale Element 0 der kommutativen Gruppe (K", +) ist
der Vektor (0,...,0) und das additive Inverse —(x1,..., Xn)
des Vektors (xi,...,Xp) ist (—x1,..., —Xp).
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Beispiele von Vektorraumen

2) Funktionenraume

> Sei X eine Menge und F(X,K) die Menge der Funktionen
f:X—-K

» F(X,K) ist mit der iiblichen, punktweise definierten, Addition
und skalaren Multiplikation

(f+e)lx) = f(x)+&(x)
(Af)(x) = M(x) (f,g€ F(X,K), XeK, xeX)

ein Vektorraum tber K.

Ubungsaufgabe

» Sei V ein Vektorraum uber K. Fiir alle v € V, A € K gilt
(i) Av=0<= A=0oder v=0,
(i) —v=1(-1)-v.
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Unterraume
Definition

» Ein Unterraum (genauer: ein Untervektorraum) eines
Vektorraumes V ist eine nicht leere Teilmenge U C V/, so dass

(i) v+w e U fiir alle v,w € U und
(i) Ave U firalle N e K,v € U.

Bemerkung
Wegen (i) und (ii) induzieren die Addition und die skalare
Multiplikation in V' eine Addition

+:UxU—-U
und eine skalare Multiplikation
o KxU— U,

die U zu einem Vektorraum machen.
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Beispiele von Unterraumen

Sei V ein Vektorraum.
{0} und V sind Untervektorrdume von V.

Fiir jeden Vektor v € V ist Kv = {Av|\ € K} C V der
kleinste Unterraum, der v enthalt.

Wenn v # 0, so ist Kv # {0} und heiBt die von v erzeugte
(lineare) Gerade.

Fiir jedes Paar von Vektoren v, w ist
Kv +Kw = {Av+pwlX\,p e K} C V
der kleinste Unterraum, der v und w enthalt.

Wenn v # 0 und w ¢ Kv, so heit Kv + Kw 2 Kv 2 {0} die

von v und w erzeugte (lineare) Ebene.

Die (affine) Gerade w + Kv ist dann kein Unterraum des
Vektorraums V.
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Beispiele von Unterraumen

4) Sei I C R ein Intervall und k € N. Die Folgenden Mengen
sind Unterrdume von F(/,R):

CK(I,R) := {f:1—R|f k-mal stetig differenzierbar}
C Diff(I,R) :={f : 1 — R|f differenzierbar}
Cc C(L,R):={f:1—-R|f stetig}

5) Sei V ein Vektorraum und U; C V durch j € J indizierte
Unterraume, wobei J eine beliebige Menge ist.

» Dann ist der Durchschnitt U = Njc;U; C V ein Unterraum
(UA).

» Beispielsweise ist
C®(I,R) := NkenC*(1, R)

ein Unterraum. Die Funktionen in C°°(/,R) heiBen unendlich
oft differenzierbar.
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Beispiele von Unterraumen

6) Ein Polynom in der Variablen x mit Koeffizienten in einem
Korper K ist ein Ausdruck der Form

ao+31X+a2X2+'~-+3an,

wobei ag,...,a, € Kund n € NU{0}.
> Die Menge aller solchen Polynome wird mit K[x] bezeichnet
und bildet in offensichtlicher Weise (UA) einen Vektorraum.
» Jedes Polynom ag + ajx + - - - 4+ apx" € K[x] definiert eine
Funktion

P:K—K, A—PA)=ao+aA+ -+ a\".

Solche Funktionen P heiBen polynomial.

» Wenn K unendlich ist, so ist diese Zuordnung
ao + - + anx" — P injektiv (UA) und K[x] wird auf diese
Weise zu einem Unterraum K[x] C F(K,K). Z.B. haben wir
die Inklusion R[x] € C*(R,R) C F(R,R).
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Lineare Unabhangigkeit

Definition

(i) Sei V ein Vektorraum und vi,...,v, € V eine endliche
Familie von Vektoren.

» Man sagt, dass v € V eine Linearkombination der Vektoren

Vi,...,V, ist, wenn es \; € K gibt, so dass
r
vV = E )\,'V,'.
i=1
» Die Vektoren vi,...,v, heiBBen linear unabhangig, wenn

S A= 0= A== A, =0,
i=1
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Lineare Unabhangigkeit

(i) Sei nun (vj)jey eine durch eine unendliche Menge J indizierte
Familie von Vektoren v; € V.

» Man sagt, dass v € V eine Linearkombination der Vektoren
(vj)jey ist, wenn es eine endliche Teilmenge Jo C J gibt, so
dass v eine Linearkombination der (v;)jcy, ist.

> Die Vektoren (v;);jcs heiBen linear unabhangig, wenn die

Vektoren (vj)jey, fiir jede endliche Teilmenge Jo C J linear
unabhangig sind.
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Lineare Unabhangigkeit

Beispiele
1) Wir setzen

e :=(0,...,0,1,0,...,0) € K".

(i-te Stelle)
» Die Vektoren (ey,...,e,) sind linear unabhangig. In der Tat:
n
0=> Nei=(A\,...., ) = A=+ =X, =0.
i=1

2) Die Monome (1,x,x2,x3,...) sind linear unabhingig in K[x].
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Lineare Hulle

Definition
> Sei V ein Vektorraum und (v;);jcs eine Familie von Vektoren.

» Die Lineare Hiille der (v;)jey ist der Unterraum

span{vj|j € J} := {v|v ist eine Linearkombination der (v;)jc}.
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Satz

>

>

Die Vektoren v; € V, j € J, seien linear unabhangig.

Dann hat jeder Vektor v € span{v;|j € J} eine eindeutige
Darstellung
v=> XNy, XeK,
Jjed
wobei \; = 0 fiir fast alle j € J, d.h. fiir alle bis auf endlich
viele j € J.

Beweis.

>

>

Nach Definition der linearen Hiille gibt es eine endliche
Teilmenge Jo C J und eine Darstellung

v = Z Ajv;.
J€Jo

Sei v = ZJ-EJ{) Ajvj eine weitere solche Darstellung mit
endlichem Jj C J.
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Weiter im Beweis:

» Dann gilt
JE— e . . , .
0 = vv=Y - Yy
Jj€Jd Jjed
/ /
= NN+ DY Y= Y Ny
jEJoﬁJé jEJo\JoﬂJé jEJé\JoﬂJ(’)

» Wegen der linearen Unabhangigkeit der v;, j € J, und der
Endlichkeit der Menge Jy U Jj folgt

)\j—)\j- = 0, wenn j€ N
Ai = 0, wenn je€\hNJ
A, = 0, wenn jeJy\JonNJp

» Also stimmen die beiden Darstellungen
V= zjeJo Ajvj = Zje_/oﬂJé Ajvj und
_ Iy — Ty i ;
V= ZjeJ(’J Ajvj = ZjeJoﬂJ(’) Ajvj lberein.
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Erzeugendensysteme, Basen
Definition

> Sei V ein Vektorraum. Eine Familie von Vektoren (v;)jc
heiBt Erzeugendensystem von V/, falls V = span{v;|j € J}.

» FEine Basis von V ist ein linear unabhangiges

Erzeugendensystem.
Beispiele
1) (e1,...,en) ist eine Basis von K", die so genannte

kanonische Basis.

2) (1,x,x2,...) ist eine Basis von K[x].

3) (e1,e2, €1 + e,2e;) ist ein Erzeugendensytem von K2, aus
dem wir folgende Basen auswahlen konnen: (eq, e2),
(e1,e1 + e) und (e2,61 + &). Fallsin K 0#2(:=1+1)
gilt, so sind (e2,2e1) und (e + e2,2e;) ebenfalls Basen.
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Charakterisierung von Basen
Satz

> Sei V # 0 ein VR. Eine Familie (v;)je; von Vektoren von V
ist genau dann eine Basis, wenn sie eine der folgenden
Bedingungen erfiillt.

(i) (vj)jey ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. Jo = J ist
die einzige Teilmenge von J, fiir die (vj)jcy, ein
Erzeugendensystem ist.

(i) (vj)jey ist eine maximale linear unabhangige Familie, d.h.
Jo = J ist die einzige Obermenge Jy O J, fiir die (v})je s,
linear unabhangig ist.

(iii) Jeder Vektor v € V besitzt genau eine Darstellung
V= A
Jjed

wobei \; = 0 fiir fast alle j € J.
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Beweis.

>

0= 1iii

i =i

Sei (0) die Aussage, dass (vj)jcy eine Basis bildet. Wir zeigen
(0) = (iiil) = (i) = (ii) = (0).

Wir wissen bereits, dass jeder Vektor aus span{v;|j € J} eine
eindeutige Darstellung als (endliche) Linearkombination der
linear unabhangigen Vektoren (vj);c, hat. Da (vj)jcy ein
Erzeugendensystem ist, gilt das fiir jeden Vektor aus

V = span{vj|j € J}.

Aus (iii) folgt offensichtlich, dass (v;);cy ein
Erzeugendensystem ist.

Um die Minimalitat zu zeigen, nehmen wir an, dass (v});c .
Jo C J, ein Erzeugendensystem ist.

Dann hat jeder der Vektoren v;, i € J, eine Darstellung
(*) vi = >_jc s Aivj- Nach (iii) ist das die eindeutige
Darstellung als Linearkombination der (v;);e .

Daraus folgt i € Jp, denn sonst waren v; = v; und (*) zwei

verschiedene Darstellungen. Also J = Jp.
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Weiter im Beweis

==

Wir zeigen zuerst, dass aus (i) die lineare Unabhangigkeit von
(vj)jey folgt.

> Sei > i AV =0, wobei Jop C J endlich ist.

Wenn fiir ein jo € Jo  Aj, # 0 ware, so ware

Vp, = — ZJEJo\{jo} ;‘Tfovj und somit (vj)jcn (jo} €in
Erzeugendensystem, im Widerspruch zur Minimalitat in (i).
Also \j; = 0 fiir alle jo € Jy. Das zeigt die lineare
Unabhangigkeit von (vj)jc .

Als Nachstes zeigen wir die Maximalitat der linear
unabhangigen Familie (vj)jcy.

Sei also (Vj)jcs, J # Jo D J, eine Familie, die die (v})jcy
enthalt und jo € Jo \ J.

Da (vj)jey ein Erzeugendensystem ist, gibt es eine Darst.
Vio = ZJEJ)\ Vj.

Das zeigt, dass (vj)jcy, linear abhangig ist. Somit ist die lin.
unabh. Familie (v, )Je_j maximal.
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Weiter im Beweis

ii = 0 Sei (vj)jcy eine maximale lin. unabh. Familie.
> Wir zeigen, dass (vj)jcs ein Erzeugendensystem und somit
eine Basis ist.
> Sonst gabe es v € V' \ span{v;|j € J} und (v, (vj)jcs) ware
eine linear unabhangige Familie, im Widerspruch zur
Maximalitat von (v;);ey. O

Folgerung

Jedes endliche Erzeugendensystem eines Vektorraums V' enthalt
eine Basis.

Beweis.
Jedes endliche Erzeugendensystem enthalt ein minimales
Erzeugendensystem. O
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Austauschsatze von Steinitz

Austauschlemma

» Sei (v1,...,Vy) eine Basis von V und

n
w = E AjV;
i=1

eine Linearkombination.

» Wenn Ay #0, soist (vi,...,Vk_1, W, Vki1,..., V) €ine Basis
von V.

Beweis.

Ubungsaufgabe. O
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Austauschsatz
> Sei V ein VR, (vi,...,v,) eine Basis und (w1, ..., w,) linear
unabhangige Vektoren.
» Dann gilt n > r und es gibt eine Permutation
v:{1,...,n} —{1,...,n}, so dass
(Wi, oy Wr, Vip(r41), - - - » Vip(n)) €ine Basis ist.

Beweis durch Induktion nach r

» Fiir r = 0 ist nichts zu zeigen. Wir fiihren den
Induktionsschritt r — r + 1 aus.

> Seien also (wi, ..., w,y1) lin. unabh. und (vi,...,v,) eine
Basis.

» Nach Induktionsvor. gilt r < n und es gibt eine Permutation
v:{1,...,n} = {1,...,n}, so dass
(Wi, ooy Wry Vip(r41), - - > Vip(n)) €iNe Basis ist.
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Austauschsatz

Weiter im Beweis:

» Wir konnen daher schreiben

Wry1 = Z)\ w; + Z )‘JVL,O(J

j=r+1

» Da die (wy,...,w,4+1) lin. unabh. sind, existiert
Joe{r+1,...,n} mit \jj # 0. Insbesondere ist r +1 < n.
» Wir konnen (ggf. nach Abanderung von ¢) annehmen, dass

j() =r+1.

» Nach dem Austauschlemma konnen wir dann in der Basis
(Wl, cey Wy V(rg1)s - e s V‘P(”)) den Vektor v, (o) = Ve(r+1)
durch w, 1 ersetzen und erhalten die Basis
(WL, ooy Wri 1, Vip(r42) - -+ Vip(m))- O
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Theorem

» Sei V ein Vektorraum.

(i) Wenn V eine endliche Basis besitzt, dann ist jede Basis von V
endlich.

(ii) Alle endlichen Basen von V' haben die gleiche Anzahl von
Elementen.

Beweis.

(i) Sei (va,...,vp) eine Basis. Aus dem Austauschsatz folgt, dass
jede linear unabhangige Familie hochstens n Elemente hat.

(ii) Sei (wi,...,w,) eine zweite Basis. Aus dem Austauschsatz
folgt, wie gesagt, r < n und ebenso n < r.
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Dimension

Definition
» Sei V ein Vektorraum tber K.

» Die Dimension von V ist die Zahl

0, falls V ={0}
. . n, falls V eine endliche Basis
dimV (=dimg V) := (v v) hat

oo sonst

Bemerkung
Die leere Familie ist die Basis des Nullvektorraums V = {0}.
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Beispiele/Ubungsaufgaben

1) dimg K" = n.

2) Jeder komplexe Vektorraum V kann als reeller Vektorraum
aufgefaBt werden und dimg V = 2dim¢ V. Insbesondere gilt
dimr C" = 2dimc C" = 2n.

3) dimg R = oo (Hinweis: Das folgt aus der Uberabzahlbarkeit
von R).

4) dimg F(X,K) = card(X), wobei

n, falls X aus n Elementen besteht

card(X) := o
oo, falls X unendlich ist.

5) dimg K[x] = oc.

6) Sei U C V ein Unterraum. Dann gilt dim U < dim V. Falls V

endlichdimensional ist, so gilt dim U = dim V' genau dann,
wenn U = V.
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Folgerung

» Sei V ein Vektorraum der Dimension n € N.

(i) Jede linear unabhangige Familie von Vektoren von V hat
hochstens n Elemente.

(ii) Eine linear unabhangige Familie von Vektoren von V ist genau
dann eine Basis, wenn sie n Elemente hat.

(iii) Jedes Erzeugendensystem von V' hat mindestens n Elemente.

(iv) Ein Erzeugendensystem von V ist genau dann eine Basis,
wenn es n Elemente hat.

Beweis

(i-ii) folgt aus dem Austauschsatz.

(i) folgt daraus, dass man aus jedem endlichen
Erzeugendensystem eine Basis auswahlen kann.

(iv) Ein Erzeugendensystem mit n Elementen ist wegen (iii)
minimal und somit eine Basis. O
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GauBscher Algorithmus

» Sei V=K"und vi,...,v, € V.

» Es gibt einen einfachen Algorithmus um eine Basis des
Unterraums U = span{vi,...,v,} C V zu bestimmen. Er
beruht auf folgenden Beobachtungen:

(i) span{vi,...,v,} = span{vy(1), ..., V() } flr jede
Permutation ¢ : {1,...,r} — {1,...,r},

(ii) span{Avi,vo,...,v,} =span{vi,..., v} fir alle
Ae K : =K\ {0} und

(i) span{vq,...,vi_1, Vi + Avi, Vit1,..., v, } =span{vy,..., v, }.
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GauBscher Algorithmus
» In der Praxis schreibt man die Vektoren
v, = (V,'l, Viog ..., V,'n) e K"

als Zeilen einer Matrix

Vi1 Vin

V21 V2n
A= ]

Vr1 Vrn

» Die Matrix A 13Bt sich unter Anwendung von (i-iii) in eine

Matrix
wi1 ... Wip
A’ Wwoi1 ... Wop
We1 ... Wpp

uberfuhren, derart dass
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GauBscher Algorithmus

1) die ersten k = dim U Zeilen der Matrix A’ eine Basis von
U = span{v,..., v, } bilden, w; = 0 fiir alle k < i < n und

2) die Matrix A’ Zeilenstufenform hat, d.h.

wi = (0,...,0,wyj,...,wip)
wo = (0,...,0,woj,...,wop)
we = (0,...,0,wg,,..., Wkn),

wobei die wy;, #0 (i=1,...,k) und
1<ji<p<...<jx<n
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GauBscher Algorithmus: Beispiel

» SeizB. K=Q, =R oder = C und

vi = (0,0,2,1,0)
v» = (0,1,0,2,1)
vi = (0,2,1,1,1)
vi = (0,4,4,3,2)

> Vertauschen der ersten beiden Zeilen dndert nach (i) nicht die
lineare Hulle der Zeilenvektoren:

0 0 2 0

o O o
WrE N -
1=
o O O o
AN O
AR DN O
W~ N
N —m O =

10
2 1
4 4

N ==
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GauBscher Algorithmus

Weiter im Beispiel:

» Die erste Spalte der Matrix

o O O O
AN O =
AR N O
W~ N
N = O =

ist Null.
> Die zweite Spalte beginnt mit wy; = wip =1 #0.
» Daher kann man durch Addition von geeigneten Vielfachen

der ersten Zeile zu den anderen Zeilen erreichen, dass alle
Eintrage unterhalb von wj> Null werden:
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GauBscher Algorithmus

Weiter im Beispiel:

>

o O O o
A~ NN O -

» Als Nachstes produzieren wir Nullen unterhalb von

AR NO
W~ =N
N = O =

—4x1+1V
—

—2x 1+
—

0
0
0

0

1
0
0

0

0
2
1

4

o O O o

2
1
-3
-5

>~ O O -

A~ =L NN O

1
0
-1
-2

waj, = w3 = 2 # 0 durch Addition von Vielfachen der

zweiten Zeile:
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GauBscher Algorithmus

Weiter im Beispiel:

| 2
010 2 1 010 2 1
002 1 0 —%xlwu 00 2 1 0
001 -3 -1 | -2xutiv| 000 =5 —1
0 0 4 -5 -2 0 00 -7 -2

> Wir erhalten w3j, = wsg = —% #% 0 und =2 x [l + IV liefert:

010 2 1
, loo2 1 o0
A=lo 00 1
000 0 0
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GauBscher Algorithmus
Weiter im Beispiel:
» Also k =3 und
wip = (0,1,0,2,1)
wy, = (0,0,2,1,0)

7
wy = (0,0,0,—7,-1)

> Somit ist (w1, wa, w3) eine Basis von
U = span{vi, vo, v3, vy} C K°.

» Durch Multiplikation der Zeilen der Matrix A’ mit geeigneten
Faktoren # 0, konnen wir immer erreichen, dass

Wi = Wy = o0 = Wi, = 1.
» In dem Beispiel:
010 2 1 01021
, o021 o0 00110
A=looo0o -2 1] 7|ooo1 2
000 0 O 00000
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Lineare Gleichungssysteme

» Der selbe Algorithmus kann auch zum I6sen inhomogener
linearer Gleichungssysteme

ajix1 +apxo + -+ amx, = b
asix1 +amxa+ -+ amx, = b
AmiX1 + ameXe + - -+ ampXn = bm

verwendet werden. Hierbei sind die a;, b; € K gegeben.
Gesucht sind die n Unbekannten xi, x, ..., x, € K.

» Es genligt den GauBschen Algorithmus auf die
m X (n+ 1)-Matrix (A|b) anzuwenden, wobei

air - ain by
A= : und b=

dml - amn bm
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Lineare Gleichungssysteme

» Der GauBsche Algorithmus liefert eine m x (n + 1)-Matrix in
Zeilenstufenform:

/ / /
1j; cedy, by

/ / /
), &, b

/ / / ’
i T Fkn by
/
0 by

wobei 1 < j1 < jo < -+ < jx < nund af-jiyéO
(i=1,..., k <min{m,n}).
» Das zugehorige inhomogene lineare Gleichungssystem hat die
selben Losungen wie das urspriingliche System.
» Das Gleichungssystem ist genau dann losbar, wenn b;<+1 = 0.
» Die Losung hangt dann von genau n — k frei wahlbaren
Parametern x;, i € {1,2,...,n} \ {j1,/2,---,Jk}, ab.

a

(A'lb') =
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Lineare Gleichungssysteme: Beispiel

1 230 1 2 3 0
(Alp)= 4 56 3 )]—-|0 -3 —6 3
78 9 6 0 -6 —-12 6
1 2 3 0 123 0
-0 -3 63 ]—-1012 -1
0 0 0 O 000 O
» Fiir den letzten Schritt setzen wir voraus, dass 3 # 0 in K gilt.

» Das zugehorige Gleichungssystem ist:

x1+2x+3x3 = 0

x>+ 2x3 = —1.
» Daraus ergibt sich xo = —2x3 — 1,
X1 = —2xp —3x3 = —2(—2X3 — 1) —3x3 = x3 + 2.
» Die allgemeine Losung ist also x; = A4+ 2, xp = =2\ — 1,

x3 = A € K beliebig.
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Lineare Abbildungen
Definition
» V, W seien Vektorraume iiber K.

» Eine Abbildung F : V — W heiBt linear (genauer: K-linear),
wenn

F(v+w) = F(v)+F(w) und
F(Av) = AF(v)

fiir alle v,w € V, A € K.

» Eine bijektive lineare Abbildung F : V. — W heiBt auch
Isomorphismus (von Vektorraumen).

» Die Vektorraume V und W heien isomorph, wenn es einen
Isomorphismus F : V — W gibt.

> Ubungsaufgabe: Sei F:V — W ein Isomorphismus. Dann ist
F~1:W = V linear.
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Lineare Abbildungen

Bemerkungen /Ubungsaufgaben:

>

v

Fir jede Menge X und jeden VR V bilden die Abbildungen
X — V einen Vektorraum, der mit Abb(X, V') bezeichnet
wird. Insbesondere ist das kartesische Produkt

V=V x...x V=Abb({1,2,...,n}, V) ein VR.

Seien V, W Vektorraume. Die Menge aller linearen
Abbildungen V — W ist ein Unterraum von Abb(V, W), der
mit L(V, W) bezeichnet wird.

Sei F: V — W linear. Fiir jeden Unterraum V/ C V ist
F(V') C W ein Unterraum.

Ebenso ist F~1(W’) C V ein Unterraum fiir jeden Unterraum
w'cw.

Insbesondere sind das Bild, F(V) C W, und der Kern,

ker F := F~1(0) = {v € V|F(v) =0} C V, einer linearen
Abbildung F Unterraume.

F ist genau dann injektiv, wenn ker F = {0}.
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Lineare Abbildungen

Satz

» V, W seien Vektorrdume und (vi, ..., v,) eine Basis von V.
(i) Die Zuordnung F — (F(v;)); := (F(wv1), F(v2), ..., F(vn))
definiert einen Isomorphismus ¢ : L(V, W) — W".
(i) F ist genau dann surjektiv, wenn (F(v;)); ein
Erzeugendensystem von W ist.
(iii) F ist genau dann injektiv, wenn (F(v;)); linear unabhangig ist.
(iv) F ist genau dann ein Isomorphismus, wenn (F(v;)); eine Basis
von W ist.
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Lineare Abbildungen

Beweis.

(i)

>

>

¢ F — (F(v;)); ist injektiv, denn aus

F(OOoM g Aivi) = >0 AiF(vi) = 0 fiir jeden Vektor
v=>",Av; €V und somit F =0.

Um die Surjektivitat von ¢ zu zeigen, miissen wir zu jedem
(wi, wa,...,w,) € W" die Existenz einer linearen Abbildung
F:V — W mit F(v;) = w; zeigen, i =1,2,... n.

Sei v e Vund v=> "\ die eindeutige Darstellung als
Linearkombination der linear unabhangigen Vektoren
(Vi)i=1.2,....n. Wir definieren F(v) =37 1 \iw;.

Dann ist F € L(V, W) und offenbar F(v;) = w;.

(ii-iv) sind einfache Ubungsaufgaben. O
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Folgerung

(i) Fiir jeden K-Vektorraum W, gibt es einen kanonischen
Isomorphismus

LK", W) — W" Fw— (F(e))i:=(F(e1),-..,F(en)).

(i) Sei V ein endlichdimensionaler VR. Ein VR W ist genau dann
isomorph zu V', wenn dim W = dim V.

Beweis.

(i) folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden Satz.
(ii) Sei (v1,...,vn) eine Basis von V.
‘=" Wenn F : V — W ein Iso. ist, so ist (F(v1),..., F(vn)) eine
Basis von W und somit dim W = n =dim V.
‘=" Sei umgekehrt dim W = dim V = n. Dann existiert eine Basis
(wi,...,w,) von W mit n Elementen. Die lineare Abbildung
F:V — W mit F(v;) = w; ist ein Isomorphismus. O
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Lineare Abbildungen

» Fir W = K™ erhalten wir aus dem letzten Satz:

Folgerung

(i) Es gibt kanonische Isomorphismen
LK™ K™ =2 (K™)" = K™,

(ii) Auf diese Weise kénnen wir lineare Abbildungen K" — K™
kanonisch mit (m x n)-Matrizen identifizieren. Die Menge
Mat(m, n,K) der (m x n)-Matrizen mit Eintragen in K wird
somit zu einem K-Vektorraum der Dimension mn.
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Lineare Abbildungen: Beweis der Folgerung

Beweis.
» Wir erlautern die Identifizierung (K™)"” = Mat(m, n, K):

» Die Eintrage w; eines n-Tupels (w1, ..., w,) € (K™)" bilden
die n Spalten einer (m x n)-Matrix

W11 e W1in
Wo1 ... Wy
Wmi ... Wmn
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Produkt einer (m x n)-Matrix mit einem n-Vektor

» Wie wir gesehen haben entspricht einer (m x n)-Matrix

ab ... a}
2 2
ay ... a;
A= _ € Mat(m, n,K) = L[(K",K™)
a" ... ay

eine lineare Abbildung A : K" — K™.
» Die j-te Spalte

1
- : — E i, m
aj = : = ajej € K
m i=1
9

der Matrix A ist dabei genau das Bild A(e;j) des j-ten
Basisvektors e; der kanonischen Basis von K".
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Produkt einer (m x n)-Matrix mit einem n-Vektor

» Das Produkt Ax der (m x n)-Matrix A mit einem n-Vektor

Xl

n
X = : :Zx’e,-eK”
i=1

Xn

ist nach Definition das Bild y = A(x) des Vektors x unter der
linearen Abbildung A : K" — K™.

» Demnach gilt

Ax = A(Z x'e)) = Zx"A(e;) = ina;
i=1 i=1 i=1
= g x' ; a{:eJ: ; (Zn:a{:xi)ej
=1 j=1 j=1 i=1

> Alsoy = Ax =Y, yleg mit y/ = Y] L@,
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Matrixprodukt

> Seinun A = (aJ’:),-’j eine (m x n)-Matrix und B = (bf()Jk eine

(n x p)-Matrix.

» Das Produkt C = AB € Mat(m, p,K) der Matrizen
A e L(K", K™) und B € L(KP,K") ist nach Definition die
Verkettung Ao B € L(KP,K™) = Mat(m, p, K).

» Demnach gilt fiir x = Y7_, x*e, € KP

n p P n
(AB)x = A(Bx) =AY > bixte) =D > bx"Alg)
j=1 k=1 k=1 j=1
p n . m . m id n .o
= 2D XY de=2 > (3 ab)xe
k=1 j=1 i=1 i=1 k=1 j=1

> Also AB = C = (c})ix mit ¢ = ZJ’?ZI an,bi_
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Darstellende Matrix einer linearen Abbildung

» B=(v1,...,vp) bzw. B = (w1, ..., wp,) seien Basen der
K-Vektorraume V bzw. W.

» ¢ : K" — V und ¢g : K™ — W seien die zugehorigen
Isomorphismen.
(Zur Erinnerung: ¢g(ei) = vi, ¢p/(ej) = wj, wobei
i=1,...,nj=1,...,m)

Definition
Sei F € L(V, W). Die Matrix

MEI(F) = ¢E/1 oFo¢g e L(K",K™) = Mat(m, n, K)
heiBt darstellende Matrix der linearen Abbildung F bez. der Basen

B, B'.
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Darstellende Matrix einer linearen Abbildung

Satz
Mit den obigen Bezeichnungen ist die darstellende Matrix
A= (a);j = ME'(F) durch folgende Gleichung bestimmt:

(x) Fv)=>_ adw, i=1....n
j=1

J

Beweis.
Die A = ME'(F) definierende Gleichung

m

(b5 o Fogp)(e) =Ale) =D ae

j=1

geht durch Anwenden von ¢p/ in die dquivalente Gleichung (*)
uber. O
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Darstellende Matrix einer linearen Abbildung

Beispiel

» Seien V =K", W = K™ und B bzw. B’ die zugehdrigen
kanonischen Basen. Dann gilt ¢ = Idy, ¢ = Idy und

> MB/(F) = dJE/l o F o ¢p = F fiir jede linearen Abbildung
F € L(K",K™) = Mat(m, n, K).
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Darstellende Matrix einer linearen Abbildung
Satz

» Seien V, V', V" endlichdimensionale Vektorrdume mit Basen
B,B',B" und F € L(V,V'), G € L(V', V").
» Dann gilt Go F e L(V, V") und

ME'(G o F) = Mg/ (G)ME (F).

Beweis.

» Die Linearitat von G o F folgt leicht aus der von F und G.
> Die darstellende Matrix ME"(G o F) ergibt sich aus

¢t 0(GoF)ops=(dphoGods)o(dpoFops). [
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Endomorphismen

Definition

» Sei V' ein Vektorraum. Lineare Abbildungen V — V heiBen
auch Endomorphismen von V. Wir setzen
End(V) := L(V, V).

» Fiir den Vektorraum der (n x n)-Matrizen schreiben wir auch
Mat(n, K) := Mat(n, n, K) = End(K").

» Flir die darstellende Matrix eines Endomorphismus
F € End(V) bez. einer Basis B von V schreiben wir auch
Mg(F) := ME(F).
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Endomorphismen

Beispiel
> Sei

F= < (1) é > € Mat(2,R) = End(R?).

» Die darstellende Matrix bez. der Basis
B = (bl, bg) = (6'1 + e,6e1 — 62) ist

MB(F):((l) _01>

> Inder Tat: F(b)) =e+e = by und F(by) = e — €1 = —bo.
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Rang einer linearen Abbildung

Definition
Der Rang einer linearen Abbildung F : V — W ist

rg(F) :=dim F(V) < dim W.

Beispiel
» Sei A € Mat(m, n,K) = L(K",K™) eine Matrix.

» Der Rang von A ist die Dimension des von den n Spalten
A(er),...,A(en) € K™ von A erzeugten Unterraumes von K.

» Man spricht daher auch vom Spaltenrang der Matrix.

» Der Zeilenrang von A ist die Dimension des von den Zeilen
der Matrix A aufgespannten Unterraums von K”.

» Wir werden spater sehen, dass Zeilenrang=Spaltenrang.
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Rang einer linearen Abbildung

Satz

» Seien V', W endlichdimensionale Vektorraume und B, B’
Basen von V bzw. W.

(i) Dann gilt fiir jede lineare Abbildung F : V — W

rg(F) = rg(M§ (F)).

Beweis.

(i) Das Bild von F o ¢g stimmt mit dem von F {berein und wird
durch gbg,l isomorph auf das Bild von I\/IE’(F) abgebildet.

Also rg(F) = rg(F o ¢g) = rg(ME'(F)).

O
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Dimensionsformel
Satz

» Seien V, W Vektorraume und dim V < oo.
» Dann gilt fiir jede lineare Abbildung F : V — W

rg(F) =dim V — dimker(F) < dim V.

Beweis.
> F bildet jede Basis von V auf ein Erzeugendensystem von
F(V) ab. Demnach ist dim F(V) < dim V.
> Sei (u1,..., ux) eine Basis von ker(F), (wq,...,w,) eine
Basis von F(V) und vq,...,v, € V, so dass F(v;) = w;.
» Behauptung: (u1,..., Uk, v1,...,V,) ist eine Basis von V.

» Aus der Behauptung folgt die Aussage des Satzes:
dmV =k+r.
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Beweis der Behauptung.

1)

Wir zeigen zuerst, dass (u1, ..., Uk, vi,..., V) linear
unabhangig ist.

Aus 0= 3K Nu; + > =1 v folgt

k r r
0=FO Nui+ > pvi) =D mw
i=1 j=1 j=1

und somit p3 = --- = u, = 0, wegen der linearen
Unabhangigeit der w;.

Also 0 = fozl Ajui, woraus A; = -+ = X\, = 0 folgt, wegen
der linearen Unabhangigkeit der u;.

Als Nachstes zeigen wir, dass

span{uy, ..., Uk, V1,..., v, } = V.

> Sei v € V. Wir schreiben F(v) =" pjw;.

Dann gilt v — >77_; p;v; € ker(F) = span{us, ..., ux} und

somit v € span{ug, ..., Uk, Vi, .., Vi }.
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Folgerung aus der Dimensionsformel

Folgerung

» Seien V, W Vektorrdume, dimV < oo und F € L(V, W).

Dann gilt:
(i) F ist genau dann surjektiv, wenn rg(F) = dim W,
(i) F ist genau dann injektiv, wenn rg(F) = dim V,

(iii) F ist genau dann bijektiv, wenn rg(F) = dim V = dim W.

Beweis.

(i) F surjektiv <= F(V) = W <= dim F(V) = dim W.

(Dim. formel)

(ii) F injektiv <= ker(F) = {0}
(iii) folgt aus (i-ii).

rg(F) =dim V.

O
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Folgerung

» Seien V, W Vektorrdume und dimV =dim W < co.

» Dann gilt: Eine lineare Abbildung F : V — W ist genau dann
ein Isomorphismus, wenn eine der folgenden aquivalenten
Bedingungen erfiillt ist:

(i) F ist injektiv,
(ii) F ist surjektiv,
(iil) F ist bijektiv.

268 /379



Direktes Produkt von Vektorraumen

Definition
» U,V seien K-Vektorraume.

» Das direkte Produkt von U und V ist das kartesische Produkt
UxV ={(u,v)|ue U,v e V} ausgestattet mit der durch
die komponentenweise definierten Addition und skalaren
Multiplikation gegebenen Vektorraumstruktur.

Ubungsaufgabe

dim(U x V) =dim U + dim V.
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Summe von Unterraumen

» W, W' seien Unterraume eines Vektorraums V.

» Die Summe

W+ W ={w+w|weW,weW}

ist der kleinste Unterraum von V/, der W und W’ enthalt.

Satz
Falls W und W' endlichdimensional sind, so gilt folgende
Dimensionsformel

dim(W + W') = dim W + dim W/ — dim(W n W’).
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Beweis der Dimensionsformel fur die Summe

Beweis.

» Wir betrachten die Abbildung F : W x W/ — W + W',
(w,w') — F(w,w) :=w—w.
» Offenbar ist F surjektiv und
ker(F) = {(w,w)lwe WnW'}=Wwnw.
» Dabher folgt aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen

rg(F) = dim(W + W) =dim(W x W) —dim(W n W’)
= dim W +dim W —dim(W n W').

O
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Direkte Summe von Unterraumen

Definition
» W, W' seien Unterrdume eines Vektorraums V.
» Wir sagen, dass die Summe W + W' direkt ist und schreiben

we W,

falls W n W' = {0}.

» Die Unterraume W, W'’ heiBen komplementar, wenn
V=weaeWw.
» Wir sagen dann, dass W' ein Komplement zu W (in V) ist.
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Direkte Summe von Unterraumen
Beispiel
» U, V seien K-Vektorraume.
» Die Unterraume

Ux{0}={(v,0)eUx Vue U} CcUxV,

{0} xV={0,v)eUxVlveV}CcUxV

sind komplementar:

(x) UxV=(Ux{0})a ({0} x V).

» Durch die injektiven linearen Abbildungen v +— (u,0),
U—-UxV,und v (0,v), V— Ux V, konnen wir U und
V' mit den Unterrdumen U x {0} bzw. {0} x V von U x V
identifizieren und (*) auch in der Form U x V=U& V
schreiben.
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Direkte Summe von Unterraumen
Satz

» W, W' seien Unterrdaume eines Vektorraums V.

» V=W® W' <= Jeder Vektor v € V hat eine eindeutige
Darstellung (x) v=w-+w', weW, weW.

Beweis.

‘—" Aus V = W + W’ folgt, dass jeder Vektor v € V eine Darst.
(*) hat. Sei v = wy + wj eine weitere solche Darst.
» Esfolgt 0 =v —v =(w—w)+ (w — wy) und daraus
Wow—-—w=—-(Ww —wj)e W,
» Wg. Wn W' = {0} folgt nun w — wy = w’ — wy =0 und
somit die Eindeutigkeit der Darstellung (*).
‘«—=""Wenn umgekehrt jeder Vektor v € V eine eindeutige
Darstellung (*) hat, so gilt V = W + W’ und aus
O=w+ (—w), we Wn W, folgt wg. der Eindeutigkeit von
(*) w=0,dh. Wn w' = {O} Cd7a /379



Direkte Summe von Unterraumen
Satz

» Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann gilt:

a) Jeder Unterraum W C V besitzt ein Komplement.

b) W, W’ C V seien Unterrdume. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

i)y v=weaw,
(i) W' N W = {0} und dim W + dim W’ = dim V,
(i) V=W + W’ und dim W + dim W’ = dim V.

Beweis.

a) Sei (wi,...,wg) eine Basis von W. Nach dem Austauschsatz
von Steinitz konnen wir diese zu einer Basis

(wi,...,wk,wy,...,w) von V erganzen.
» W :=span{wi,...,w/} ist dann ein Komplement zu W.
b) Die Aquivalenz der Eigenschaften (i-iii) folgt aus der

Dimensionsformel. O
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Der Losungsraum eines linearen Gleichungssystems

» Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem tiber K 1aBt sich
in der Form
(x) Ax=b,
schreiben, wobei A € L(K",K™) und b € K™ gegeben sind
und x € K" gesucht ist.

» Hierbei ist m die Anzahl der Gleichungen und n die Anzahl der
Unbekannten, die Komponenten des Vektors x.

» Das System (*) heit homogen, falls b = 0.
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Der Losungsraum eines linearen Gleichungssystems
Satz

(i) Die Lésungsmenge eines homogenen linearen
Gleichungssytems Ax = 0, A € L(K",K™), ist genau der
Unterraum U = ker(A) C K".

(i) Die Dimension von U betragt n — r, wobei r = rg(A).

(iii) Der Spaltenrang r stimmt mit dem Zeilenrang von A (iberein.

Beweis.

» (i) ist klar und (ii) folgt aus der Dimensionsformel.

(iii) Wie wir gesehen haben, 3Bt sich die Matrix A durch den
GauBalgorithmus auf Zeilenstufenform A’ bringen und somit
das lineare Gleichungssytem Ax = 0 losen.
» Dabei ergab sich dim U = n — k, wobei k die Anzahl der
nichtrivialen Zeilen der Matrix A’ ist, also genau der
Zeilenrang von A. Wg. (ii) gilt nun k = r, d.h.
Zeilenrang=Spaltenrang. Ld77/370



Der Losungsraum eines linearen Gleichungssystems

Satz

» Wir betrachten ein inhomogenes lineares Gleichungssytem
(x) Ax=b, Ac L(K",K™).
(i) Falls b ¢ A(K"), so hat (*) keine Lésung.
(ii) Falls b € A(K"), so ist die Losungsmenge U’ von (*) von der

Form
U =x0+ U= {x +ulue U},

wobei xg € A~1(b) eine spezielle Lésung von (*) ist und
U C K" der Lésungsraum des zugehorigen homogenen
Systems Ax = 0 ist.

Beweis.

» (i) ist klar. Im Fall (ii) ist klar, dass xo + U C U’. Wir zeigen
U C xo+ U. Sei also v eine Losung von (*). Dann gilt
A(v — xp) = b— b =0 und somit
V:X0+(V—X0)€X0+U. L7379



Affine Unterraume

Definition

» Ein affiner Unterraum eines Vektorraums V' ist eine Teilmenge
der Form v + U, wobei U C V ein Untervektorraum ist und
vev.

Bemerkung

» Demnach ist der Losungsraum eines inhomogenen linearen
Gleichungssystems Ax = b, A € L(K",K™), ein affiner
Unterraum von K”".

» Der Losunsraum ist genau dann ein Untervektorraum von K”,
wenn das Gleichungssytem homogen ist, d.h. wenn b = 0.
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Der Begriff der Gruppe
Definition

» Eine Gruppe (G,-) ist eine Menge G zusammen mit einer
assoziativen Verkniipfung - : G x G — G, so dass

(i) es ein neutrales Element e € G gibt mit

e-a=a-e=a firalle a€ G und

(i) zu jedem a € G ein Inverses a=!, sodassa-a 1 =al-a=e.

Bemerkung

» Statt (i) und (ii), geniigt es die folgenden Bedingungen zu
fordern, aus denen bereits die Eindeutigkeit von e und a1
folgt (vgl. Fischer):

(') Es gibt e € G mit e-a = afiir alle a € G und

1

(ii") zu jedem a € G ein a7, sodass a~ ! -a=e.
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Beispiele von Gruppen |

(i) Die Bijektionen ¢ : X — X einer Menge X in sich bilden eine
Gruppe, die mit Bij(X) bezeichnet wird. Die Verniipfung ist
die Verkettung, das neutrale Element ist Idx und das Inverse
einer Bijektion ist ihre Umkehrabbildung.

(ii) Im Fall einer endlichen Menge X nennt man die Bijektionen
o € Bij(X) auch Permutationen von X. Die
Permutationsgruppe Bij(X) ist dann eine endliche Gruppe mit
n! Elementen, wobei n = card(X).

(iii) Die Permutationsgruppe S, := Bij(X,) der n-elementigen
Menge X, = {1,2,...,n} heiBt die symmetrische Gruppe.

(iv) Sei V ein VR. Die Isomorphismen V — V heiBen auch
Automorphismen des Vektorraums V und bilden die
sogenannte Automorphismengruppe Aut(V) von V.
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Beispiele von Gruppen Il

(v) Im Fall eines endlichdimensionalen Vektorraums V' spricht
man auch von der allgemeinen linearen Gruppe und schreibt
dafiir GL(V) := Aut(V).

» Man setzt GL(n,K) := GL(K"). Die Elemente von GL(n, K)
heiBen invertierbare Matrizen.

» Es gilt

GL(n,K) = {A e Mat(n,K)|rg(A) = n}
{A € Mat(n,K)|ker(A) = 0},

wobei wir der Ubersichtlichkeit halber ab jetzt den
Nullvektorraum {0} einfach mit O bezeichnen.

(vi) GL(1,K) = (K*,-) ist eine kommutative Gruppe.
(vii) Wie bereits bemerkt ist fiir jeden Vektorraum V durch (V,+)
eine kommutative Gruppe gegeben.
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Beispiele von Gruppen Il

(viii) Das kartesische Produkt G; x G von Gruppen Gi, G, ist mit
der komponentenweisen Verkniipfung wieder eine Gruppe.
G X Gy ist genau dann kommutativ, wenn G; und G
kommutativ sind.
(ix) Die Kreislinie S := {z € C||z| = 1} ist mit der Multiplikation
komplexer Zahlen eine kommutative Gruppe.
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Gruppenmorphismen

Definition

» Eine Abbildung ¢ : G — H zwischen Gruppen G, H heiBt ein
Gruppenmorphismus, falls

p(a-b) =p(a) - #(b)

fiir alle a, b € G.

» Ein bijektiver Gruppenmorphismus heit auch Isomorphismus
von Gruppen. Ein Isomorphismus einer Gruppe in sich heiBt
auch Automorphismus.

» Zwei Gruppen G und H heiBen isomorph, falls es einen
Isomorphismus von Gruppen ¢ : G — H gibt.

» Eine Untergruppe einer Gruppe G ist eine Teilmenge H C G,
die mit a,b € H auch a- b und a~! enthilt.
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Gruppenmorphismen

Ubungsaufgaben /Beispiele |

» Jeder Gruppenmorphismus ¢ : G — H bildet das neutrale
Element in G auf das neutrale Element in H ab und erfiillt

pah) = p(a) ™

fur alle a € G.

» Das Inverse eines Isomorphismus ¢ : G — H ist wieder ein
Isomorphismus.

» Jede Untergruppe H C G einer Gruppe G ist mit der
induzierten Verkniipfung wieder eine Gruppe.

» Das Bild ¢(K) C H einer Untergruppe K C G unter einem
Gruppenmorphismus ¢ : G — H ist wieder eine Untergruppe.

» Das Urbild ¢71(K) C G einer Untergruppe K C H unter

einem Gruppenmorphismus ¢ : G — H ist wieder eine
Untergruppe.
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Gruppenmorphismen

Ubungsaufga ben/Beispiele I

» Die Automorphismen einer Gruppe G bilden eine Untergruppe
Aut(G) C Bij(G).

» Die Gruppen (R, +) und (R, ) sind isomorph. Die
Exponentialfunktion exp : R — R ist ein Isomorphismus,
ebenso wie ihre Umkehrfunktion In: Ry — R.

» Die Abbildung t — exp(it) definiert einen surjektiven aber
nicht injektiven Gruppenmorphismus ¢ : R — S*.
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Die symmetrische Gruppe

» Jede Permutation o € S, wird durch ein Diagramm

beschrieben.
» Eine Transposition 7 = 7j; ist eine Permutation, die zwei
Zahlen i < j vertauscht und alle anderen Zahlen unverandert

_( 1 2 -« n
77\ o(1) o) - a(n)

|aBt.
> Beispielsweise enthdlt S3 genau 3 Transpositionen:
B 1 2 3
12 2 1 3
_ 1 2 3
=321
B 1 2 3
™= 1032
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Die symmetrische Gruppe

Satz
Die symmetrische Gruppe S,, n € N, ist nur fiir n < 2 kommutativ.

Beweis.

» Es ist klar, dass S; und S, kommutativ sind. S3 ist nicht
kommutativ, denn z.B. ist 713 0 743 # T13 0 T12. Letzteres folgt
bereits aus:

T12 0 713(1) = 712(3) = 3 # 113 0 T12(1) = T13(2) = 2

» Die Abbildung

ist ein injektiver Gruppenmorphismus S3 — S, (n > 3). Das
Bild ist eine nicht kommutative Untergruppe von S,,.

Insbesondere ist S, fiir n > 3 nicht kommutativ. ]
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Die symmetrische Gruppe

Satz
Fiir alle o € S, (n > 2) gibt es Transpositionen 11,...7x € Sp, so
dassoc =710+ 0Tg.

Beweis.

» Fiir jede Transposition 7 gilt 7= = 7 und somit Id = 7 o 7.

» Sei Id # o € S,. Dann existiert ein 1 < i1 < n, so dass
o(i)=ifirallel <i<i—1undo(ir) > ih. Wir setzen
Ti i= Tjg(iy) Und 01 := 71 0 0. Dann gilt o1(i) = i fiir alle
1<i<h.

» Falls o1 # 1d, so gibt es i1 < i < n, so dass o1(i) = i fiir alle
1<i<ip—1und o1(i2) > i und wir setzen das
Iterationsverfahren fort.

» Nach endlich vielen (genauer: nach k < n— 1) Schritten
erhalten wir oy = 74 0--- 0711 00 = Id und somit
O =7T10" 0Tk. L]
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Das Vorzeichen einer Permutation
Definition

» Das Vorzeichen e(o) einer Permutation o € S, ist definiert als

_TroY) —ali) _
(x) €(o) = H e {—1,+1}.
1<J
(Man beachte, dass im Zihler und Nenner bis auf das

Vorzeichen das selbe Produkt steht.)

» Die Permutation heiBt gerade, wenn €(0) = +1 und ungerade,
wenn €(c) = —1.

Bemerkung

» Die Anzahl der negativen Faktoren im Produkt (*) ist genau
die Anzahl der Paare i < j mit o(i) > o(j).

» Die Permutation o ist also genau dann gerade (bzw.

ungerade), wenn diese Anzahl gerade (bzw. ungerade) ist.



Das Vorzeichen einer Permutation

Satz
€:S, — {—1,1} ist ein Gruppenmorphismus in die Untergruppe
{-1,1} C R*.

Beweis.

» Wir berechnen fir 0,7 € S,

(or) = [[orG)=otr)

i<j J=i
Qe =,
fij

> denn wegen (*) f;j = f; gilt mit 7/ := 7(i):

(*)
Hl<jf’./:H i<j f;JH i<j I_] :H i<j f;jH i>j i':

Ti<Tj TI>T) Ti<Tj TI<T)
HTI<TJ f;J - 6(0) L]
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Das Vorzeichen einer Permutation
Folgerung
» Seioc €S, und o =11 0--- 07 eine Darstellung als Produkt

von Transpositionen.

» Dann gilt

Beweis.
» Fiir die Transposition 7 = 112 gilt €(7) = —1, denn (1,2) ist
das einzige Paar (i,j) mit i < j und 7(i) > 7(j).
» Sei o € S, mit (1) =i und 0(2) = . Dann gilt
ooTip00 t =75 und somit

> (1) = €(0)e(Ti2)e(0t) = €(m12) = —1.

> Also €(0) = €(ry0---07k) = €(r1) - e(1x) = (—1)k. 0
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Das Vorzeichen einer Permutation
Beispiel

» Die Permutation

(137

schreibt sich als { = 1o 030+ 0T_1p.
Also ist €(¢) = (—1)"L.

( erzeugt eine n-elementige Untergruppe

<C> = {Cac2a-- . aCn = Id} C Sn.

v

v

v

Die ¢k, k =1,2,...,n, heiBen zyklische Permutationen.

v

v

Fir ungerades n sind also alle zyklischen Permutationen
gerade. (UA: Fiir n = 3 sind alle ungeraden Permutationen
Transpositionen und alle geraden Permutationen zyklisch.)
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Determinante

Definition
» Eine Abbildung det : Mat(n, K) — K heiBBt Determinante,
wenn sie folgende Eigenschaften hat:
D1) det ist linear in jeder Spalte, d.h.

det(ay - --aj—1 Aaj + pbjajt1---an)
= )\det(al... aj ..-an)+udet(al...ai_1 biai—l-l"'an)

fur alle Spaltenvektoren ai, ..., an, bj € K" und A\, u € K.

D2) det ist alternierend, d.h. det A = 0, falls zwei Spalten von A
libereinstimmen.

D3) det ist folgendermaBen normiert: det(1,) = 1, wobei
1, :=(e1---ep) die Einheitsmatrix ist.
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Determinante

» Wir werden zeigen, dass es genau eine Abbildung
det : Mat(n, K) — K mit den Eigenschaften D1-D3 gibt.

» Zunachst zeigen wir, dass D1-D3 eine Reihe weiterer
Rechenregeln nach sich ziehen.
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Determinante

Satz
Sei A= (a1---ap) € Mat(n,K). Aus DI-D2 folgt fiir jede
Permutation o € S,;:

(*) det(ag(l) s a(,(,,)) = 6(0’) det A.

Beweis.

» Aus D1-D2 erhalten wir fiir i < j
0:det("-a,-—l-aj~~a,-+aj--~):
det(~--a,--~-aj---)+det(---aj---a,-'--).

» Hierbei ist die i-te und j-te Spalte angegeben. Die
Auslassungspunkte stehen fiir a; ---aj_1, ajy1---aj—1 und
ajy1-- - an.

> Das beweist (*) fiir jede Transposition o = ;.

» Der allgemeine Fall folgt nun daraus, dass sich jede Perm. als
Produkt von Transpositionen schreiben |3Bt.
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Determinante

Satz

> Sei A= (a1---ap) € Mat(n,K) und X € K. Aus D1-D2 folgt,

dass Addition des A-fachen der j-ten Spalte von A zur i-ten

Spalte von A (i # j) den Wert der Determinante nicht dndert:

det(ay ---aj—1a; + Aajajq1---an) = det(A).

Beweis.
Aus der Linearitat in der i-ten Spalte folgt:

det(al ce-aj_1ai + )\aj Qi1 a,,)

— detA+ Adet(---aj---aj---) Z det A.

O
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Determinante

Folgerung
Sei A= (a1---ap) € Mat(n,K). Aus DI-D2 folgt: Falls
rg(A) # n, so ist det(A) = 0.

Beweis.

» rg(A) # n bedeutet, dass sich eine der Spalten a; als
Linearkombination der anderen schreiben 1aBt:

aj = Z )\jaj.
JF#i

» Daraus ergibt sich

det A=det(a;---aj_1a; — Z Ajajajp1---an) = 0.

J#i
N———
=0
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Berechnung der Determinante mittels Spaltenumformungen
Satz

(i) Jede invertierbare Matrix A € GL(n,K) laBt sich durch
wiederholtes Anwenden folgender zwei Spaltenumformungen
in eine Diagonalmatrix
A =diag(A1, ..., An) = (A1€1- - Anen) lberfiihren:

S1) Vertauschen von zwei Spalten bei gleichzeitiger Multiplikation
einer der beiden mit -1 und

S2) Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen Spalte.

(i) Es gilt detA=detA' =X\ - -\, #0.

Beweis.
(i) Die Spaltenumformungen S1-S2 dndern nicht den Wert der
Determinante.
» Somit erhalten wir aus (i):
detA=det A Z Ap-- Apdet(1,) Z M-\
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Berechnung der Determinante mittels Spaltenumformungen
Weiter im Beweis:
(i) Durch Anwendung des GauBalgorithmus auf die Spalten (statt

auf die Zeilen) von A kdnnen wir mittels S1-S2 die Matrix A
zunachst in untere Dreiecksgestalt:

A1 0
* An
bringen.
» Diese Matrix hat Rang n, da die Umformumgen S1-S2 den
Rang nicht andern.

» Also ist das Produkt A;--- A, # 0.

» Durch Umformungen S2 konnen wir deswegen alle
Matrixeintrage unterhalb der Diagonalen eliminieren und
erhalten die gewlinsche Diagonalgestalt
A = diag(A1, ..., Ap). O
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Determinante

» Der GauBalgorithmus liefert auch:

Satz/UA

» Fir Blockdreiecksmatrizen gilt

A B A 0
det(0 D>—det<C D>—detAdetD.

> Hierbei ist A eine (n x n)-Matrix, D eine (m x m)-Matrix,
B eine (n x m)-Matrix und C eine (m x n)-Matrix.
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Determinante

» Wir fassen einige der bisherigen Ergebnisse zusammen:

Folgerung

» Es gibt hochstens eine Abbildung det : Mat(n, K) — K mit
den Eigenschaften D1-D3.

» Unter der Vioraussetzung, dass eine solche Abbildung existiert,
gilt:
» A € Mat(n,K) ist genau dann invertierbar, wenn det A # 0.
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Determinantenmultiplikationssatz

Satz
Aus D1-D3 folgt fiir alle A, B € Mat(n, K):

det(AB) = det(A) det(B).

Beweis.
» Falls rg(A) < n, so ist rg(AB) < n und somit
det(AB) = 0 = det(A) det(B) = 0 - det(B).
» Falls rg(B) < n, so ist ker(B) # 0 und somit ker(AB) # 0.
Also ebenfalls det(AB) = 0 = det(A) det(B) = det(A) - 0.

> Seien also A, B invertierbar. Wir benutzen folgenden Hilfssatz:
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Lemma

» Jede invertierbare Matrix A € GL(n, K) schreibt sich als
Produkt
A= DE; - Ey,

» wobei D € GL(n,K) eine Diagonalmatrix ist und die
Ei,..., Ex von folgendem Typ sind:

(1) EQG,J) = (erq) - er(m)
(2) E(i,j, )\) = (61 S €16 T+ /\ej €41 e,,).

Hierbei ist A € K, i # j und 7 € S,, die Vertauschung von i
und §.
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Beweis des Lemmas.

>

Wir bemerken zunachst, dass A — AE(i,j) die i-te und j-te
Spalte von A vertauscht und

A AE(i,j,\) das A-fache der j-ten Spalte von A zur i-ten
Spalte von A addiert .

Desweiteren gilt

E(i, )" = E(iJ)),
E(i,j,\)t = E(i,j,—\).
Wegen des GauBalgorithmus gibt es also Matrizen Fq,..., Fx

vom Typ (1-2), so dass D = AFj - - - Fi eine Diagonalmatrix
ist.

Daraus folgt mit £y := F, ', ..., Ex:= F &
A=DF ' . F'=DE - E.

O
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Beweis des Determinantenmultiplikationssatzes
Beweis.

» Wegen des vorherigen Lemmas genligt es
det(AB) = det(A) det(B) fiir den Fall zu beweisen, dass B
eine Diagonalmatrix oder vom Typ (1-2) ist.

» Fiir eine Diagonalmatrix B = diag(A1, ..., An) gilt
det B = A1--- A, und somit

det(AB) = det(\1a1 -+ - Apap) o A1+ Apdet A = det Adet B.

> Fiir B = E(i,j) gilt
det B = det(e;(1) - -~ €;(n)) = €(7) det(1,) = —1 und somit

det(AB) = det(ar(1)---arn)) =¢€(7)det A= —detA
= detAdetB.

» Fir B = E(i,j,\) gilt det B =1 und somit det(AB) =

det(a;---aj—1ai+Aajajy1---ap) =det A=detAdetB. []
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Determinantenmultiplikationssatz
Folgerung

(i)
det : GL(n,K) — K*

ist ein Gruppenmorphismus.
(ii) Insbesondere gilt fiir alle A € GL(n,K):

det(A™!) = (det A)!
(iif)
SL(n,K) := {A € GL(n,K)|det A =1} C GL(n,K).

ist eine Untergruppe (die sogenannte spezielle lineare Gruppe).

Beweis.

» (i-ii) sind klar. (iii) folgt aus SL(n,K) = det™1(1). O
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Explizite Formel fiir die Determinante

Satz

» Es gibt genau eine Abbildung det : Mat(n, K) — K mit den
Eigenschaften D1-D3.

» Die Determinante einer (n x n)-Matrix A = (aj)iu’ ist durch
folgende Formel gegeben:

o€ES,

Beweis

» Da wir bereits wissen, dass es hochstens eine Abbildung mit
den Eigenschaften D1-D3 gibt, geniigt es D1-D3 fiir die
Abbildung Det nachzuweisen.
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Beweis der expliziten Formel fur die Determinante:

D1:

Ze(a)a‘f(l)---( U()+ b ())...ag(”)

0E€Sy

= ADetA+pu Y e(0)a]® . b7 a7,

oc€Sy
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Beweis der expliziten Formel fur die Determinante:
D2: Es geniigt zu zeigen, dass
Det (aT(l) s aT(,,)) = —DetA
N——
Ar=

fiir jede Transposition 7. Aus A = A, folgt dann
Det A = Det A, = —Det A und somit Det A = 0.

» Mit der Substitution ¢’ ;= 07 = 0 o 7 haben wir ¢ = o',
e(0") = —¢(o) und somit
>

o(1 o
Det(A;) = Y e(o)ally) a7
CTGSn

= — Z e(o’)aj(z)(l)...a:(zgn)

o’eS,

= - Z e(al)af,(l)"‘ag/(") = —Det A

a’'eS,
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Beweis der expliziten Formel fur die Determinante:

D3: Sei nun A=1,, d.h.

: . 1, falls i=j :
a=8:=" ot heiBt Kroneckersymbol).
J J {O sonst ( J y )

» Daraus folgt

o(1l o(n ]., falls o =1d
6(0-)51( ) ‘ 5n( ) - {0 sonst

und somit

Det(A) = Det(1,) = Z e(a)éi‘(l) L5 —

0ESy

g
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Determinante eines Endomorphismus

Definition

>

Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n, F € End(V) ein
Endorphismus und A € Mat(n, K) seine darstellende Matrix
bez. einer Basis B von V.

Wir definieren:
det F := det A.

Behauptung: Diese Definition hangt nicht von der Wahl der
Basis B ab und ist somit sinnvoll.
Sei B’ eine weitere Basis von V dann gilt:

A= g5t oFogs, A= Mg(F)=¢5loFods
und somit A’ = SAS™!, S = qﬁg,l o ¢p.

Also in der Tat
det A’ = det(SAS™1) = det Sdet A(det S) ™! = det A.
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Orientierung

Definition
» Sei V ein endlichdimensionaler reeller VR.

» Zwei Basen B = (b1, ..., b,) und B = (by,..., b)) heiBen
gleich orientiert, wenn der Basiswechsel
F=¢po qﬁgl : V. — V positive Determinante hat.

Bemerkungen

> Beachte, dass Fb; = b.

» Die darstellende Matrix von F bez. der Basis B ist
Mg (F) = ¢El o ¢pr : R" — R". Daher gilt

det(¢pr 0 p5') = det F = det Mg(F) = det(¢3" o ¢/).
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Aquivalenzrelation

Definition
» Eine Relation auf einer Menge X ist eine Teilmenge
R C X x X. Wir schreiben x ~ y fiir (x,y) € R.
» Eine Relation R C X x X heiBt Aquiva/enzre/ation, wenn sie
folgende Eigenschaften hat:

(i) x ~ x fiir alle x € X,
(i) x~y =y ~x und
(i) x vy ~z= xr~z.

» Jedes Element x € X definiert eine Aquivalenzklasse

[x] :={y € X]y ~ x}.
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Orientierung
Satz

> Sei V ein reeller VR der Dimension n € N. Wir schreiben
B ~ B’, falls B und B’ gleich orientierte Basen von V sind.

a) Die Relation "~" ist eine Aquivalenzre/ation auf der Menge
der Basen von V.

b) Jede Basis B definiert eine Aquivalenzklasse
[B] :={B’ Basisvon V|B ~ B}
und es gibt genau zwei Aquivalenzklassen.

Beweis.

a) ist eine einfache Ubungsaufgabe.
b) Sei B = (b,...,by) eine Basis. Jede Basis ist entweder gleich
orientiert zu B oder zu (—by, by, ..., by). Daher gibt es genau

zwei Aquivalenzklassen. O
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Orientierung
Definition
» Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension n € N.

» Eine Orientierung von V ist eine Aquivalenzklasse gleich
orientierter Basen von V.

Bemerkungen

» Jede Basis B = (b1, ..., b,) definiert eine Orientierung [B].
» Wie wir gesehen haben gibt es genau zwei Orientierungen [B]
und [B]°P = [(—b1, b2, ..., by)]. Letztere heiBt die zu [B]

entgegengesetzte (oder umgekehrte) Orientierung.

» Automorphismen F € GL(V) mit det F > 0 heiBen
orientierungserhaltend, denn FB = (Fbx, ..., Fb,) € [B] fir
jede Basis B = (b1, ..., by).

» F € GL(V) mit det F < 0 heiBt orientierungsumkehrend,
denn FB = (Fby, ..., Fb,) € [B]°P fiir jede Basis B.
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Orientierung

Beispiele |
» Die kanonische Orientierung des R" ist die durch die
kanonische Basis definierte Orientierung [(ey, ..., en)].

» Die Basen (e, €3, €1) und (—ey, €1, e3) definieren z.B. die
kanonische Orientierung des R3.

» Die Basis (e, e1, e3) definiert die entgegengesetzte
Orientierung [(—e1, 2, €3)].

» Die Drehung (um die z-Achse)
cosp —singp 0
D=1 singp cosp 0
0 0 1

ist wegen det D = 1 > 0 orientierungserhaltend.
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Orientierung

Beispiele 1
» Die Spiegelung (an der (x, y)-Ebene)
10 O
S=|1 01 0
0 0 -1

ist wegen det S = —1 < 0 orientierungsumkehrend.
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Transponierte Matrix

Definition
Sei A= (a}), eine (m x n)-Matrix. Die (n x m)-Matrix A* mit
den Eintragen

ni
(a")j =4
heiBt die zu A transponierte Matrix.

Satz
Fiir alle A € Mat(m, n,K) und B € Mat(n, p,K) gilt

(AB)t = BtA!.

Beweis.
Fir C = AB und D = B*A! gilt

() =ci=> ajbl => (b")K(a")] = (d)F. O
j=1 j=1
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Transponierte Matrix

Folgerung
(i) a:A— (A™DE, GL(n,K) — GL(n,K), ist ein
Gruppenautomorphismus.

(ii) « ist eine Involution, d.h. oo ov = 1d.
(iii) Fiir alle A € GL(n,K) gilt (A-1)t = (A?)~1.

Beweis.

a(A) und At invertierbar und a(A) = (Af)7L. Letztere

Gleichung ist genau (iii) und und impliziert (ii), denn

A (AY)~1ist die Umkehrabbildung zu o : A+ (A71)E.
(i) Fir A, B € GL(n,K) gilt (AB)~! = B~1A~! und somit

a(AB) = (B1AHt = (A H)H (B! = a(A)a(B).

1

Also ist & = o+ ein Gruppenisomorphismus.
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Transponierte Matrix

Satz
Fiir jede Matrix A € Mat(n, K) gilt

det A = det A'.

Beweis.

Die Substitution ¢/ = o~ liefert wegen e(0’) = €(0).

detA = Z e(a)a;f(l) c.ag)
O'GSn
e Z 6(0”)3(17,(1) e ag,(n)
o’'eS,

= detAt

O
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Transponierte Matrix

Folgerung

(i) Es gibt genau eine Abbildung det : Mat(n, K) — K mit den
folgenden Eigenschaften:

D1') det ist linear in jeder Zeile,
D2') es gilt det A =0, falls zwei Zeilen von A libereinstimmen und
D3') det(1,) = 1.

(i) Addition des \-fachen der j-ten Zeile der Matrix A zur i-ten
Zeile (i # j) andert nicht den Wert der Determinante.

(i) Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile (i # j) andert die
Determinante nur um ein Vorzeichen.

(iv) Insbesondere 1aBt sich die Determinante durch Anwendung des
GauBalgorithmus auf die Zeilen der Matrix berechnen.
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Berechnung von Determinanten

» Die Berechnung der Determinante einer Matrix
A € Mat(n, K) mittels der Formel

detA = Z G(U)a;(l) ce ag(n)
o€Sn

ist wegen des schnellen Wachstums von card(S,) = n! fir
groBe n sehr aufwandig.

» Beachte, dass n! schneller wachst als jede Exponentialfunktion
a",a> 1.

323 /379



Berechnung von Determinanten

» Fur n < 3 erhalten wir:

n=1
a=a; € Mat(1,K) =K, deta=a,
n=2 L1
a; a
e B %) = el
1 9
n=23
1 .1 .1
%%
det a% a% ag
ap 9 a3

= a%a%ag + a%a%a:f + aéa%ag - a%a%a‘;’ - a%a%ag - a%a%ag,

dabei entsprechen die ersten drei Terme den zyklischen
Permutationen (123), (231) und (312), die letzten drei den
Transpositionen 713, 712 und 73.

» Das erste Tripel beginnt mit dem Produkt der
Hauptdiagonalelemente, das zweite mit dem Produkt der
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Matrixinversion mittels GauBalgorithmus

> Sei A € GL(n,K) und y € K". Der GauBalgorithmus liefert
ein Verfahren um die eindeutige Losung x = A~y der
Vektorgleichung Ax = y zu bestimmen.

» Dafiir wird die Matrix (Aly) durch Zeilenumformungen in die
Form (1,]y’) gebracht. y’ = A~ly = x ist dann die gesuchte
Losung.

> Insbesondere berechnet der GauBalgorithmus die Abbildung
y — A7ly, sprich die Inverse Matrix A~%,

» Wir werden nun die Inverse Matrix durch Determinanten
ausdrucken.
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Streichungsmatrix

Definition

> Sei A= (a));; € Mat(n,K). Die Matrix A; € Mat(n —1,K),
die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte
entsteht heiBt (i, j)-te Streichungsmatrix von A.

Lemma
(i) (A%)j = (Aji)" und

(ii) (—1)i+j det A,‘j = det(a1 ©rdj—1€jdj41 a,,).

Beweis

(i) ist klar.
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Beweis.

(ii) Die (n x n)-Matrix (a; - -

-aj_1€jaj41- - - apn) 1aBt sich durch

Addition von Vielfachen der j-ten Spalte zu den anderen
Spalten in folgende Form bringen:

i =

1
Oaj

o~ o -

0

-

i—1

i+1
an

n

an

» Die Matrix Bj; 1aBt sich durch i — 1 Zeilen- und j — 1
Spaltenvertauschungen in die Blockdiagonalgestalt

1 0
0 Aj

> bringen. Also det(ay ---aj_1€iaj41---an) =

det B = (—1)(—D+0=Vdet A; = (—1)* det A;.
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Berechnung der Inversen Matrix mittels Determinanten
Satz
> Sei A= (al);j € Mat(n,K) und A = (3l);; definiert durch

3= (~1)" det Aj.

» Dann gilt AA = AA = (det A)1,,.

Beweis.
1) Wir zeigen zuerst AA = (det A)1,:
Zgj,:ajl'( Lemma Zaf,'(det(al...a,-_lej 341+ an)
J

J
= det(ag--- 3i—1z a{(ej aj41--ap) = 5L det A.
J

N——

:ak
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Weiter im Beweis:

2) Aus Lemma Teil (i) folgt det(A");; = det(A;;)* = det A;j und
somit .
At= (A) .
» Aus 1) folgt dann

~\ t P
(A) At = APAt = (det A1, = (det A)1,.

» Transponieren der letzten Gleichung liefert: AA = (det A)1,.

g
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Entwicklungssatz von Laplace
Folgerung

> Fiir jede Matrix A € Mat(n, K) gilt:

(2) o
det A=Y (~1)""adet A;
J

(Entwicklung nach der i-ten Zeile) und

(S)
det A= (—1)""adet A;

(Entwicklung nach der j-ten Spalte).

Beweis.

Auf der rechten Seite von (Z) bzw (S) steht genau der i-te bzw.
j-te Diagonaleintrag der Matrix AA = (det A)1, bzw. der Matrix
AA = (det A)1,,.

O
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Cramersche Regel
Folgerung

» Sei A € GL(n,K)und b € K". Dann gilt:
(i) A1 = (det A)~LA.
(i) Die eindeutig bestimmte Lésung x = (x'); der Gleichung
Ax = b berechnet sich nach der folgenden Cramerschen Regel

x' = (det A)*1 det(a;---aj_1baji1---an).

Beweis.

(i) folgt wg. det A # 0 aus AA = (det A)1,,.
(i) Nach dem Lemma Teil (ii) ist EJ’: =det(a;---aji—16jaj41- - an)
und somit
» x' = (det A)! Zfa’}bf =
(det A)~1det(ay---aj_1baji1---an).
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Beispiel

> Sei

a b
Az(c d>€GL(2,K),

» d.h. det A= ad — bc # 0.

» Dann ergibt sich aus dem vorherigen Satz:

1 d —b
-1
A _adbc<—c a)‘
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Eigenwerte

Definition
» Sei F ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V.

> )\ € K heiBt Eigenwert von F, wenn es einen Vektor
0 # v € V gibt, so dass

F(v) = Av.

» Jeder solche Vektor heiit Eigenvektor von F zum Eigenwert \.

» Der Unterraum
Vy:={veV|F(v) = \v}

heiBt Eigenraum von F zum Eigenwert ).
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Eigenwerte
Beispiele

1) Sei V =R? und

F— <(1) é)eEnd(V).

> €1 + e ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1,

» e1 — e ein Eigenvektor zum Eigenwert —1,

» Vi =R(e1 + &), Vo1 =R(e1 — &),

» Da V = Vi & V_q, hat F keine weiteren Eigenwerte.

2) Die Drehung
D, .— [ cos® —siny
£ \Usinp cosp

hat keine reellen Eigenwerte, falls ¢ kein ganzzahliges
Vielfaches von 7 ist.
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Charakteristisches Polynom
» Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass K ein unendlicher
Korper ist. Dann brauchen wir zwischen Polynomen
P(t) € K[t] und polynomialen Funktionen P : K — K nicht

zu unterscheiden.

Definition
» Sei V' ein K-VR der Dimension n < co und F € End(V).
» Das charakteristische Polynom Pg : K — K, t +— Pg(t), von
F ist definiert durch
Pe(t) = det(F — tld) = det(A — t1,)
= Z 6(0)(‘9[17(1) - t5;(1)) e (ag(my — t0g(m);

O'GSn

wobei A = (aj’:),- j die darstellende Matrix von F bez.

(irgend)einer Basis von V ist.
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Charakteristisches Polynom
Satz

» Das char. Polynom von F € End(V) hat Grad n = dim V.

» Schreibt man

Zan k t)k

dann ist o; homogen vom Grad j, d.h.
> aj(AF) = Na;(F) fiir alle A € K und F € End(V).
» Desweiteren gilt:
ao(F) = 1
a1(F) = spur(F) :=spur(A) :=aj +--- +a”

an(F) = detF =detA.
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Charakteristisches Polynom

Beweis.

>

Das Polynom (a}f(l) — t6clr(1)) ~ (@] — t87,) hat fiir jede
Permutation ¢ # Id den Grad < n — 2.
Daher gilt

Pe(t) = (a1 — 1)+~ (af — t) + Q(t)

mit einem Polynom Q(t) vom Grad < n — 2.

Ausmultiplizieren liefert nun:
Pe(t) = (=t)"+ (—=t)"Y(al +---+a") +--- + P£(0)

mit Pe(0) = det(F — 0-1d) = det F.

Die Homogenitat von «; folgt fiir A # 0 aus

)\nPF(t) = P,\F()\t) = ZZ:O Oén,k()\F)(—/\t)k =

S o Man_k(AF)(—t)* durch Koeffizientenvergleich.

O

337 /379



Charakteristisches Polynom

Satz

» Sei V ein endlichdimensionaler VR und F € End(V). Dann
gilt:

» Die Eigenwerte von F sind genau die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms von F.

Beweis.

» )\ € K ist genau dann ein Eigenwert von F, wenn es einen
Vektor 0 # v € V gibt mit F(v) = Av, d.h. wenn
ker(F — AId) # 0.

> Letzteres ist gleichbedeutend mit Pr()\) = det(F — AId) = 0.
L]
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Diagonalisierbarkeit
Definition
» Sei V ein K-VR der Dimension n.

» F € End(V) heiBt diagonalisierbar, wenn es eine Basis
B = (b1,...,bn) von V gibt, so dass die darstellende Matrix
von F Diagonalgestalt hat:

I\/IB(F):diag(/\l,...,)\,,), AL, ..., Ap €KL

Bemerkung

» Die Basisvektoren b; sind dann Eigenvektoren von F und die
Diagonaleintrage A; sind die zugehorigen Eigenwerte A;.

» F ist also genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis aus
Eigenvektoren gibt.
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Diagonalisierbarkeit

Satz
Das charakteristische Polynom eines diagonalisierbaren
Endomorphismus F zerfallt in Linearfaktoren.

Beweis.
Aus Mg(F) = diag(\1,...,A,) folgt

Pe(t) = det(diag(A1 —t,...,A\p— 1))
(Ar—t)---(An—1t)
= (D"t =) (t = An).

340 /379



Diagonalisierbarkeit
Beispiele |

> Sei
_ (0 -1 2
F_<1 0 >6End(K).

» Dann gilt Pe(t) = t? + 1.

(i) Fir K =T hat Pg(t) keine Nullstellen und zerfillt also nicht
in Linearfaktoren.

» Insbesondere ist F nicht diagonalisierbar.

» (Bemerkung: F ist die 90°-Drehung und hat auch deshalb
keine Eigenvektoren.)

(i) Fiir K = C zerfillt Pe(t) =t +1=(t+i)(t —i).
» Dariiber hinaus ist F diagonalisierbar:

Fle1 —iex) = e+ ier =i(e1 — ie)
Flei +ie2) = e —ieg = —i(e1 + ie).
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Diagonalisierbarkeit

Beispiele Il

> Sei

F = ( (1) 1 ) € End(K?).

» Pp(t) = (t — 1)? zerfillt in Linearfaktoren, aber F ist nicht
diagonalisierbar:
» 1 ist der einzige Eigenwert und V; = Key.

» Es gibt also keine Basis aus Eigenvektoren.
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Diagonalisierbarkeit

Multiplizitat der Nullstellen des charakteristischen Polynoms

Definition

» Sei F ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen
K-Vektorraums V und X\ eine Nullstelle von Pf.

» Wir bezeichnen die Multiplizitat von A mit my:

Pe(t) = (t —A)™Q(t), QecK[t], Q()\)#O.
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Diagonalisierbarkeit

Satz
ny ‘= dim V>\ < my.
Beweis.
» Sei By = (b1, ..., bp,) eine Basis des Eigenraums V.

» Nach dem Basiserganzungssatz konnen wir By zu einer Basis
B von V erganzen.

we(r) = (5 ).

wobei D eine quadratische Matrix ist.

» Daraus ergibt sich Pg(t) = (—1)"(t — A)™ Pp(t) und somit
ny S my.

» Dann gilt

O
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Einschub: Direkte Summe von mehr als zwei Unterraumen

Definition
» Sei V ein VR und V1, Vs, ..., Vi C V Unterrdume.
» Wir schreiben

V=VvVieVL®d --dV. falls

V. = Vi+ VW44V
= {nt+wv+--+wveV,i=12 ...k}

und

(ii) jedes k-Tupel (vi,va,...,vk) von Vektoren v; € V;\ O linear
unabhangig ist.

345 /379



Einschub: Direkte Summe von mehr als zwei Unterraumen

Satz/UA
Die folgenden Bedingungen sind aquivalent:
() V=VieVoad & VL,
(ii) Jeder Vektor v € V hat eine eindeutige Darstellung
v=wvi+w+- -+ v mitv; €V, und
(i) V=(--(ieoWV)d V) D @ Vi) ® Vi.

Bemerkung

» Fiir unendlichdimensionale Vektorraume V sind die folgenden
Verallgemeinerungen niitzlich.

» Sei (Vj)iec/ eine beliebige (nicht notwendiger Weise endliche)
Familie von Unterraumen V; C V.

> Wir definieren } ., V; := span{Ujc; V;} und schreiben

> V=@, Vi falls (i) V=73, Vi und (ii) jede Familie
(vi)ies von Vektoren v; € V; \ 0 linear unabhangig ist.
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Diagonalisierbarkeit

Satz
» Sei V ein VR, F € End(V) und v;, i =1,..., k, seien
Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten )\;.

» Dann sind (v1,...,vk) linear unabhangig.

Beweis.

» Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach k.
» Fir k =1 ist nichts zu zeigen.

» Wir nehmen an, dass (v1, ..., vk_1) linear unabhangig sind
(wobei k > 2).
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Diagonalisierbarkeit

Weiter im Beweis:

» Aus 0 = fozl c;v; folgt einerseits

k
0= Z )\kC,'V,'
i=1

» und andererseits durch Anwendung von F

k
0= Z )\,’C,'V,'.
i=1

» Subtraktion der beiden Gleichungen liefert

X

-1
0= (>\k — )\,’)C,‘V,'

i=1

und somit ¢; =0 furi=1,..., k—1.

» Es folgt 0 = Zf-;l ¢;vi = ¢k Vi und somit auch ¢, = 0.

g
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Diagonalisierbarkeit

Satz
» Sei V ein endlichdimensionaler VR und F € End(V).

» F ist genau dann diagonalisierbar, wenn

» das charakteristische Polynom Pfg in Linearfaktoren zerfallt
und my = ny, fiir alle Eigenwerte ).

Beweis.
> A1,..., A seien die Eigenwerte von F und
U=, V) C V die Summe der Eigenraume.

» Sei By eine Basis von U. Nach dem Austauschlemma koénnen
wir By zu einer Basis B von V' erganzen.

349 /379



Diagonalisierbarkeit

Weiter im Beweis:

» Die darstellende Matrix von F bez. B hat dann die Gestalt

MB(F):<Q Z;>7

wobei A die darstellende Matrix der Einschrankung F|y bez.
By ist und D eine (m x m)-Matrix ist.

Hierbei ist m = dim V —dim U.
Daraus folgt Pr(t) = Pa(t)Q(t), wobei Q(t) = Pp(t), falls
m > 0 und Q(t) =1, falls m=0.

F ist genau dann diagonalisierbar, wenn U = V/, d.h. wenn
m=0.

v

v

v

v

» m = 0 ist gleichbedeutend mit
Pe(t) = Pa(t) = (A1 — t)™1 -« (Mg — t)™«, dh. mit (i-ii).
O
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Multilineare Abbildungen

Definition
» V und W seien K-Vektorraume.
» Eine Abbildung

pVEk=Vx...xV — W
(va,oeosvi) — (v, ..oy vk)
heiBt multilinear (genauer k-linear), wenn

> u in jedem der k Argumente linear ist, d.h. wenn

>

p(vis .o Vic, AW ANV Vi, v
= Mp(vay eV vi) N (v, oV W)

firallei=1,....k, v,v/ eV, A\, X e K.
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Multilineare Abbildungen
Beispiele
k = 1: 1-lineare Abbildungen V' — W sind genau lineare

Abbildungen.

k = 2: 2-lineare Abbildungen V x V — W nennt man auch bilineare
Abbildungen.

W = K: Multilineare Abbildungen V x --- x V — K mit Werten in K
nennt man auch multilineare Formen.

» In den Fallen k = 1,2 spricht man von Linearformen bzw. von
Bilinearformen auf V.

» Der Vektorraum aller Linearformen auf V heiBt Dualraum von
V und wird mit V* bezeichnet.

> Bespielsweise ist f — fab f(x)dx eine Linearform auf dem VR
der integrierbaren Funktionen auf dem Intervall [a, b].

» Die Determinante det : Mat(n, K) = (K")" — K ist n-linear.
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Dualraum

Satz
Fiir jeden endlichdimensionalen VR gilt dim V* = dim V.

Beweis.

» Sei B = (b,...,by) eine Basis von V.
» Sei b' = b € V* die Linearform mit

b'(bj)=6/, j=1,...n

» Behauptung: Dann ist (b!, ..., b") eine Basis von V* (die
sogenannte duale Basis) und somit dim V* = n =dim V.

» Die b’ sind linear unabhingig, denn aus pya A\ib" = 0 folgt
0=>"0, \bi(bj) = ) fiir alle j.

» Sie bilden auch ein Erzeugendensystem, denn fiir jede
Linearform 8 € V* gilt 3 =57, B(b;)b'.

0J
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Duale Abbildung

Definition

» Zu jeder linearen Abbildung F : V. — W gehort eine lineare
Abbildung
F*: W* — V¥,

> die definiert ist durch
F*(w*)(v) := w*(F(v)), fiiralle veV, w"eW"

» Sie heiBt die zu F duale Abbildung.
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Darstellende Matrix der dualen Abbildung
Satz

» Sei F: V — W eine lineare Abbildung zwischen
endlichdimensionalen K-Vektorraumen.

> Sei A= ME'(F) € Mat(m, n,K) ihre darst. Matrix bez. Basen
B = (b1,...,bn) und B' = (b},...,bl,) von V bzw. W.

» Dann gilt fiir die darst. Matrix der dualen Abbildung
F*: W* — V* bez. der dualen Basen B"* = (by",..., b},")
und B* = (b, ..., b}) von W* bzw. V*:

ME..(F*) = At € Mat(n, m,K).

Beweis.

> Aus F*(b;")(b;) = b (Fbj) = b (3241, af b)) =

J
>oki1 3 b (b) = 2okl af 0 = a] folgt
> F*(b") = S0, alb}, d.h. MEL(F*) = AT, O
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Symmetrische und schiefymmetrische Bilinearformen
Definition

» Eine Bilinearform
ﬁ Vx VoK

heiBBt symmetrisch, wenn

B(v,w) = B(w,v)
fiir alle v,w € V.

» Sie heiBt schiefsymmetrisch, wenn
B(v,w) = —p(w,v) firalle v,we V.
» Die Bilinearform [3 heiBt nicht entartet, wenn die lineare
Abbildung v +— [((v,-), V — V*, injektiv ist.

» (M.a.W. wenn v = 0 der einzige Vektor ist, fiir den
B(v,w) =0 fiir alle w € V)
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Darstellende Matrix einer Bilinearform
Definition

» Sei .V x V — K eine Bilinearform und B = (b1, ..., by)
eine Basis von V.

» Die (n x n)-Matrix A mit den Eintragen
ajj = a(b;, bj)
heiBt darstellende Matrix von c.

Bemerkungen/UA

> « ist genau dann symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch, wenn
A symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch ist, d.h. wenn A = A?
bzw. A = — AL

» « ist genau dann nicht entartet, wenn A invertierbar ist.

» (Hinweis: Die darstellende Matrix der linearen Abbildung
vi—a(v,-), V— V* st AL)
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Euklidische Vektorraume
Definition
» Sei V ein reeller VR.

» Eine symmetrische Bilinearform
() VX V-oR, (vyw)— (v,w)
> heiBt positiv definit, wenn fiir alle v € V '\ 0
(v,v) > 0.

» Ein (Euklidisches) Skalarprodukt auf V ist eine positiv definite
symmetrische Bilinearform V x V. — R.

» Ein Euklidischer Vektorraum ist ein reeller VR zusammen mit
einem Skalarprodukt darauf.

Bemerkung
Skalarprodukte sind nicht entartet, denn aus (v, v) = 0 folgt v = 0.
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Euklidische Vektorraume

Beispiel

» Das kanonische Skalarprodukt von R” ist definiert durch

n
(y) =Y Xy,
i=1

wobei x = "7 x'e;und y = Y7 yle.
» Die darstellende Matrix des kanonischen Skalarprodukts von
R” bez. der kanonischen Basis ist die Einheitsmatrix 1,, denn

1, falls i=j

(ej,€) = 0jj == {

0 sonst.
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Lange eines Vektors

Definition
» Sei V ein Euklidischer VR.
» Die Lange eines Vektors v € V ist die Zahl

VIl = Vv, v).

» Der Abstand d(x, y) zweier Punkte x,y € V ist die Lange des
Vektors y — x:

d(x,y) = lly = xI.
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Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Satz

» Sei V ein Euklidischer VR.
» Dann gilt fir alle viw € V:

[{v, )| < vl - fwll;

» mit Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhangig
sind.

Beweis.

» Wir konnen annehmen, dass v # 0 und w # 0, denn sonst ist
nichts zu zeigen.
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Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Weiter im Beweis:

» Fiir alle A\, p € R gilt
0 < (v + pw, Av + pow) = N v + p?[[w][? + 22w, w).

» Einsetzen von A = M und ==+ VI liefert die CSU.

([wll

» Gleichheit gilt genau dann, wenn fiir eine dieser beiden Wahlen
Av + pw = 0, d.h. wenn v und w linear abhangig sind. O
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Winkel

Definition
» Sei V ein Euklidischer VR und v,w € V \ 0.

» Der Winkel Z(v,w) zwischen v und w ist definiert als

{v, w)

Z(v,w) := arccos
’ [vIll[wl]

€ [0,7].
€[-1,1]
» Man sagt, dass v,w € V senkrecht aufeinander stehen, wenn
(v,w) =0

und schreibt dafiir v 1 w.
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Normierte Vektorraume

Definition
» Sei V eine K-VR, wobei K =R oder K = C.
(i) Eine Norm auf V ist eine Abbildung

-1+ V —=1[0,00), ve—=v],

» mit folgenden Eigenschaften:

N1) Fiirv € V gilt genau dann ||v|| =0, wenn v = 0.

N2) |[Av] = |A| - ||v] fir allev e V, X € K.
)

N3) ||v+ wl| < ||v| + ||w] fir alle v,w € V
(Dreiecksungleichung).

(ii) Ein normierter Vektorraum ist ein reeller oder komplexer VR
zusammen mit einer Norm darauf.
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Normierte Vektorraume

Satz
> Sei V ein reeller VR. Jedes Skalarprodukt (-,-) auf V' definiert
eine Norm || - || auf V:
>
VIl i= Vv, vy, vev.
Beweis.

» N1) folgt daraus, dass (-,-) positiv definit ist.

» N2) folgt aus der Bilinearitat von (-, ):
[AV]]?2 = (Av, Av) = A2{v, v) = \?||v|%.

» N3) folgt aus der CSU:

lv+wl® = [IvI® + [wll* + 2(v, w)
< vIP+lwl? +2lviliwl = (vl + lwl)?. O

365 /379



Metrische Raume

Definition
» Eine Metrik (ein Abstandsbegriff) auf einer Menge X ist eine
Abbildung d : X x X — [0,00) mit folgenden Eigenschaften:
M1) Fiir x,y € X gilt genau dann d(x,y) =0, wenn x = y.
M2) d(x,y) = d(y,x) fiir alle x,y € X.

M3) d(x,z) < d(x,y)+ d(y,z) fiir alle x,y,z € X
(Dreiecksungleichung).
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Metrische Raume

Satz

Jede Norm || - || auf einem reellen oder komplexen VR V definiert
eine Metrik d : V x V — [0, 00) durch

dixy) = x—yl, xyeV.

Beweis.

M1, M2 sind trivial. M3 folgt aus N3:

Ix =zl =[x —y+y—z] <lx=yl+ly—z O
Beispiel

» Die durch die Euklidische Norm von R" definierte Metrik d
heiBt die Euklidische Metrik des RR".
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Metrische Raume
Definition
Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(i) Eine Folge x, € X, n € N, heiBt konvergent mit dem
Grenzwert x € X,

wenn die Folge d(x,,x) € R eine Nullfolge ist.

(ii) Eine Funktion f : X — C heiBt im Punkt x € X stetig, wenn
limp—oo f(xn) = f(x) fiir jede gegen x € X konvergente Folge
xp € X.
» f heiBt stetig, wenn f in allen Punkten x € X stetig ist.

Beispiel

Sei (V.|| - ||) ein normierter VR mit zugehdriger Metrik d.

Danniist || - || : V — R eine stetige Funktion (beziiglich der
Metrik d), denn aus N3 folgt |||x]| — |l¥]l| < [|x — y||-
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Die Parallelogrammgleichung

Satz

» Eine Norm || - || auf einem reellen VR V' wird genau dann
durch ein SKP auf V induziert, wenn

> fiir alle v,w € V die Parallelogrammgleichung gilt:

() v+ wl+ v = wl? =2l|v]]? + 2| w]?.

Beweis.

‘=" Aus ||u||® = (u, u) fiir alle u € V ergibt sich (*) durch

Berechnung der linken Seite mittels der Bilinearitat des SKP.

369 /379



Die Parallelogrammgleichung

Weiter im Beweis:

“«<="" Wir definieren

1 2 2

(viw) = 2 (v +wl* = llv=wlF).

» Dann gilt offenbar (v, w) = (w, v) und {v,v) = ||v|?.

» Es geniigt daher die Linearitat von (-,-) im ersten Argument
nachzuweisen.

» Fir alle u, v’ € V gilt:

(u+d w) +(u—1d,w)
1
= 3 (Jlu+u + w|? = ||u+ v — w|?

Hllu— v+ wl? = lu— o~ w]?)

—
*
~

1 1
= S+ wl + [101%) = Sl = wi® + [[0']1%)

1
SUllu+ wll? = llu = wl?) = 2(u, w).

370 /379



Die Parallelogrammgleichung

Weiter im Beweis:

» Wir haben gezeigt, dass
(1) (u+d,w)+ (u—1d,w) =2(u,w).

» Fir u = o erhalt man (2u, w) = 2(u, w).
» Mit v=u+u und v/ = u— 1 € V erhalten wir daher aus
(1):
(viw) + (V' w) = Qu,w) = (v + Vv, w).
» Daraus folgt leicht (nv, w) = n(v, w) fiir alle n € Z.
> Einsetzen von v = Ly liefert (u, w) = n(Xu, w) fiir alle
u€ V,neZ* und somit

2) Au,w) = Xu,w)

fur alle A € Q.

» Die Stetigkeit der Norm liefert nun die Gleichung (2) fiir alle
A € R, da es zu jeder reellen Zahl X eine Folge rationaler
Zahlen gibt, die gegen \ konvergiert. O
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Die Parallelogrammgleichung
Beispiele
(i) Durch

n
Il =3l x = xe e R,
i=1

wird eine Norm auf R”" definiert.

Diese erfiillt nicht die Parallelogrammgleichung, denn z.B. ist
8=ller +ea|® + [ler — e2|® # 2][er||* + 2]l e2|* = 4.

(ii) Die Euklidische Norm auf R” ist die durch das kanonische
SKP definierte Norm: ||x|| := [|x]]2 := /> 11 (x")?.

(iii) Die Maximumsnorm
Xl max = max{[x'], x?,..., x|}

auf R” erfiillt nicht die Parallelogrammgleichung.
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Orthonormale Basen
Satz

» Sei V ein Euklidischer VR und (v;);c; eine orthogonale
Familie von Vektoren v; € V'\ 0, d.h.

vi L firalle i#j.
» Dann ist (v;)ics linear unabhingig.

Beweis.

> Sei 0= ;. Ajvj, wobei J C [ eine endliche Teilmenge ist
und \; € R.

» Daraus folgt fiir alle i € J

0= (vi, > Ajvi) = > Ai{vi,vj) = Ail|vil®

Jjed Jjed

und somit A\; = 0.

O
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Orthonormale Basen

Definition
» Sei V ein n-dimensionaler Euklidischer VR.
(i) Eine Vektor v € V heiBt Einheitsvektor, wenn ||v|| = 1.

(i) Eine orthogonale Familie (b1, ..., b,) bestehend aus n
Einheitsvektoren b; € V' heiBt Orthonormalbasis von V.

(iii) Fiir jeden Unterraum U C V heiBt der UR
Ut ={veVlvLU}

das orthogonale Komplement von U in V.

Beispiel

Die kanonische Basis von R” ist orthonormal (bez. des kan. SKP).
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Orthonormale Basen
Lemma

» Sei 3 eine nichtentartete Bilinearform auf einem
endlichdimensionalen VR V. und U C V ein UR.

(i) Dann hat der UR
U:= {veV|B(uv)=0 firalle ue U}

die Dimension dim V — dim U.

(ii) Die Unterrdume U und U’ sind genau dann komplementar,
wenn UN U = 0.

Beweis.
Sei (u1,...,u,) eine Basis von U. Der Unterraum U’ ist genau der
Losungsraum des linearen Gleichungssystems

B(uj,v) =0, firalle i=1,...,r.
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Orthonormale Basen

Weiter im Beweis:

» Somit gilt dim U’ = dim V — r, denn unter der injektiven
linearen Abbildung u +— [(u,-) gehen die Basisvektoren

u; € U in linear unabhingige Linearformen (3(u;,-) € V* lber.

» (ii) folgt aus (i) und der Dimensionsformel:

dm(U+U') = dimU+dim U —dim(UNU)

i

= dimV —dim(UNnU).

—
~
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Orthonormale Basen

Satz

» Sei U C V ein UR eines endlichdimensionalen Euklidischen
Vektorraums.

» Dann ist U+ ein Komplement zu U in V.

Beweis.

» Nach dem vorigen Lemma geniigt es U N U = 0 zu zeigen.

» Aus v € UN U™ folgt (v, v) =0 und somit v = 0.
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Das Orthonormalisierungsverfahren von Gram und Schmidt

Satz (Gram-Schmidt)
Jeder endlichdimensionale Euklidische VR V' besitzt eine ONB.

Beweis.

» Wir beweisen den Satz durch Induktion nach n=dimV € N.

» Falls dim V =1, so existiert v € V' \ 0 und b; := II%H ist eine
ONB.

» Wir nehmen an, dass jeder Euklid. VR der Dimension < n eine
ONB hat und zeigen, dass dann auch jeder n-dimensionale
Euklid. VR eine ONB hat.

» Sei v € V'\ 0. Nach Induktion besitzt der
(n — 1)-dimensionale UR v+ := (Rv)* eine ONB (by, ..., by).

» Durch b; := H%II wird diese zu einer ONB von V erganzt.

O
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Die orthogonale Gruppe

Definition
» Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer VR.

» Eine surjektive lineare Abbildung F : V. — V heiBt orthogonal,
wenn

(x) (F(v),F(w))=(v,w) firalle v,weV.

» Bemerkung: Aus (*) folgt, dass F injektiv ist. Falls
dim V < oo, so folgt daraus die Surjektivitat. Diese muss
dann also nicht gefordert werden.

» UA: Die orthogonalen Abbildungen bilden eine Untergruppe
O(V) C Aut(V), die sogenannte orthogonale Gruppe.

Beispiel
A€ O(n):=0R") <= A'A=1,.
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