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Klausur Funktionentheorie

Aufgabe 1.

Analog zum Spezialfall n = 4 von Losung 1, Blatt 9 ist die Menge zwar offen,
aber nicht zusammenhéngend. Genauer ist der Rand von M eine Vereinigung
von acht paarweise verschiedenen Ursprungsgeraden:

OM = {z€C:Rez®=0}
= {rexp(ip) : 7 € R, = {&n, n ungerade, n ~ n + 16}.

Das Komplement C \ OM besteht folglich aus sechzehn disjunkten offenen,
konvexen Zusammenhangskomponenten; und acht dieser Zusammenhangs-
komponenten bilden die Menge M:

M = {rexp(ip) : 7 >0, E(n—1) < ¢ < {E(n+1), n =0 mod 4,n ~ n+32}.
Dies sind acht keilformige Gebiete mit achtzéhliger Rotationssymmetrie um

den Ursprung, die durch die Geradenmenge OM berandet werden und die 1
enthalten.

Aufgabe 2.
Mogliche Argumente:
1. Der Integrand besitzt die komplexe Stammfunktion § — % auf dem
Gebiet C\ {0}, also verschwindet das Integral.

2. Die Funktion hat die Gestalt einer Laurentreihe um Null. Da sie nur
zwei Glieder hat, ist sie auf C \ {0} holomorph. Man liest ab, dass
das Residuum in Null verschwindet. Daher ist das Integral iiber jeden
geschlossenen Wert gleich Null. Somit existiert eine komplex Stamm-
funktion.

3. Man kann natiirlich die Integrale auch explizit berechnen. Da wir fiir
n = 0 den konstanten Weg haben, kénnen wir n # 0 annehmen.

f% (22 +272)dz = fo% dt ineint <e2int + ef2int)
— in [#e:ﬁnt + }me—mt]iﬂ -0



Aufgabe 3.

1. Die Aussage ist wahr.
Da eine Mobiustransformation (als biholomorphe Abbildung C — C)
durch das Bild dreier Punkte eindeutig bestimmt ist und Geraden und
Kreise in Geraden und Kreise iiberfiihrt, reicht es zu priifen, ob drei
Punkte auf dem Einheitskreis in die Gerade RU{oo} abgebildet werden:

T(Q)=0, T(1)=1 T(-i) = o0.

2. Die Aussage ist falsch.
Ob eine harmonische Funktion Realteil einer holomorphen Funktion ist,
héngt vom Definitionsbereich ab. Das Gegenbeispiel der harmonischen
Funktion log |z| auf C\ {0} wurde auf Blatt 4 diskutiert.

3. Die Funktion f : C\R — C, f(2) := I hat eine komplexe Stammfunk-
tion, denn f ist holomorph auf den beiden sternférmigen Zusammen-
hangskomponenten des Definitionsbereiches, ndmlich der oberen und
unteren komplexen Halbebene.

Aufgabe 4.
Wir wenden in beiden Féllen die Formel von Cauchy-Hadamard fiir den
Konvergenzradius an und finden

I m24+n\" 3
r = limsu ==
P\snz+1 2
und
r = limsup |a2|7Y/" = (limsup |a,|/")* = R* .
Aufgabe 5.
1. Wegen
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reicht es aus, das Integral der symmetrischen Funktion Wlwﬂ auf der
positiven reellen Halbachse abzuschétzen. Das Integral
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auf dem kompakten Interval ist endlich, weil der Integrand stetig ist.
Den anderen Anteil schitzen wir ab zu
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2. Der Zahler ist nie Null, der Nenner hat die beiden einfachen Nullstellen
z = +im. Dort liegen Pole erster Ordnung vor mit

| . o o—km
resesimf = (2 = 1) f(2)|smim = (2 +1m) " |ocim =
beziehungsweise
| . . ) okm
res.——imf = (2 +1m) f(2)|o=im = "7 (2 —im) " o —i =  %im

3. Wir wéahlen R so grof}; dass das Rechteck in der oberen komplexen
Halbebene den Pol im enthélt. Aus dem Residuensatz schlieffen wir

—km

/ f(2)dz = 2rmires,—y, f = e
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4. Das Integral iiber die reelle Achse ist gerade das gesuchte Integral und
gleich dem in 3. berechneten Wegintegral

00 eixk / Wefkm
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denn die Integrale {iber die drei anderen Kanten von 7y gehen fiir
R — oo gegen Null:

Wir schétzen das Integral iiber die vertikalen Réander ab. Dazu bemer-
ken wir |el(FRHOF| = o=kt ynd
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schétzen wir zunéchst das Integral iiber die vertikalen Rénder ab, wo
| f(ER+ )] < A [t

_ [ e < g kA0
1 k=0

R
was fiir R — oo und k > 0 gegen Null geht.

SchlieBlich schétzen wir noch das Integral iiber die horizontale Kante
durch iR ab:

R R e—k‘R e—k‘R
\/ FGR 4+ D)t g/ dt = 2R
“R

_r |R+m||R—m)| |R+m||R—m]| "’

was ebenfalls fiir grofle R und k£ > 0 gegen Null geht.



