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Aufgabe 1.
a) Eine Funktion f: U — C mit f(z +iy) = u(z,y) + iv(x,y) ist in 2y =

xo + iy reell differenzierbar, wenn es fiir die reellwertigen Funktionen
u,v in (29, o) stetige Funktionen AL2(z,y) gibt, so dass gilt

u,v

u(z,y) = u(zo,yo) + (v —20) AV (2, y) + (¥ — yo) A5 (7, y)
v(z,y) = v(xo,y0) + (x — 20)AY (2, y) + (y — yo)A5(z,y)

wobei AY(z9) = 9% und AY(z) = g—z jeweils die partiellen Ableitungen
nach x bzw. y sind.

Beachten wir

1 1
x—xozi(z—zo—f—z—ig) und y—yozi(z_20_7+go)

und setzen dies ein, folgt aus der reellen Differenzierbarkeit

F(2) = Flz0) (2 = 20) 5 (A1(2) = 18(2) + (2 = Zo) 3 (Aa(2) +id(2))

Dies ist eine Beziehung der gesuchten Form mit

1

Az(z) = 5

(01(2) ~ido(2))  und Az = Z(A(2) +ido(2)
mit A;(z) = A (z) +1AY(z). Umgekehrt folgt aus der Zerlegung
f(2) = f(20) + (2 = 20)Ax(2) + (2 — 20) Az(2)
mit den Beziehungen
z—zp=x—20+i(y—yo) und Z—Zyg=x—1x0—1i(y— o)
die Formel

f(2) = f(z0) + (2 = 20) (A:(2) + B2(2)) + (y — 90)1 (B:2(2) — A=(2))

Als direkte Folgerung aus a) sehen wir, dass komplexe Differenzierbar-
keit dquivalent ist zu reeller Differenzierbarkeit mit Az(z) = 0.



c) Linearitét ist offensichtlich. Geméf a) existieren in 0 stetige Funktionen
AT AY so dass gilt:

fz+h) = f(z
g(z+h) = g(z
= fg(z+h) = fg(2)

+ hAL(h) + hAL(R),

1(h)g(2) + AJ(h) f(2) + RA{AJ(h) + hA]AY(R))
(AL(R)g(2) + AY(R) f(2) + RAJAY(R) + hALAY(R))

Die Leibnizregel folgt nun aus der Stetigkeit von A{:g in A bei 0.

d) Esist 2 =2+ 1-(z— 2) 40 (z— %), woraus 22 =1 und % = 0
direkt aus a) folgt. Ahnlich ist Z=Zy+0- (2 —29) +1- (Z — Z), so dass
wiederum nach a) g—f =0 und g—g =1 folgt.

e) Da f zweimal stetig differenzierbar ist, vertauschen die partiellen Ablei-
tungen nach x bzw. y. Damit folgt die Gleichung durch direktes Nach-

rechnen.

f) Analog zur Leibnizregel in b) zeigt man fiir f differenzierbar in z, ¢
differenzierbar in f(z):

dgo f
0z

dg af dg of
(20) = %(f(zo))@(zo) + %(f(zo))g(zo)-

g) Das folgt aus f), indem wir eine Hilfsfunktion ¢ : C — C definieren
durch

$(z) = ¢(Re2) .
Es gilt dann
op 1dy 0p

—|to) = = und =0 =

0z 2 dt oz

1dy
2 dt
woraus die Behauptung folgt.

Aufgabe 2.

a) Fiir z = 0 gilt ohnehin f,(0) = 1 fiir alle » € N. Wir finden fiir z # 0

die Gleichung
az’ 1

T 1+4azr 14 -L°

az?

Halte zo € D;(0) fest und wéhle r» > 0 so klein, dass D,(zy) C D;(0).
Fiir alle z € D,(z) ist

1- fu(z)

2] <|zo| +7r=20<1.



Somit ist fiir alle z € D,.(z)

a

1= f) < —

Diese in z gleichméfige Schranke wird fiir grole v beliebig klein. Die
Funktionenfolge konvergiert also auf D;(0) lokal gleichméBig gegen die
konstante Funktion 1.

b) Sei |z| > r > 1. Dann finden wir
1+ az’| > 1 —a]|z]"|
Wegen |z| > r > 1 ist fiir v hinreichend grof8 |a||z|” > 1 und deswegen
11+ az"| > |a||z]" =1 > |a|]r” — 1

gleichméBig in z. Somit haben wir fiir v hinreichend grof3 die Abschéitzung

1
|fo(2)] < Tl —1°
was fiir grofle v beliebig klein wird. Also konvergiert fiir jedes r > 1 die
Folge auf C\ D, (0) gleichméBig gegen die konstante Funktion 0.
Fiir |z| = 1 liegen die Verhéltnisse komplizierter. f,(1) = (1 + a)! ist
konvergent, die Grenzfunktion ist aber nicht stetig im Punkt 1. Fiir z = —1
ist die Folge wegen

L fir v=0mod?2
fu(—l)—{

— fir v=1mod?2

nicht einmal konvergent.

Aufgabe 3. Seiq, := lfuzy. Dann ist
Ayl 1 1—2
a, 1 — zvtl’

also gilt lim “+ = z fiir |z| < 1. Folglich gibt es ein N(|z|) € N, so dass

ay41
ay

dem Quotientenkriterium in D;(0). Da die Schranke N monoton in |z| ist,
konvergiert die Reihe sogar gleichméfig auf jeder abgeschlossenen Teilmenge
von D1 (0).

Wegen

< 1 fiir alle v > N(|z|), also konvergiert die zugehorige Reihe nach

1
a, = —1
11—z
fiir |z| > 1 ist a, keine Nullfolge, also divergiert die zugehorgige Reihe auf
C\ D4(0).




Im Grenzfall |z| = 1 gilt: Ist z in der Menge der Einheitswurzeln @ :=
{z € C|z™ =1 fiir ein n € N}, so sind unendlich viele Koeffizienten der Reihe
und somit auch die Reihe selbst nicht definiert. Falls z € S*\ Q, so ist jedes
q € @ ein Haufungspunkt der Menge {z”|v € N}, d.h. a,, zerfillt in unendlich
viele divergente Teilfolgen, kann also selbst nicht konvergent sein.



