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Aufgabenblatt 5

Aufgabe 1. Sei f : C → C eine Funktion. Ist f reell differenzierbar, so
setzen wir für z0 ∈ C

∂f

∂z
(z0) ≡ fz(z0) :=

1

2
(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y
) und

∂f

∂z
(z0) ≡ fz(z0) :=

1

2
(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y
).

Diese Ausdrücke heißen auch Wirtinger-Ableitungen.
Zeigen Sie:

a) f ist genau dann reell differenzierbar in z0 ∈ C, wenn es in z0 stetige
Funktionen ∆z, ∆z : C → C gibt, so dass für alle z ∈ C gilt:

f(z) = f(z0) + (z − z0)∆z(z) + (z − z0)∆z(z).

Ferner gilt in diesem Falle ∂f
∂z

(z0) = ∆z(z0) und ∂f
∂z

(z0) = ∆z(z0).

b) f ist genau dann komplex differenzierbar in z0, wenn f in z0 reell dif-
ferenzierbar ist und ∂f

∂z
(z0) = 0 gilt.

c) ∂
∂z

und ∂
∂z

sind C-lineare Operatoren, für die die Leibniz-Regel gilt, d.h.
für zwei reell differenzierbare Funktionen f, g : C → C und λ, µ ∈ C
gilt

∂

∂z
(λf + µg) = λ

∂

∂z
f + µ

∂

∂z
g

und
∂

∂z
(f · g) = (

∂

∂z
f) · g + f · ( ∂

∂z
g)

und analoge Gleichungen für ∂
∂z

.

d) Zeigen Sie:
∂z

∂z
= 1

∂z

∂z
= 0

∂z

∂z
= 0

∂z

∂z
= 1

e) Sei f zweimal stetig reell differenzierbar. Zeigen Sie:

∂2f

∂z∂z
=
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4
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∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2

)



f) Vervollständigen Sie die Kettenregel für reell-differenzierbare Funktio-
nen f, g, die auf Gebieten von C definiert sind und Werte in C anneh-
men:

∂g ◦ f

∂z
(z0) =

∂g

∂w
(f(z0))

∂f

∂z
(z0) + . . . ,

Formulieren Sie die angemessenen Voraussetzungen an f und g und
beweisen Sie die von Ihnen formulierte Regel.

g) Sei ϕ : R → C eine komplexwertige differenzierbare Funktion einer
reellen Veränderlichen und f reell differenzierbar. Zeigen Sie:

d(f ◦ ϕ)

dt
=

∂f

∂z

dϕ

dt
+

∂f

∂z

dϕ

dt

(2+1+1+1+1+2+1 Punkte)

Aufgabe 2. Betrachten Sie für a ∈ C \ {0} und ν = 1, 2, . . . die Folge von
Funktionen

fν(z) =
1

1 + azν
.

a) Man zeige, dass für ν →∞ die Folge auf der offenen Kreisscheibe D1(0)
lokal gleichmäßig gegen die konstante Funktion 1 konvergiert.

b) Zeigen Sie, dass für jedes r > 1 die Folge auf C \ Dr(0) gleichmäßig
gegen die konstante Funktion 0 konvergiert.

(2+2 Punkte)

Aufgabe 3. Betrachten Sie die Reihe

∞∑
ν=1

zν

1− zν
.

a) Geben Sie alle z ∈ C an, für die die Reihe konvergiert. Begründen Sie
Ihre Antwort.

b) Wo konvergiert diese Reihe gleichmäßig?

(2+2 Punkte)
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