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Aufgabenblatt 4

Aufgabe 1. Wir zeigen (a) =(b) =(c) =(a):
)=(b) ist trivial.

(a
(b)=(c): Finde wegen der Stetigkeit in Null § > 0, so dass aus |y ||yz| - . - |yn] <

§ folgt f(y1,y2,.-.,yn) < 1. Fiir ein beliebigs n-tupel xi,z,,...z, setze
Y = ?_ /6 und finde

WSVE
H%f(xl,x%...xn) <1

i=1 "
woraus sofort die gewiinschte Ungleichung folgt.

(C)j(a): AUS f(xb 7xn) _f<p17 7pn) = Zf(pla "'7pi717xi_piaxiJrl-'-;xn)
und max{||z; — p;||} < d folgt nach (c) die Abschétzung

1 (@) = FOI < () Y Ml Wpia 18] |zsgal - - [l < 0K,
mit einer Konstante K € R, also die Stetigkeit von f.
Aufgabe 2
a) Mit Hilfe der in der Vorlesung definierten Umkehrabbildung ®~! finden
wir
q)il(x - ly) = (2:67 _2y7 xQ + yl - 1) = <x17 —Z2, CE3)

2 +y?+1
Es liegt die Spiegelung an der z;-z3-Ebene vor, die offenbar Abstédnde
erhélt.

b) Fiir das Inverse der komplexen Zahl r cos p+ir sin ¢ finden wir £(cos o—
isin @), was unter der Umkehrabbildung ergibt:

P! (L(cosp —ising)) = 1+2r2( cosgp,——singp, 1;27"2)
2rcosp —2rsing 1-—r

= ( 1472 0 1492 0 1+r2) = (xlv —Zg, _:C3)




Es handelt sich um die Hintereinanderausfithrung der Spiegelungen an
der x1-z9-Ebene und der x1-z3-Ebene, die offenbar den Abstand erhélt.

c) Man stellt die Abbildung z — —% als Verkettung
1 1
2= —Z > — = —
—z —z
dar und erhilt in kartesischen Koordinaten von R?
(I1,$27$3) — (—xh —$27$3) = (—1‘1,%, —$3) = (—Il, —Z2, —903) )

also genau die Spiegelung am Ursprung.

Aufgabe 3.

a) Da jede Mobiustransformation als Produkt einer Translation, einer

Drehstreckung und einer Inversion geschrieben werden kann, reicht es
aus, die Aussage fiir jede dieser Abbildungen zu zeigen. Die Behauptung
ist klar fiir Translationen und Drehstreckungen.
Nun sind Geraden und Kreise in C gerade die Nullstellengebilde hoch-
stens quadratischer Polynome der Form azZ + bz 4 bZ + ¢ mit a,c €
R2,b € C,bb > ac. Setzt man hier z = 1/w ein, so erhilt man eine
Gleichung derselben Form durch Multiplikation mit ww.

b) Sei T eine solche Mobiustransformation. Thr Inverses bildet die Zahlen
x1, 22, x3 € RU{oo} auf 0,1, 0o ab, ist also durch das Doppelverhéltnis

gegeben:
Z— 1 T2 —I1

2z DV (2,21, 29, 23) =
Z — I3 Lo — I3

Somit ist 7! von der Form

az+ [ .
t SeER
7Z+6m1 a?ﬁ?’y? E

kann also durch eine rein reelle Matrix beschrieben werden. Das Inverse
dieser Matrix beschreibt T und ist auch rein reell.

Aufgabe 4.

a) Folgt direkt aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen und
wurde in der Vorlesung vorgefiihrt.



b) Wir rechnen fiir

f(z +1iy) =log /a2 +y? = logx + )

direkt nach

of  x and of
or  x2 4 y2 oy 2+ 12
sowie
2f  y?— a2 . 2f a2 — P
g un g
2 22 + 12 02 22 + 12

Hieraus folgt unmittelbar, dass f harmonisch ist.

Wegen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen suchen wir
fiir den Imaginérteil eine Funktion g(z,y) mit

dg T dg Yy

Y =——— und L =-——2=—

dy 2?2+ y? Ox 22 + 12
In Radialkoordinaten finden wir

(9g agaer@@_ 1
Or Oz dr  Oydr a2+ y?

(ycosp —xsinp) =0

sowie

8g 898x+8g8y 1
dp  Oxdp  Oydp 2+y

—ysin Y — T cos =
S\ Y ® 2

Daher kommt als Lésung nur eine Funktion der Form r¢+-c in Betracht,
die aber nicht auf ganz C\ {0} stetig gewihlt werden kann.



