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Aufgabe 1. Seien V1, . . . , Vn, W normierte Vektorräume über dem gleichen
Körper mit Norm | · |. Das Produkt V1×V2× . . .×Vn versehen wir durch die
Maximums-Norm

‖(x1, x2, . . . xn)‖ := max
i
|xi|

mit einer Topologie. Sei f : V1 × · · · × Vn → W eine multilineare Abbil-
dung, also eine Abbildung, die in jedem Faktor Vi linear ist. Zeigen Sie die
Äquivalenz folgender Aussagen:

a) f ist stetig.

b) f ist stetig in 0.

c) Es gibt eine reelle Zahl c(f) > 0, so dass

|f(x1, . . . , xn)| ≤ c(f)|x1| · · · |xn| .

(4 Punkte)

Aufgabe 2. Durch die stereographische Projektion haben wir S2 ⊂ R3 mit
der Riemannschen Zahlensphäre Ĉ identifiziert.

a) Bestimmen Sie die Selbstabbildungen von S2, die den Selbstabbildun-
gen z 7→ z und z 7→ 1

z
von Ĉ, also der komplexen Konjugation und der

Inversenbildung, entsprechen.

b) Von dem üblichen euklidischen Abstand auf R3 erbt S2 eine Abstands-
funktion. Welche der oben untersuchten Selbstabbildungen von S2 er-
halten diesen Abstand?

c) Zeigen Sie: zwei Punkte p1, p2 ∈ S2 \ {N} liegen genau dann symme-
trisch zum Ursprung, wenn für ihre Bilder z1, z2 unter der stereogra-
phischen Projektion gilt z1 · z2 = −1.

(1+1 Punkte)

Aufgabe 3.

a) Zeigen Sie, dass eine Möbiustransformation Geraden und Kreise in Ge-
raden und Kreise überführt.



b) Finde die Untergruppe der Möbiustranformationen, die R∪{∞} in sich
überführt.

(2+2 Punkte)

Aufgabe 4. Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion ϕ : R2 → R
heißt harmonisch, falls sie die Differentialgleichung ∂2ϕ

∂x2 + ∂2ϕ
∂y2 = 0 erfüllt.

a) Zeigen Sie: Real- und Imaginärteil einer zweimal stetig komplex dif-
ferenzierbaren Funktion, aufgefasst als reellwertige Funktionen auf R2

sind harmonisch.

b) Man kann zeigen, dass umgekehrt jede harmonische Funktion C → R
Real- oder Imaginärteil einer komplex differenzierbaren Funktion ist.

Diese Umkehrung gilt allerdings nicht, falls man C durch C\{0} ersetzt:
Zeigen Sie, dass die Funktion C \ {0} → R, z 7→ log |z| zwar harmo-
nisch, aber nicht der Realteil einer komplex differenzierbaren Funktion
ist.

(1+2 Punkte)
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