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Aufgabe 1.

1. Esist

2 2

cos(2z) = cos“x —sin“z =2-cosz — 1

und daher

1 1
cos?(x) = 5 cos(2z) + 3

Wir finden fiir das Integral

/7r da B /” da 1 /’” da
o at+cos’z  Jo a+3icos(2z)+3  2Jy (a+3)+icosa

B /271' dz
Jo (2a+1)+cosx

Wir kénnen nun Beispiel 4.5.2 anwenden und finden

21 ™

V(2a+1)2 -1 N Va?+a

. Der Integrand f ist eine gerade rationale Funktion mit Polstellenmenge
7 = {ie"™/3 . k € {0, ...,5}}. Alle Pole sind einfach und nicht reell. Sie
sind die Eckpunkte eines reguléren Sechsecks, bei dem ein Seitenpaar
senkrecht auf der reellen Achse steht. Es liegt eine rationale Funktion
vor, bei der der Grad des Nennerpolynoms um zwei grofler als der des
Zahlerpolynoms ist. Nach Satz 4.5.4 der Vorlesung ist die Funktion
absolut integrierbar und somit auch integrierbar. Nach dem gleichen
Satz folgt

oo
x4 _ 1 x4 I 24
/0 ) dr = 5 i ) dz = 71 E reS,—¢ 7577

(eZ:Im (>0

Wir berechnen das Residuum bei der Polstelle ¢ mit der Regel von
L’Hospital zu



Relevant sind die drei Polstellen in der oberen Halbebene
21 = 1 223 = iei27ri/6

Wir finden daher fiir das Integral

> z? ™ ™ ™ 1 -
/0 xﬁ—ﬂda::8(1+2c}os§):6(1+2.§):§.

. Wir iiberlegen uns: die Funktion f(z) habe einen Pol der Ordnung m
an der Stelle zp,

f(2) =am(z—20)"™ +a myr(z —20) "4+
Dann ist die Funktion
(z—20)"f(z2) =a_m+ a_mi1(z—20) + ...
holomorph in zy und es gilt

1 dmfl
(m—1)!dzmt

=z ((2 = 20)" f(2))

res.—z(f) = a1 =

Hier ist der Integrand eine gerade Funktion mit Polen +ia der Ordnung
n, also folgt

00 dz : 1 mi drl 1
f(] (12+a2_)n = T1TIeSy—g, (z2+a2)" = (n—1)1 dzn—1 |a(z+ia)" ( |
i 1 i 2n—2)! 1
= (n71)!(_n) (-n—n+1) )T = D! (n—1)! (Zia)n—1

(20)2"=1 ((n=1)1)*~

. Sei 7§ der positiv orientierte Rand des Rechtecks mit Eckenmenge

{—-R,R,R+tiR,—R+iR} und f(z) = fz% eine rationale Funktion, die
keine Pole auf der reellen Achse hat und und fiir die gradg > gradp + 2
gilt. Aus der Vorlesung wissen wir, dass es dann Konstanten ¢ > 0 und

M > 0 gibt, so dass fiir alle z € C mit |z| > ¢ gilt

F) <L

Z|
Fiir reelle z finden wir somit auch die Abschéitzung des Betrags der
beiden Integranden

ir M
|f(z)e™] < BB

deren Summe wir untersuchen wollen. Sei R so grof§ gewéhlt, dass das
Rechteck alle Pole von f in der oberen bzw. in der unteren komplexen
Halbebene umfasst.



Wir behaupten, dass dann gilt

/ f(z)e* ™ dz = £ lim f(2)eF*dz = +27i Z res, f(z)e*” .

R Reo Jai +Re w>0
Dazu schétzen wir zunéchst das Integral iiber den rechten Rand ab:
‘fo f(R+it) B+ < fo ]f (R + it)|e~tdt
> Rz fo e'dt = R( _e_R)S%’

was fiir R — oo gegen Null geht. Das Integral iiber die linke Kante wird
dghnlich abgeschétzt und verschwindet ebenfalls im Limes R — oo.

Schliellich schétzen wir noch das Integral {iber die obere Kante ab:

| LRR fR+t) AL < f R R2+t2€_Rdt
< 2MReF _ 2Me R
— R2 - R 9

was ebenfalls fiir grole R gegen Null geht. Fiir negatives Vorzeichen
im Exponenten des Integrands gehen die Argumente analog durch fiir
das Rechteck in der unteren komplexen Halbebene. Damit ist unsere
Behauptung gezeigt.

Wir wenden dies nun auf die Funktion f(x) := (a*+ 2?)2 an, die Pole
in 4ia hat, die beide von der Ordnung zwei sind. Wir berechnen die
Residuen:

ressio f(2)et = L (2 +ia) e
o +ietiz B 2etiz ‘
o (2tia)? (ztia)3 ) |+ia

e ((:t;:iiz)Q - (:|:221a)3> = Fie (g5 + 147)

Hieraus folgt:

> cos T w —m _ e’ -2 -3
/0 (a2+x2 /f dx+/f = ?W(a +a").

Aufgabe 2

1.

Fiir jedes a; lasst sich f auf einem Kreisring um a; schreiben als

f(2) = (2 — @)™ ui(2)

mit m = ord(f;a;) und w;(z) holomorph, w;(a;) # 0. Somit ist auf
diesem Kreisring

"(z m(z—a;)™ Lu;(2)+(z—aq; ) (z
9() FF = gl

mu(2)+(z—a;)ul(z
= 9(2) ((z)fa(i)ui(z)) &




Ist g(a;) # 0, so ist daher a; ein Pol erster Ordnung dieser Funktion
und es gilt
f'(2)

res g(z) o) mg(a;) .

Ist g(a;) = 0, so ist a; eine hebbare Singularitat dieser Funktion und
das Residuum ist fiir z = a; gleich Null. Es gilt also ebenfalls

P
res g(2) O g(a;) d(f;ai)g(a:) .

Aus dem Residuensatz folgt nun die Behauptung.

Aufgabe 3.
1. Sei
hs(2) = g(2) + 5(f(2) — 9(2))
mit |s| < 1. Fiir z € 0D, (a) gilt
hs(2)[ = 1g(2)] = s| - [f(2) = g(2)] > |g(2)| = Isllg(2)] = 0

so dass hs(r) keine Nullstellen auf 0D, (a) hat. Da f und g holomorph
sind, ist auch h, holomorph. Die Funktion h, hat daher auch fiir kein
s mit |s| < 1 eine Polstellen in 0U, (a).

Betrachte den Weg v : t +— a + re® mit 0 < ¢ < 27. Dann gilt fiir die
Anzahl N, der Nullstellen von hy, jeweils mit ihrer Vielfachheit gezéhlt:

L [RE 1 @ s g )
T )T T o, g+ s(F(9) — ol2)

Das Integral ist stetig in s. Da Ny ganzzahlig ist, ist IV konstant. Somit
ist

Ny =N, =Ny =N,

und die Funktionen f und g haben in U,(a) die gleiche Anzahl von
Nullstellen.

2. Es gilt fur 2| =1
f(2) —g(2)| = |e*| = e <! <3
und
9(z) = | =3z[ =3,
so dass die Voraussetzungen aus Teilaufgabe 1 erfiillt sind. Somit haben
f und g in der offenen Kreisscheibe Ui (0) die gleiche Anzahl von Null-

stellen. Die Funktion g(z) hat nur eine einfache Nullstelle fiir z = 0,
also kann f(z) ebenfalls nur eine Nullstelle haben. Nun ist aber

I( ):61/2—g>0 und  f(1)=e'-3<0.

1
2



Nach dem Zwischenwertsatz, angewandt auf das Intervall [%, 1], folgt
die Behauptung.

Aufgabe 4.

1. Aus .
z::i:§+p-ei7r/4

schlielen wir .
22 = 1 + pel™* 4 ip?

Der Kosekans hat im Innern des Parallelogramms nur den Pol z = 0
mit Residuum 1/7. Wir finden daher

1
K =2m—=2i.

™
Andererseits folgt durch explizite Rechnung, weil die beiden vertikalen
Seiten im Grenzfall R — oo nicht beitragen,
K = [ e *dpexp(ir (ip® + pe™/* + ) cscm(pe™t + 3)
_ ffooo ei”/4dpexp(i7r (ip2 _ peiw/4 + i) cse W(pem/4 _ %)

Beim Zusammenfassen der Integranden benutzen wir die Identitét

exp(impe™*) escm(pe ™ + 3) — exp(—impel™/*) cse m(pe ™/t — 3)
exp(impel™ 1) +exp(—impel™/4) —9

exp(impel™/4) fexp(—impel™/4)

wobei wir e*™/2? = 4i ausgenutzt haben und den Kosekans durch Ex-

ponentialfunktionen ausgedriickt haben. Daher ist

K = 2¢i™/4cim/4 /_OO dpe ™" = \/_i_r . dre

wobei wir im letzten Schritt @ = \/7p substituiert haben.

2. Zwei Kanten des Parallelogramms sind parallel zur reellen Achse im
Abstand 4+Im aR. Die anderen Kanten schneiden die reelle Achse in
den Punkten —e und n—e. Die Polstellen innerhalb des Parallelogramm
sind also genau die ganzen Zahlen {0,...,n — 1} und alle einfache Pole.
Also ist nach dem Residuensatz das Integral I gerade die Summe der
Terme

(exp(2miz2/n)-(z—k)
exp(2miz)—1

(47iz/n) exp(2miz? /n)-(z—k)+exp(2wiz2 /n)
2miexp(2wiz)

= 2milim,
= exp(2mik?/n)

2milim,_,,



fir K =1,2,...n — 1. Diese Summe ist aber gerade die linke Seite der
GauBformel.

Zu I als explizites Integral iiber v tragen im Limes R — oo nur die
nicht-horizontalen Seiten bei, d.h. die beiden Teilwege

t—at—cund t— —at—e+mn, te[—R,R]

wobei hier zur positiven Orientierung von vz die Wurzel von a so
gewahlt werden muss, dass Re a < 0, also

nl+i n 1
a = — — = — — .
T 2 Tl —1

Nach Umorientierung des rechten Weges erhalten wir mit Hilfe der
binomischen Formeln:

_ exp(27i(at — €)?/n) — exp(2wi(at — € + n)*/n)
L= /R exp(2mi(at —€)) — 1

_ a/ exp(2mi(at — €)?/n)(1 — exp(4ri(at — €)))
R exp(27i(at —€)) — 1

dt

dt

= —a/Rexp(27ri(at —&)?/n)(1 + exp(2mi(at —¢)) — 1)dt
= —a/Rexp(27ri(at —)?/n) + exp(2ri(at — € +n/2)*/n) - exp(—nmi/2)dt

= a1 + exp(—nmi/2)) / exp(—(t — £/a)?)dt,
R

wobei wir im letzten Schritt die Invarianz des Integrals unter Transla-
tionen des Integranden benutzt haben. Beachten wir, dass der zweite
Faktor gleich 1+ exp(—nmi/2) =1+ exp(—mni/2)" =1+ (—i)"” und der
dritte Faktor geméf} des ersten Teils gleich fR e dt = /T ist, so ergibt
sich das Integral zu
14 (=1)"

1—i

1=V



