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Aufgabe 1. Zeigen Sie:

1. Ist ϕ : D1(0) → D1(0) eine biholomorphe Abbildung der offenen Ein-
heitskreisscheibe mit ϕ(0) = 0, so gibt es ein ζ ∈ C mit |ζ| = 1, so dass
ϕ(z) = ζz für alle z ∈ D1(0) gilt.

2. Für alle a ∈ D1(0) ist die Abbildung

ϕa : D1(0) → D1(0)
z 7→ z−a

az−1

wohldefiniert, holomorph und bijektiv mit Umkehrabbildung ϕ−1
a = ϕa.

3. Ist ϕ : D1(0) → D1(0) biholomorph, so gibt es ein a ∈ D1(0) und ein
ζ ∈ C mit |ζ| = 1, so dass ϕ(z) = ζϕa(z) für alle z ∈ D1(0) gilt.

(2+2+2 Punkte)

Aufgabe 2.
Bestimmen Sie die Art der Singularität der Funktion f im angegebenen
Punkt a.

1. f(z) = z3+3z−2i
z2+1

an der Stelle a = i.

2. f(z) = z
ez−1

an den Stellen a = 2πik mit k ∈ Z.

3. f(z) = exp
(
exp(−1

z
)
)

an der Stelle a = 0.

(1+1+1 Punkte)

Aufgabe 3.
Es sei U ⊂ C eine offene Menge mit 0 ∈ U . Sei f : U \ {0} → C eine
holomorphe Funktion.
Zeigen Sie:
f hat in 0 genau dann eine hebbare Singularität / einen Pol / eine wesent-
liche Singularität, wenn f 2 in 0 eine hebbare Singularität / einen Pol / eine
wesentliche Singularität hat.



(3 Punkte)

Aufgabe 4.

1. Es sei U ⊂ C offen, a ∈ U und die holomorphen Funktionen f, g, :
U \ {a} → C sollen in a keine wesentliche Singularität haben.

Zeigen Sie, dass dann auch die Funktionen f + g, f · g und, falls g in
einer Umgebung von a keine Nullstelle hat, f

g
in a keine wesentliche

Singularität haben und dass gilt

ω(f + g; a) ≥ min (ω(f ; a), ω(g; a))
ω(f · g; a) = ω(f ; a) + ω(g; a)

ω(f
g
; a) = ω(f ; a)− ω(g; a)

2. Es sei a ∈ C, r > 0 und f : Dr(a) \ {a} → C sei holomorph mit
Laurententwicklung

f(z) =
∞∑

n=−∞

an(z − a)n für z ∈ Dr(a) \ {a} .

Beweisen Sie: f hat in a genau dann

(a) eine hebbare Singularität, wenn an = 0 für alle n < 0 gilt.

(b) einen Pol der Ordnung k, wenn a−k 6= 0 und an = 0 für alle
n < −k.

(c) eine wesentliche Singularität, wenn an 6= 0 für unendlich viele
negative Werte von n.

(2+2 Punkte)

Aufgabe 5. Berechnen Sie die Laurentreihenentwicklung der Funktion

f : C \ {1,−2} → C
z 7→ 1

(z+2)(z−1)

für die folgenden Kreisringe um a = 0:

1. {z ∈ C | 0 < |z| < 1}

2. {z ∈ C | 1 < |z| < 2}

3. {z ∈ C | 2 < |z|}
(1+1+1 Punkte)

Abgabe: Am Montag, 18.1.2010 in der Vorlesung. Bitte schreiben Sie Ihre
Übungsgruppe erkennbar auf die Abgabe.


