Prof. C. Schweigert

Funktionentheorie Dr. Michael Carl
Wintersemester 2009/10 Department Mathematik
Universitdt Hamburg

Aufgabenblatt 10

Aufgabe 1.

Berechnen Sie mit Hilfe der verallgemeinerten Cauchyschen Integralformel
die folgenden Kurvenintegrale. Hierbei meinen wir mit |z — a| = r den ge-
schlossenen Weg ~(t) = a + rexp(it) mit 0 < ¢ < 27.
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(1+1+1 Punkte)

Aufgabe 2.

1. Sei U C C ein Gebiet. Sei f : U — C eine holomorphe Funktion. Sei
die abgeschlossene Kreisscheibe D, (zp) in U enthalten. Falls

[f(z0)] < min [f(z)]

|z—z0|=r

gilt, hat f in D, (2o) eine Nullstelle.

Hinweis:

Betrachten Sie die Funktion g(z) := 1/f(z).

2. Es sei f eine nicht konstante holomorphe Funktion auf einem Gebiet
U. Zeigen Sie, dass dann auch die Bildmenge f(U) wieder ein Gebiet
ist.

(243 Punkte)

Aufgabe 3.



1. Essei f : C — C eine ganze Funktion und wq, ws € C linear unabhéngig
iiber R. Es gelte

fz4+w) = f(z+wy) = f(z) firalle zeC.

Zeigen Sie, dass f dann konstant ist. Es gibt also keine interessanten
doppelt periodischen Funktionen auf C.

2. Sei f: C — C ganz und der Realteil von f sei nach oben beschrénkt.
Zeigen Sie, dass f dann konstant ist.

Hinweis:
Betrachten Sie die Verkettung z +— exp(f(2)).

(242 Punkte)

Aufgabe 4.

1. Es sei f : C — C ganz und nicht konstant. Zeigen Sie, dass zu jedem
w € C und jedem € > 0 ein z € C existiert, so dass |f(z) — w| < e
(Dies bedeutet, dass das Bild einer ganzen Funktion f dicht in C liegt.)

2. Es seien U,V C C Gebiete und f : U — C und g : V — C holomorphe
Funktionen mit ¢g(V) C U. Zeigen Sie: ist ¢ nicht konstant und f o
g(z) =0 fiir alle z € V, so ist f = 0.

(242 Punkte)

Abgabe: Am Montag, 11.1.2010 in der Vorlesung. Bitte schreiben Sie Thre
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