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1 Grundlagen

1.1 Logik
1.1.1 Was es bedeutet

Eine Aussage ist immer entweder wahr oder falsch.

Beispiel 1.1. 1) “Es gibt keine rote Kreide im Karton”. Nach dem 6ffnen des Kar-
tons kann dies eindeutig bewertet werden. Also ist dies eine Aussage, auch
wenn wir nicht immer wissen, welchen Wahrheitswert sie besitzt. Entweder die
Aussage oder ihre Negation ist wahr.

2) “Vollkornbrot schmeckt gut” ist keine Aussage, denn ihre Negation ist ebenso
unentschieden, wie der Satz selbst. Es geht hierbei um eine Meinung, nicht um
eine Aussage.

3) “n ist groker oder gleich Null” (n > 0) ist keine Aussage, denn es héngt von dem
Wert von n ab, ob der Wahrheitswert wahr (w) oder falsch (f) ist. (Natiirlich
miissten zunéchst auch alle anderen Begriffe wie “grofser oder gleich” oder “Null”
erldutert werden.)

Aber:

3a) “Fiir jede natiirliche Zahl n gilt n > 0.” ist eine wahre Aussage.

3b) “Fiir jede reelle Zahl n gilt n > 0” ist eine falsche Aussage, da —1 ebenfalls
eine reelle Zahl ist, jedoch nicht > 0.

3c) “Es gibt eine reelle Zahl n so dass n > 0” ist eine wahre Aussage, da 0 eine
reelle Zahl ist.

Wir sehen also, dass eine Aussage wahr oder falsch unabhéngig von dufteren Um-
stdnden sein muss.
Ein Pradikat hingegen kann Variablen (Unbekannte) enthalten, durch einsetzen von
Werten fiir diese Variablen wird das Priadikat zu einer Aussage. Wir verwenden dafiir
die folgenden Quantoren

o VV (“fiir alle”)

e J (“es existiert”)

e 7 (“es existiert nicht/kein”)
Beispiel 1.2.

1. “Vz reell gilt 22 > 07 ist wahr.

2. “Jx ganze Zahl so dass 22 = 5 ist falsch.



3. “# blaue Tomaten” oder “V Tomaten x ist x nicht blau” (hier muss man prinzipiell
“blau” und “Tomate” noch genau definieren). Diese Aussage ist vermutlich war,
jedoch konnen wir es derzeit nicht Beweisen.

Bemerkung. JzP(x) kann “gezeigt’/bewiesen werden, indem wir ein = angeben,
das die Eigenschaft P(x) besitzt. Dies bezeichnet man dann als einen konstruktiven
Beweis. Es gibt aber auch Fille, wo andere Beweise existieren. Die Aussage kann
jedoch allein durch Angabe von (beliebig vielen) Beispielen nicht widerlegt werden.

Bemerkung. Analog kann VzP(x) nicht allein durch Priifen von Beispielen fiir x
bewiesen werden (ausser die Zahl der moglichen z ist endlich und klein genug, damit
dies auch praktisch durchfiihrbar ist). Sie kann aber durch Angabe eines Gegenbei-
spieles widerlegt werden.

Beispiel 1.3. Vz,y ganzzahlig gilt  + y = y + 2. Wenn wir fiir 1000000000 Werte
von x und y iiberpriifen, ob diese Aussage fiir diese Werte von x und y stimmt, so ist
dies noch immer kein Beweis, auch wenn wir intuitiv dadurch iiberzeugt sind, dass
die Aussage wahr ist. Fiir einen Beweis ist es notwendig, dass wir “verstehen”, was
eine ganze Zahl ist und wie die Addition + auf ganzen Zahlen definiert wird, also
was x + y formal bedeutet.

Beispiel 1.4. “Vz reell positiv gilt xlogx < 1 ist falsch, denn wir kénnen als Ge-
genbeispiel x = e betrachten, da gilt loge = 1 und e > 1, also damit eloge > 1.
Aber: “ Vz reell positiv gilt zlogx # 2 kann zwar auch durch Angabe einer Losung
der Gleichung z log z = 2 widerlegt werden, jedoch kann man dieses z nicht explizit
angeben. Man kann jedoch beweisen, dass es sie gibt. Dies gehort aber zum Gebiet
der Analysis.

Fazit: Der Wahrheitswert einer Aussage hdngt nicht davon ab, wie einfach oder
schwierig sie zu beweisen ist. Es gibt Aussagen, deren Wahrheitswert unbekannt ist,
fiir die es also weder einen Beweis, noch einen Beweis ihrer Negation bekannt ist.
Dies fiihrt uns zu den Begriffen

e “Vermutung”, falls man Behauptet, ein Beweis sollte irgendwann zu finden sein.

e “Axiome”, falls man annimmdt, dass sie wahr ist, und man schétzt, dass sie aus den
bestehenden Aussagen nicht bewiesen werden kann. Die Axiome sind Grund-
bausteine der Logik/Mathematik.

Beweis: Es gibt grundsétzlich zwei Mdoglichkeiten, eine Aussage zu beweisen.

- Logik: Beweis durch strenge Regeln, die auf bestimmte Zeichenreihen bestehend
aus einer gewissen Menge an Symbolen angewandt werden kénnen. Dieses Ver-
fahren ist sehr gut fiir Computer geeignet.



- Mathematik (aufserhalb der Logik): Man iiberzeugt sich davon, dass ein Beweis im
Sinne der strengen Logik mdglich ist und schreibt eine fiir Menschen verstand-
liche Fassung davon auf.

Wir werden spéter noch Beispiele dazu angeben, aber hierfiir bentigen wir vorerst
einen Formalismus, um das zu ermoglichen.

1.1.2 Regeln der Logik

Sei A eine Aussage. Dann ist A (“non A” = “nicht A” = “Negation von A”) wahr
genau dann, wenn A falsch ist und falsch genau dann, wenn A wahr ist.

AV B (“A oder B”) ist genau dann wahr, wenn A wahr ist, oder B wahr ist (oder
beide). Man bezeichnet A V B auch als die Disjunktion von A und B.

AN B (“Aund B”) ist genau dann wahr, wenn sowohl A als auch B wahr sind. Man
nennt A A B auch die Konjunktion von A und B.

Wir kommen nun zum Begriff der Wahrheitstafel: Wir stellen sie wie folgt dar:

B
A w | f

w

S

wobei man in die frei gebliebenen Felder die Wahrheitswerte von AV B, A A B etc.
eintragen kann, zum Beispiel fir A A B:

B
A wlf
w w | f
f I r
Haufiger stellt man sie aber in der folgenden Form dar:
A|B|-A|AVB|AANB|A=B| A& B
wlw| f w w w w
wl| f|f w / / /
flw] w w f w f
Jlf]w / / w w

wobei wir A = B (“Implikation”) als “A impliziert B” oder als “aus A folgt B”
verstehen wollen und A < B (“Aquivalenz”) als “A gilt genau dann, wenn B gilt”.

Ubung. A < B hat die gleichen Wahrheitswerte wie (A = B) A (B = A).

Bedeutung: Wenn man A < B beweisen will, so beweist man oft A = B und
B = A. In nur wenigen (einfachen) Fillen ist es moglich, die Aquivalenz zweier
Aussagen ohne diese Trennung der Implikationsrichtungen zu beweisen.



Bemerkung. A = B ist dquivalent zu ~A V B (Ubung), d.h. wenn A falsch ist, so
stimmt die Implikation A = B immer, d.h. etwas Falsches kann alles implizieren.
A = B kann also wahr sein, ohne dass A oder B wahr sind.

Bemerkung. Der Schwerpunkt bei einer Aussage vom Typ A = B liegt in dem
“Pfeil” (der eine asymmetrische logische Verbindung zwischen A und B darstellt:“falls
A, dann B”), und nicht in dem tatsaechlichen Wahrheitswert der Aussagen A und B.
Die Implikationen sind die Grundbausteine eines Beweises (siehe insbesondere Satz
unten). Die Aquivalenzen ebenso (eine Aquivalenz lisst sich aber in einem Paar
von Implikationen zerlegen - Satz a).)

Satz 1.1.

(a) A VB< BV A

(b) ANB< BANA

(c) (AVB)VC & AV (BVC)

(d) (ANBYAC < AN (BAC)

(e) (AVB)AC & (ANC)V (BAC)
(f) (ANB)VC & (AVC)A(BVC)
(g) (AANB) < -AvV-B

(h) -(AvV B) & -AAN-B

(i) ~(-A) = A

Beweis. Wir beweisen hier nur exemplarisch (e):

A|B|AVB|C|(AVB)AC | (AANC) | (BANC)| (ANC)V(BAC)
w | w w w w w w w
wiw| w |f f / f f
w| f w w w w f w
w|f| w |f f f f f
flw w w w f w w
flw| w |Ff f / f f
flr) r |w f ! f f
Firy r |r f / f f

Man kann also an der fiinften und letzten Spalte ablesen, dass sie fiir alle Belegungen
von A, B,C den gleichen Wahrheitswert liefern, also sind sie dquivalent. Der Rest
der Regeln bleibt als Ubung zu beweisen. O



Es gelten die folgenden Regeln:

Vz: A(z) A B(z) < Vo: A(x) AVz: B(z)
Jx: A(z) V B(z) < 3x: A(x) vV Iz: B(x)

Jedoch lassen sich die folgenden nicht zerlegen:

Va: A(z) V B(x)
dx: A(z) A B(z)

Beispiel 1.5. Wir defineren A(x) < x = 1 und B(z) & x # 1. Dann gilt
Va: A(x) V B(x) < w. Es gilt jedoch Va: A(x) < f und Vz: B(z) & f.

Vorrangsregeln: Um die Schreibweise zu erleichtern und die Anzahl der Klam-
mern zu reduzieren, wir legen in logischen Konstruktionen die folgende Vorrangsregel
fest: = wird zuerst angewandt, dann A und V, und danach = und <.

Satz 1.2.

a) (A= B)AN(B=A)< (A< B)

b) (A B)AN(B& ()= (A< 0)

c)  A=B)ANB=C)=(A=0)

Dies lisst sich auch verallgemeinern zu

b,) (A1 & A)) N (A2 & As) N .. A (A1 & Ay) = (A1 & Ay)
cn) (A1 = A) AN (A2 = A3) N A (Ao = Ap) = (A1 = 4y)

Die Aussagen (a)-(c) lassen sich iiber Wahrheitstafel priifen (Ubung), (b,) und
(cn) bendtigen Induktion (siehe unten).

Bedeutung: c¢). und seine allgemeinere Form ¢, ). stellt eine generelle Strategie
fir (komplizierte) Beweise dar: durch Folgen von einfachen Implikationen kénnen
also andere bewiesen werden, also die Wahrheitswerte einer Aussage (zum Beispiel
A, aus ¢,) aus den Wahrheitswerten von A; konnen “stufenweise” hergeleitet wer-
den. Ahnliches gilt fiir b)., bzw. b, )., wobei die Aquivalenzen laut a). als “doppelte
Implikationen” gesehen werden kénnen.

Satz 1.3.
a) (A= B) < (-mAV B)
b) (A= B) < (B = —A)



Verneinung (Negation) von Implikationen: —(A = B) ist keine Implikation,
denn man kriegt in der Wahrheitstafel 1x den Wert wahr, jedoch 3x den Wert falsch,
was nicht der Wahrheitstafel einer Implikation entspricht.

Beweistechnik fiir A = B:

1. Direkter Beweis: Man nimmt an, A sei wahr und benutzt dann andere Axiome
oder bekannte Sétze und beweist damit, B sei wahr. Insbesondere mithilfe von
b,, und ¢,, aus dem Satz oben.

2. Indirekter Beweis: Man nimmt an, B sei falsch und beweist, dass dann auch A
falsch sein muss. Dies entspricht genau der Aussage des obigen Satzes.

3. Widerspruchsbeweis: Man nimmt an, A sei wahr und B sei falsch. Man leitet dann
aus diesen Annahmen einen Widerspruch her, woraus man schliefsen kann, dass
die Annahme, dass B nicht gelte, falsch wahr. Das heifst man zeigt A A =B ist
falsch, d.h. =(AA-B) < —~AV B < (A A B) ist also wahr.

1.2 Mengenlehre

Eine Menge A besteht aus ihren Elementen p. Wir schreiben p € A (“p ist Element
von A”), falls p zu A gehort, oder auch A > p (“A enthélt p”). Falls p nicht zu A
gehort, so schreibt man p ¢ A. Beispiele fiir Mengen sind die folgenden:

N ={0,1,2,...} Menge der natiirlichen Zahlen
N*:=N\ {0} = {n € N|n# 0} Menge der nichtnull natiirlichen Zahlen
Z=A..,-2,—-1,0,1,2,....} Menge der ganzen Zahlen

Q= {p |lp€eZ,qe N*} Menge der rationalen Zahlen
q
R = Menge der reellen Zahlen (siche Analysis)

Es gilt:
NCZCQCR

Ein weiteres Beispiel fiir eine Menge ist @ = leere Menge. Sie enthélt kein Element.

Bemerkung. Die Reihenfolge oder das mehrfache Auftreten eines Elementen in
einer Menge ist irrelevant. Das heifit es gilt, zum Beispiel:

{1,2,3} ={1,1,3,2}
Definition 1.1.

() A=B & Va: (re A= x€B).



(b) AC B & Va:(x € A= z € B). Es heifst dann A Teilmenge von B, und
A C B ist die Inklusion der Mengen A in B.

(c) P(A):={M | M C A}. Es heift P(A) die Potenzmenge von A.

Die Symbole < und := zeigen, dass die entsprechende Aquivalenz, bzw. Glei-
chung eine Definition darstellt. Bei manchen Authoren (und in dieser Vorlesung)
wird C auch C geschrieben. Andere Authoren dagegen benutzen das Symbol C nur
bei Inklusionen ohne Gleichheit.

Beispiel 1.6.
P(2) = {2)
P({2}) = {2.{z}}
Satz 1.4. Es gilt:
(a) ACBANBCA< A=B
(b)) ACBABCC=ACC

Definition 1.2. ANB = {z | z € A Az € B} heifit der Schnitt (oder Durchschnitt,
Schnittmenge) von A und B.

AUB:={z |z €AV z € B} heift die Vereinigung von A und B.

A\B = {z|z€A A z ¢ B} heift (Mengen-)Differenz von A und B, oder auch
“A ohne B”.

Satz 1.5. Seien A, B,C Mengen. Dann gelten folgende Regeln:
(a) AUB=BUA

(b) AnB=BnA
(Kommutativitit der Vereinigung (a), bzw. des Durchschnitts (b))

(c) (AuB)UC =AU (BUCQC)

(d) (AnB)NnC=An(BNC)
(Assoziativitat der Vereinigung (c), bzw. des Durchschnitts (d))

(e) (AUB)NC =(ANC)U(BNC)

(f) ( ANnB)UC =(AUC)N(BUC)
(Distributivitat der Vereinigung bzgl. des Durchschnitts (e), bzw. des Durch-
schnitts bzgl. der Vereinigung (f))

Bemerkung. Esgilt: AUA=A, ANA=A, AU =A, ANY =0.



Komplemente: Seien A, M Mengen und A C M. Wir bezeichnen durch Cy4 =
M\ A.

Satz 1.6. Seien A, B Teilmengen von M. Dann gilt:

(a) Ciaupy=CanNCp

(b) Cianp) =CaUCp

(c) Cc, = A

1.2.1 Quantoren iiber Mengen
Ve e M: P(x) & Ve: (x € M = P(x))
Jre M: P(z) < 3Jz: (v € M ANP(x))

Negation von Quantoren:

—(3z: P(x)) & Vz:-P(x)
—(Vz: P(x)) & dz:-P(x)

Fiir Quantoren tiber Mengen:
-~(Vx € M: P(x)) & Jz e M: -P(x)
—(3x € M: P(x)) & Vz e M: =P(x)

Beispiel 1.7. Seien k € N\ {0} und n € Z. Man sagt, dass “k teilt n” oder “n teilbar
durch k7, oder - in Zeichen -
k|n

genau dann, wenn gilt:
dp € Z:n = kp.

Anders gesagt n € kZ. Die Negation hiervon ist
—~(Ip€Z:n=kp) <= VpeZ:n#kp.

Alternativ natiirlich n ¢ kZ. Man sagt dann, dass n nicht durch k teilbar sei. Gerade
Zahlen sind solche, die durch 2 teilbar sind, ungerade Zahlen die, die nicht durch 2
teilbar sind.
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1.3 Das Prinzip der vollstandigen Induktion

Es gibt das sogenannte Wohlordnungszprinzip fiir N. Es besagt: VA C N nicht leer
besitzt ein minimales Element. Mit Quantoren:

VACNA#AZ:dIne A:Vke A:n<k
Man schreibt dann n := min A.
Bemerkung. Das kleinste Element ist eindeutig bestimmt.

Man kann manchmal auch fiir A C Z,Q,R ein kleinstes Element min A und ein
groftes Element max A definieren. Diese miissen jedoch nicht existieren. Solche Bei-
spiele werden oft in der Analysis gesehen.

Satz 1.7 ((Vollstandige) Induktion). Sei P(-) ein Pradikat, das fir jedes n € N eine
Aussage P(n) bildet. Wenn gilt:

1) P(0) & w (Induktionsanfang)
2) ¥Yn € N: P(n) = P(n+ 1) (Induktionsschritt).
so ist P(n) wahr ¥Yn € N. (Induktionsschluss)

Beweis. Sei M := {k € N| P(k) falsch}. Falls M # &, sei ng := min M. ng = 0
kann nicht sein, da dies 1) widerspricht. Falls ny > 0, so ist ng — 1 € N und es gilt
damit P(ng — 1), da ng das kleinste Element war, fur das P(n) nicht gilt. Mit 2)
folgt dann, dass P(ng) wahr ist. Dies ist ein Widerspruch, also muss die Annahme
M # & falsch gewesen sein. O

Bemerkung (Variante des Induktionsschemas). Sei ny € Z fest. Es gelte:
1) P(ng) ist wahr.
2) Yn€ny+ N: P(ng) NP(ng+1)A.... ANP(n) = P(n+1).

Dann gilt (Vn € ng +N: P(n)) ist wahr.

Beispiel 1.8. Wir wollen zeigen: 1+2+...+(n—1) = w Dies ist unser (P(n)).
Wir wenden Induktion an:
P(1): 0 =0 ist wahr

. . P(n) n(n—1) _ n(n+1) .
Pn)=Pn+1): 1+2+3+...:(n—1)+n = =5—=+n=—5—. Also ist

P(n + 1) wahr.

Bemerkung. Im Induktionsschritt P(n) = P(n+ 1) wird oft P(n) Induktionssvor-
aussetzung und P(n + 1) Induktionsbehauptung genannt.
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Definition 1.3. Das Symbol fuer die mehrfache Summe >}, a; wird wie folgt
(rekursiv) definiert:

1) 212:10 ag =0
2) Vn e N: 327 g ap = (302p ax) + an
Man schreibt dann also 1 42+ 3+ ... +n genauer als > ;_, k.

Definition 1.4. Analog zu >"}_ aj definieren wir das Symbol fuer mehrfache Pro-
dukte [];_, rekursiv wie folgt:

1) Hl;:lo ap=1
2) HZ:O ar = ( Z;(l) a) - an

Hier, wie bei der Summen, braucht der Index nicht unbedingt die Werte von 0
nach n zu nehmen, sondern kann von ng nach mg > ng, mit n,, m, € Z:

mo mo
E Q= Gpy + Ano+1 + -+ + Ay, bZW. H A = Gpg * Opg41 * " * Qmg -
k=ng k=ng

Héufig wird ng = 1 getroffen. Man kann auch mg < ng zulassen, dann wird die obige
Summe als Null definiert, bzw. das obige Produkt gleich 1 per Definition gesetzt. Im
Allgemeinen sind die Symbole, die fiir die Indizen verwendet werden, unwichtig:

n n
E ap = E ai,
k=1 i=1

wichtig ist, dass der laufende Index im Summenzeichen (also k, bzw. i unter der
Summenzeichen) ist derjenige, der in der Beschreibung der Summenterme verwendet
wird (Analog fiir Produkte). Man soll also die (ungenauere, aber) anschaulichere
Darstellung

ar+ag+---+ap, bzw. b_1-bg----- bni2

durch Auswertung der laufende Indizen in dem vorgeschriebenen Wertebereich her-

geleitet werden:
n+2

iak, bzw. H b;.
k=1

1=—1

Daher sind z.B. die folgende Summen gleich:

n n—1
> ak =2 0
k=1 7=0

12



dagegen ist Zz;ll aj von den obigen verschieden (es sei denn, die Differenz, die aus
dem “weggelassenen” Term a,, besteht, Null ist). Beim Vergleich zweier Summen ist
also nicht die Erscheinung der Terme (also ay, oder ay, oder b;) entscheidend, sondern
die Werte, die diese Terme nehmen, wenn man die laufende Indizen jeweils durch die
vorgeschriebene (d.h. durch die im Summenzeichen angegebene Wertgrenzen “von
(untere Grenze) nach (obere Grenze)”) Wertebereiche ersetzt. (Analog fiir Produkte)

Beispiel 1.9 (rekursive Definition der Fibonacci-Zahlen). Wir definieren: Fy :=
1L,F=1und Fyo = F, + Fr1

Ubung. Man beweise: Ing € N: VYn > ng: F, > n?.

1.3.1 Teilbarkeit und Division mit Rest

Definition 1.5. Sei z € R. Der Betrag (Absolutwert) von z ist die folgende nicht-

negative reele Zahl:
| = z x>0
)] —x <0

Intuitiv ist der Betrag “die Zahl ohne Vorzeichen” oder “die Entfernung (der Ab-
stand) zu 0”.

Satz 1.8 (Eigenschaften der Teilbarkeit). Fir a,b,m,l,n € Z gilt:

(a) mla N a#0 = m <|a

(b) m|n ANn|lm = m=n

(c)lin Anjm = [l|m

(d m|ja AN m|b = m|aa+pb fira,fecZ

(e) m|la ANn|lb = m-n|la-b

Satz 1.9 (Division mit Rest). Es seia € Z,b € N*. Dann
Ngez, Are{0,1,.,b—1}:a=bg+r

Bemerkung. Das Symbol 3! bedeutet "es gibt genau ein”, oder "es gibt ein |...] und
es ist eindeutig”. Genauer gesagt,

(Az: P(z)) = (Fz: P(z)) A (Vor,22: (P(z1) A P(x2) = (21 = 22)))

Beweis.
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Existenz: Wir definieren M := {a —bglqgEZNa—bg> O}. Es gilt M C N und
M # @, denn a — (—|a|b) € M. Sei r := min M. Dann gilt » > 0. Falls
r>bsogiltr>r—5b2>0und r—>b¢& M. Dies kann nicht sein. Also gilt
r € {0,1,....,b—1}. Nach Definition von 7 gibt es dann ein ¢ € Z so dass
a=qb+r.

Eindeutigkeit: Falls a = bg+7 = bg' + 17, so gilt b | (r — /). Also [r — 1’| > b oder
r—r' =0. Aber es gilt r,7" € {0,1,...,b — 1}. Also |r - r’| < b—1 und damit
r = r’. Dies impliziert dann ebenfalls ¢; = g2, weil b(¢1 — ¢2) = 0 und b # 0.

O
Definition 1.6. p € N heifit Primzahl, fallsp > 2und Vn e N: (n|p=>n=1Vvn =
D.
Satz 1.10. Vn € N,n > 2 gilt: n ist das Produkt von Primzahlen.
Beweis. Durch Induktion iiber n. Wir definieren hierzu P(n) 1< n = p - ... - py fiir

irgendwelche Primzahlen p;.
n = 2: Esist P(2) offenbar wahr.

P(2)ANP(3)A...ANP(n—1)= P(n): Falls n > 2 Primzahl ist, so n = n und damit
P(n) wahr. Falls n keine Primzahl ist, so schreibe n = nj - ng mit 1 < ny,ns.
Wir wissen dann P(ni) A P(ns), also

k1 ko k1 k2
anHPj A HQZHqi=>HZH1H2=HPj'qu'
j=1 i=1 j=1 =1

ist ein Produkt von Primzahlen p; - ... - pg, - q1 - ... - Qk,-

Satz 1.11 (Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Sei P = {p eN|p Primzahl}. Falls P endlich ist, so ist P = {p1,...,pr}
mit k := #P = |P| die Anzahl an Elementen in P. Sei nun N = (H?:l pj) + 1.
Dann ist N entweder selbst eine Primzahl (Widerspruch), oder N ist ein Produkt
von Primzahlen. Aber es gilt p; { N Vj € {1,,,k}, da sonst p; | N und p; | Hle i
gelten miisste. Dann wiirde aber auch mit obigen Regeln {iber die Teilbarkeit folgen:
pj | N — Hi-c:l pi, also p; | 1. Dies kann aber nicht sein. O

Definition 1.7 (Grofiter gemeinsamer Teiler, Teilerfremdheit).
a) Seien a,b € Z,a # 0V b # 0. Dann definiert man

ggT(a,b) =max{m eN| m|a A m|b}
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b) Falls ggT(a,b) =1, so heiflen a, b teilerfremd.

Beispiel 1.10. Es gilt ggT(6,16) = 2, ggT(2,5) = 1, also sind 2 und 5 teilerfremd.
Seien allgemein p # q zwei Primzahlen. Dann gilt p*1, ¢*2 sind teilerfremd.

Satz 1.12 (Bézout). Seien a,b € Z und a # 0V b # 0. Dann
geT(a,b) =min{az+by |2 €Z N y€Z A ax+by € N*}

Beweis. Wir setzen M = {aa:+by|az€Z NyezZ N aaz+by€N*}. Dann gilt
g # M CN= Im:=min M, m = axg + byo.

1. Wir zeigen: ggT(a,b) < m. Das folgt aus dem Satz iiber die Teilbarkeit (e) und

(a).

2. Wir zeigen: m < ggT(a,b). Division mit Rest liefert: a = mqg+r,q € Z,0 < r < m.
Also r = a — m(axg + byg) € N* also falls r # 0, r € M und r < m.
Widerspruch. Also 7 = 0 und m | a. Analog m | b. Dann gilt m < ggT(a,b), da
ggT(a,b) die grofte Zahl ist, die sowohl a als auch b teilt. Also folgt zusammen
m = ggT(a,b).

O

Korollar 1.13. k|a A k|b = k|ggT(a,b).

1.4 Kartesische Produkte

Seien A, B Mengen. Ein Paar (a,b) mit a € A,b € B ist charakterisiert durch die
Eigenschaft

(a,b) = (V) ma=d N b=V

Zum Beispiel kann das Paar (a, b) wie folgt definiert werden: (a,b) == {{a},{a,b}} C
P(AUB) bzw € P(P(AU B)).

Wir kénnen damit definieren A x B := {(a,b) | a € A,b € B} heit das kartesische
Produkt der Mengen A und B.

Definition 1.8. Seien Ay, ..., A Mengen fiir £ > 2. Wir setzen
Ay X . X A = {(al,...,ak) ’ Vi € {1, ,k} a; € Al}

heift das kartesische Produkt der Mengen Ay, .., Ag. Die "k-Tupel” (ay,..,a;) und
(b1, ..., b) heifen gleich & a; = by A ... A ap =by. Falls A; = A firi=1,..,k, so
schreibt man A% := A x A x ... x A (k-Mal). Es ist dann A' := A.
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1.5 Relationen

Definition 1.9. Seien A, B Mengen und R C A x B. Dann heift R = (A, B, R)
eine Relation zwischen (Elementen von) A und (Elementen von) B. Ist A = B, so
heifst R dann Relation auf A. Man schreibt x ~ y 1< (x,y) € R, oder auch x ~g y.
Man schreibt auch (A, ~g) oder (A, ~) anstatt (4, A, R).

Beispiel 1.11. Man kann die Relationen (R, <), (R, <), (R, >), (R,=) betrachten.
e e e e

a b c
Es gilt dann beispielweise:

Ry ={(x,y) € B | o <y}
Rd:{(x,x) |:U€]R}

1.5.1 Eigenschaften von Relationen

Definition 1.10.

a) (X,~) heift reflexiv, falls Vo € X: z ~ .

c) (X,

2

(

b) (X, ~) heifft symmetrisch, falls Vz,y € X: (z ~y =y ~ )

) heiflt transitiv, falls Va,y,z € X:x ~y A y~z = x~ 2z

d) (X,~) heifst antisymmetrisch, falls Ve, y e X:z ~y A y~z = z=1y.

(
e) (X, ~) heift Aquivalenzrelation, falls sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
(X,~)

f) (X, ~) heift Ordnungsrelation, falls sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch

1st.

Beispiel 1.12. 1) Fiir eine beliebige Menge X ist (X, =) eine Aquivalenzrelation.
2) (R, <) ist eine Ordungsrelation.

3) (P(A), Q) ist ebenfalls eine Ordnungsrelation.

4) Sei m € N\ {0}. Eine Relation auf Z kriegen wir so: Wir definieren a ~ b :< m |
(a — b) Man schreibt dann auch a = b (mod m) und sagt ”a ist kongruent zu
b modulo m. Dann ist (Z, ~) eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Gilt wegen der Teilbarkeitseigenschaft m | pAm | ¢ = m | ap + Bq
flir o, 6 € Z. O

Definition 1.11 (Aquivalenzklasse). Sei (X, ~) eine Aquivalenzrelation. Fiir a € X
definieren wir [a] :== {z € X | z ~ a}. Es heiRt dann [a] Aquivalenzklasse zu a.
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Bemerkung. Es gilt immer [a] = [b] falls a ~ b oder [a] N [b] = 0, falls a = b.

Beispiel 1.13. Man kriegt in unserem Beispiel der Kongruenz modulo m fiir m €
N\ {0} die m verschiedenen Aquivalenzklassen aus Zy, = {[0], [1], ..., [m — 1]}. Man
schreibt dann auch [a] = a + mZ und bezeichnet [a] dann auch als Kongruenzklasse
von a modulo m und Z,, als die Menge der Restklassen modulo m.

Bemerkung. Man kann sich fiir eine Aquivalenzrelation (X, ~) die Menge X als
eine Menge von Gegenstidnden die Relation x ~ y als "z hat die gleiche Farbe wie y”
vorstellen.

Beispiel 1.14. Es sei X = {1,2,3},Y = {1,2} und R C X x Y gegeben durch
R=1{(1,2),(3,1),(3,2)}. Man kann sich diese Relation leicht an einem Bild veran-

schaulichen.

Umkehrrelation Ist (X, Y, R) eine Relation, so bezeichnet man (Y, X, R~!) mit
R'={(y,2) €Y x X | (z,y) € R} als die Umkehrrelation von R. Es gilt dann
(R"H~' =R

1.6 Funktionen, Abbildungen

Definition 1.12. Eine Relation (X,Y,R) mit der Eigenschaft Va € X, 3ly €
Y: (z,y) € R heift Funktion (Abbildung) von X nach Y. Man bezeichnet dann

y als "Funktionswert von f: X — Y an der Stelle 2”: y = f(x) oder = »i> y. Man
nennt dann X den Definitionsbereich und Y den Wertebereich von f. R ist dann der
Graph von f, graph(f) := {(z, f(z)) [z € X} C X x Y.

Beispiel 1.15. a) f: {1,2,3} — {1,2} mit f(1) = 2, f(2) = 1, f(3) = 1 ist eine
Abbildung.

b) f:[0,1] — R, f(x) = 22 ist eine Abbildung.

c) Sei (X, ~) eine Aquivalenzrelation. Dann ist f: X — P(X),a + [a] eine Funkti-
on.

d) Eine Abbildung f: {1,...,n} — Xj U...U X,k — z} € X}, ist ein n-Tupel
(xl,...,xn) € X1 x - x X,

Allgemeiner sei I eine (Index)Menge und M eine Menge. Dann heift f: I — M
ein I-Tupel. Dieses bezeichnet man dann auch als Familie von Elementen aus
M. Man bezeichnet mit M’ die Menge {f: I — M}. Dies ist eine Verallgemei-
nerung von A" :=Ax .- x A={f: {1,.,n} — A}.

—_—

n—mal
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e) Af: ) — Afiir A# 0. Dies ist die leere Funktion. Aber: Af: A — 0, falls A # 0.

Insbesondere gibt es genau ein 0-Tupel (oder (-Tupel) von Elementen aus A.

f) Fiir eine Funktion f: N — X mit f(n) = z, bezeichnet man (z,),en als eine
Folge in X.

Mit der Indexnotation werden die iibliche Operationen (Vereinigung, Durchschnitt,
kartesisches Produkt) fiir beliebig viele Mengen definiert:

Definition 1.13. Sei M eine Menge von Mengen, I eine nicht leere (Index)menge
und f : I — M eine I-Familie von Mengen. Wir bezeichnen

Viel : A= f(i) e M
und wir schreiben (A;);es die entsprechende I-Familie (oder I-Tupel von Mengen).
a) Die Vereinigung der Mengen (A;);er ist definiert durch
UAZ-::{:U|EIz'€I D x e A}
1€l
b) Der Durchschnitt der Mengen (A;);er ist definiert durch
ﬂAi::{x|Vi€I D x e A}
1€l
c¢) Das kartesische Produkt der Mengen (A;);er ist definiert durch
HAZ = {g:[—)Uie]Ai ’ Viel : g(i) EAZ}
i€l
Ein Element aus diesem Produkt ist also ein I-Tupel:
(I’i)ie] S HAZ SYiel @ o€ Az‘-
1€l

Fiir I := {1,2} die obige Definitionen a) und b) stimmen mit den bekannten Ope-
rationen A; U Ay, bzw. Aj N Ay iiberein (fiir (a) und (b) (Ubung); fiir das kartesische
Produkt wird in dieser Vorlesung ohne Beweis akzeptiert, dass (c) eine éiquivalenteﬂ
Definition zu 1.4 ist.

Fiir I :={1,2,...,n} schreibt man auch

U Ai:LnJAi:Alu-"UAn,
ie{1,...n} i=1

bzw. analog fiir den Durchschnitt, bzw. das kartesische Produkt.

"Wichtig dabei ist nicht die konkrete Realisierung eines Paaren, als {{a}, {a,b}} oder als Funktion
f definiert auf {1,2}, mit Werten f(1) = a und f(b) = b, sondern die Grundeigenschaften der
Paaren und des kartesischen Produktes
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Bemerkung. 1. Die Notationen Ay U---U A, oder A; N---N A, sind durch die
Assoziativitdt der Vereinigung, bzw. Durchschnitt berechtigt. Fiir das kartesische
Produkt A x --- x A,, wird ebenfalls die Assoziativitdt ohne Beweis akzeptiert.

2. Fiir endliche oder abzihlbare Mengen I (z.B. I :={1,...,n}, baw. I := N) (siehe
den Abschnitt iiber Méchtigkeit unten) ist die Indexnotation

n
icl i=1 ‘€N

eine kompakte (und eindeutige) schreibweise fiir die intuitive Notation A; U---UA,,
bzw. AgU---UA, U.... Fir I unendlich, insbesondere dberabzihlbar (siche unten)

gibt es keine andere Notation fiir die Vereinigung, Durchschnitt und kartesisches
Produkt einer I-Familie von Mengen.

Per Induktion kann man zeigen, dass das kartesische Produkt A; x - -- x A, nicht
leer ist, wenn alle Mengen (A;);cs nicht leer sind. Fiir unendliche Indexmengen kann
eine solche Aussage weder bewiesen, noch widerlegt werden; sie wird meistens als
Aziom angenommen:

Das Auswahlsaxiom Sei (A;);c; eine Familie von nicht leeren Mengen. Dann ist
das kartesische Produkt J];.; A; nicht leer.

Definition 1.14 (Bild, Urbild). Sei f: X — Y eine Funktion.
a) Sei A C X. Die Teilmenge
fp(4) = {f(z) : z€ X} Y,

oft einfach f(A) geschrieben, ist das Bild von A durch f

b) Sei B C Y. Die Teilmenge
fpl(B):={re X : f(z)€ B} CX,
oft f~1(B) geschrieben, heiftt das Urbild durch f der Menge B.
fp, bzw. f5! sind Abbildungen von P(X) nach P(Y’) und sind von der Abbildung

f:X =Y, bzw. von seiner Umkehrabbildung (siche unten) stets zu unterscheiden!

Definition 1.15 (Injektivitéat, Surjektivitat, Bijektivitdt). Es sei f: X — Y eine
Abbildung.

a) Wir sagen f ist injektiv, falls gilt:
Vao,ye Xo f(x) =fly) = 2=y
b) Wir sagen f ist surjektiv, falls gilt:
VyeYdzxeX: f(zx)=y

c) Wir sagen f ist bijektiv, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.
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1.6.1 Verkettung von Funktionen

Seien f: X — Y und ¢g: Y — Z Funktionen. Die Verkettung (Komposition) von g
mit f ist die Funktion go f : X — Z, definiert als

Vee X : (go f)(z) = g(f(z)).

Bemerkung. 1. Erst wird f berechnet in z, dann wird g berechnet in f(z). Man
schreibt aber erst g, dann f in go f.

2. Fiir die Komposition von Abbildungen ist es wichtig, dass der Definitionsbereich
von g mit dem Wertebereich von f iibereinstimmt! Manchmal ldsst man jedoch
zu, dass f: X - Y Ag:Y — Zmit Y C Y’ um die Verkettung g o f zu
definieren. Korrekt wiére, g |y of zu schreiben, wobei ¢ |y die Einschrankung
von g auf Y ist.

Ein Spezialfall der Verkettung von Funktionen ist X =2, f: X - Y,g9: Y — X.
Es kénnen dann also fog und go f definiert werden. Diese sind aber im Allgemeinen
nicht die gleichen Funktionen, auch nicht wenn X =Y.

Beispiel 1.16. f: Z - Z, f(x) ==z + 1 und g: Z — Z, g(z) := 2z. Dann gilt:

(fog)(z) = flg9(x)) = f(22) =2z +1
(go @) =g(f(z)) =g(xz+1) =2z +2

Offenbar sind diese zwei Funktionen nicht gleich.

1.6.2 Inverse (Umkehr-)Abbildung

Definition 1.16. Eine Funktion f: X — Y heiflt invertierbar genau dann, wenn es
existiert eine Abbildung g: Y - X < fog=1idy A go f =idx. g heift dann eine
Umkehrfunktion zu f, und man sagt, f besitzt eine Umkehrfunktion.

Beispiel 1.17. 1) Eine Umkehrabbildung zur Identitétsabbildung idy : X — X ist
idx selbst;

2) f: X =Y, f(z) =y, dann falls g eine Umkehrfunktion zu f ist, so gilt g(y) = .
g(y) ist also die Losung der Gleichung f(z) = y. Beispielsweise besitzt f: Z —
Z, f(x) = 2z keine Umkehrabbildung, weil es sonst z mit g(1) = z geben
miisste, also f(z) = 1. Ein solches x existiert aber in Z nicht.
Aber: f: 7 — 27, f(x) = 2x besitzt die Abbildung g: 2Z — Z,g(y) =
%y € Z. Wir sehen also, dass Definitions- und Wertebereich von Funktionen
entscheidend sein konnen.

Satz 1.14. f: X — Y besitzt eine Umkehrabbildung < f ist bijektiv. Dann ist die
Umkehrabbildung von f eindeutig bestimmit.
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Wir beweisen dazu zunéchst das folgende
Lemma 1.15. Seien f: X =Y, g9: Y — Z Funktionen.
1) Falls g o f injektiv ist, so ist f injektiv.
2) falls g o f surjektiv ist, so ist g surjektiv.

Beweis. 1) Seien x1,x22 € X, f(z1) = f(x2). Dann ist g(f(z1)) = g(f(x2)) < (g o
f)(x1) = (go f)(xz). Also x1 = x9, weil g o f injektiv ist.

2) VzeZ3dz e X: (go f)(x) =z Alsoy = f(z) € Y erfiillt g(y) = z. Also ist g
surjektiv.
O

Ubung. Man mache sich klar, dass auch die folgenden Aussagen gelten:
3) f injektiv A g injektiv = g o f injektiv

4) f surjektiv A g surjektiv = g o f surjektiv

Korollar 1.16. 1) Falls g o f bijektiv ist, so ist g surjektiv und f injektiv.
2) Fualls f bijektiv, g bijektiv, so auch g o f bijektiv.

Beweis des Satzes. Sei g: Y — X Umkehrabbildung zu f. Dann sind go f und fog
bijektiv, also f und ¢ sind bijektiv nach dem obigen Korollar.

Sei nun umgekehrt f bijektiv. Dann Vy € Y 3lz € X: f(z) = y. Wir definieren
g(y) := z. Als Relation gilt dann

Gy={(y,x) €Y x X | (2,y) € Gy}
ist der Graph einer Funktion, da gilt:
VyeY3lre X: (y,x) € Gy

Dies ist namlich gerade die Bedingung, dass f bijektiv sein sollte. Die obige Kon-
struktion von g zeigt insbesondere, dass die Umkehrfunktion eindeutig bestimmt

ist. O
Die Umkehrabbildung zu f wird meistens f~! notiert.

Bemerkung. der Graph von f~! ist, als Relation zwischem Y und X, genau die
Umkehrrelation zu Gy C X x Y. Dabei ist zu beachten, dass die Umkehrrelation zu
Gy immer existiert, aber die Umkehrfunktion zu f nur fiir bijektive Funktionen gibt.
Die Umkehrrelation zu einer nicht-bijektiven Funktion ist also kein Graph.
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1.6.3 Endliche Mengen, Machtigkeit

Definition 1.17. 1) Seien A, B Mengen. A und B heifen gleichméchtig, falls
3f: A — B und f ist bijektiv. Gleichmiichtigkeit definiert eine Aquivalenz-
relation auf jeder Menge von Mengen.

2) Sei M eine Menge von Mengen. Die Aquivalenzklassen fiir die Gleichmichtig-
keitsrelation auf M heiffen Kardinalzahlen. |A| heift die Kardinalzahl zu A.

3) Eine Menge A ist endlich, falls 3n € N so dass |4| = |{1,..,n}|. Man schreibt
dann|A| = n (oder #A = n) und sagt dann ”A hat n Elemente”.

4) Eine Menge A heifit abzahlbar, falls |A| =|N].
0] =o.
Beispiel 1.18. N x N, Q, Z* sind abzihlbar.

Bemerkung. () hat 0 Elemente,

1.6.4 "Weniger machtig’-Relation

Definition 1.18. Seien A, B Mengen. A heifit weniger méchtigals B < 3f: A - B
so dass f injektiv ist. Wir schreiben dann |A| <|B].

Beispiel 1.19. Jede Teilmenge einer Menge ist weniger méchtig als die Menge selbst.

Bemerkung. Fiir endliche Mengen |A| < |B] ist dquivalent zu der Ungleichung
zwischen den natiirlichen Zahlen |A|,|B| (siehe den folgenden Beweis).

Satz 1.17. Seien A, B zwei endliche Mengen. Die folgende Aussagen sind dann
gliltig:

1) 3f: A— B injektiv VvV Fg: B — A injektiv.
2) 9f: A— B injektive Jg: B — A surjektiv fiir A, B # 0.
3) 3f: A— B injektiv und 3g: B — A injektiv, so|A| =|B|

4) Falls|A| =|B| und f: A — B, so sind dquivalent:

a) f ist injektiv.

b) f ist surjektiv.

c) f ist bijektiv.
Beweis. Seiny :=|A| und ny :=|B|. Es gibt Abbildungen f;: {1,..,n1} — A bijektiv
und fo: {1,..,n2} — B bijektiv.

1) Sei n; < ng. Dann ist i: {1,..,n1} — {1,..,n2},k — k injektiv. Also ist faoio
f{l: A — B injektiv. Analog falls no < nq, so gibt es g: B — A injektiv.
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2) Sei f: A — B injektiv und A # (. Dann Jzg: 29 € A. Sei g: B — A definiert
durch:

xo, fallsy ¢ f(A)

g ist surjektiv, weil go f = id4 ist. Sei nun umgekert g: B — A surjektiv. Wir
definieren f: A — B durch Auswahl je eines Elementes f(z) in g~ ' ({z}) # 0.
Dann ist f injektiv, da go f =id4.

o) = { z, fallsy= f(z)

Bemerkung. Wollten wir dies fiir unendliche Mengen tun, so brduchten wir
das Auswahlaxiom.

3) Folgt unmittelbar aus dem Beweis der ersten Aussage: Es folgt n; = no.
4) Sei n :=|A| =|B|. Wir beweisen per Induktion, dass a) < b). Dies geniigt.
ILA. n = 0: Trivial.

I.S.n>0: Sei 0 € A und f: A — B injektiv. Dann ist f: A\ {z¢} —
B\ {f(z0)} wohldefiniert und injektiv. Nach Induktionsvoraussetzung ist
f bijektiv und damit auch f.
Sei nun umgekehrt f: A — B surjektiv. Dann gibt es nach 2. ein g: B —
A injektiv und aus der Induktion von oben folgt g ist bijektiv.

O

Bemerkung. 1), 2), 3) aus dem Satz sind auch fiir unendliche Mengen richtig. Der
Beweis ist in diesem Fall jedoch viel schwieriger.

Korollar 1.18. Seien A, B Mengen. Dann:
1) [Al <[B| v |B| <|4]
2) [Al <|B] A |B| <|A] < [A] =|B].
FEine Ordnungsrelation (X, <) heifit total, falls
Ve,ye X = (x =<y V y=x).

Die "weniger mdchtig” Relation ist also eine totale Ordnungsrelation auf der Menge
der Kardinalzahlen. Man schreibt|A| <|B| fir|A| <|B| A |A| #|B|.

Satz 1.19 (Cantor). Sei A eine Menge. Dann gilt|A] <|P(A)|.

Beweis. Beweis durch Widerspruch. Sei also f: A — P(A) surjektiv. Sei B =
{zeAlx¢ f(x)}. Da fsurjektivist Jzg € A: f(zo) = B. Es gilt 29 € BV ¢ B.
Aber zg € B = xo ¢ f(z9) = B ist ein Widerspruch und z¢ ¢ B = xo ¢ f(z0), also
xo € B ist ebenfalls ein Widerspruch. Es kann also keine solche surjektive Abbildung
f geben. O
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Definition 1.19. Eine Menge A so dass|A| >|N| heift iiberabzdhlbar.
Korollar 1.20. P(N) ist dberabzdihlbar.

In der Analysis zeigt man |R| =|P(N)|, also ist R iiberabzéhlbar.

Dagegen ist Q abzdhlbar:

Dies folgt aus den Aufgaben 4 in den Ubungsblatt 3, bzw. Tutoriumsblatt 3: zuerst
wird gezeigt, Z = NU (—N) ist abzéhlbar, dann M := Z x (N'\ {0}) ist abzahlbar,

und man definiert »
f+M—=Q, f(p,q) = 7

f ist dann surjektiv und also |[N| = |M| > |Q|. Da die Kardinalzahl von Q unendlich
ist, folgt |Q| = |N].

In der Analysis ist die Abzéhlbarkeit ein extrem wichtiges Begriff, denn die Summe
von unendlich, abzéhlbar vielen Termen kann unter Umstdnden wolhdefiniert werden.

Oft koénnen durch solchen Summen verschiedene Zahlen oder andere Objekte ap-
proximiert werden. Der wohlbekannteste Beispiel ist die Dezimaldarstellung der re-
ellen Zahlen:

a = Gptp_1...00,0_10_9 - € R,

mit ar € {0,...,9}, Vk € Z, k < n, a, # 0, die eigentliche Bedeutung dieser

Darstellung ist
a= Z ay - 10%.
k€Zk<n

Fazit: viele der Quantitdten, Mengen, Objekte, die wir berechnen miissen, konnen
durch Algorithmen mit abzdhlbar vielen Schritten bestimmt werden. Falls der Schritt
n — n + 1 automatisch funktioniert (wie in einem Induktionsbeweis), kann mann
gewisse Eigenschaften iiber das Endergebnis theoretisch daraus schliessen. In der
Praxis sucht man aber dies Endergebnis selbst und beschrénkt man sich auf eine
endliche (grosse) Anzahl von solchen Schritten, wodurch aber ein Fehlerterm entsteht
(moglicherweise klein und/oder unwichtig fiir die Aufgabe).
In allen diesen methoden ist der Begriff der Abz&hlbarkeit wesentlich.
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2 Algebraische Strukturen

Definition 2.1 (Verkniipfung). Sei M eine Menge. Eine Verkniipfung auf M ist eine
Abbildung o: M x M — M, (a,b) — o(a,b) =: a o b. Schreibweise (M,o), "M mit
Verkniipfung o.”

Beispiel 2.1. (N, +), (Z, ), (P(A),U), (P(A),N) sind Mengen mit Verkniipfungen,
jedoch ist (N, —) keine Menge mit Verkniipfung.

Definition 2.2 (Gruppe). (G, o) heifst Gruppe, falls gilt:
(G1) Va,b,ce G: (aob)oc=ao (boc). osoll also assoziativ sein.

(G2) Je € GVa € G:aoe =eoa = a. Es gibt in Gruppen also ein neutrales
Element beziiglich o.

G3) Vae GIbeG:aob=0boa=e. Es gibt inverse Elemente beziiglich o.

Die Bedingungen (G1),(G2),(G3) (und eventuell die Bedingung (Ab) weiter unten)
heifsen Gruppenaziome. Eine Menge mit Verkniipfung ist also eine Gruppe, falls die
Gruppenaxiome gelten (oder: die Verkniipfung erfiillt die Gruppenaxiome).

Satz 2.1. a) Das neutrale Element e ist eindeutig bestimmt.
b) Inverse Elemente sind eindeutig bestimmdt.

Beweis. a) Seien e, e’ zwei neutrale Elemente. Dann gilt:
eoe’ =e, weil ¢ ist ein neutrales Element (sieche (G2)).
eoe =¢', weil e ist ein neutrales Element (siche (G2)).Also e = ¢’

b) Seien b,V inverse Elemente von a. Dann gilt:

(

G2
aob =e :>)

bo(aob)="b| (G
/ 2 = b=10
boa =e = (Voa)ob=0b

O

Beispiel 2.2. e (Z,+) ist eine Gruppe. Das neutrale Element ist 0 und fiir jedes z
ist —x das inverse Element.

e (N,+) ist keine Gruppe!

: e . . . . } * e —1 o 1
e (Q\{0},-) ist eine Gruppe mit neutralem Element 1 und fiir jedes z ist 27" = -

das inverse Element.

e (Z,-) ist keine Gruppe!
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o (R, +) ist eine Gruppe mit (1, ..,2n) + (Y1, .-, Yn) = (1 + Y1, ..., Tn, + yp). Das
neutrale Element ist dann 0 = (0, ...,0) und —(z1, .., zy) = (—21, ..., —Ty) ist
das inverse Element zu (z1, ..., zp).

Notation 2.3. Wir schreiben fiir Multiplikative Gruppen (G, -), (G, *) und bezeich-

nen das neutrale Element mit e oder 1 und das Inverse zu x mit z 1.

Definition 2.4. Eine Gruppe (G, o) heifst abelsch oder kommutativ, wenn gilt:
Ya,be G:aob="boa. (AD)

Notation 2.5. Manchmal wird die Verkniipfung einer abelschen Gruppe additiv
geschrieben. Das neutrale Element bezeichnet man dann mit 0 und das Inverse zu x
mit —zx.

Beispiel 2.3. Alle obigen Beispiele sind abelsch. Wir méchten nun also ein Beispiel
einer nicht abelschen Gruppe angeben. Sei hierzu A eine Menge. Definiere S(A) :=
{ f+ A— A f bijektiv } mit Verkniipfung o := Verkettung von Abbildungen. Dann
ist (S(A), o) eine Gruppe. Sie ist im Allgemeinen nicht abelsch. Genauer gesagt ist sie
nur fiir |A| < 2 abelsch (Ubung). Man nennt (S(A), o) die symmetrische Gruppe auf
A. Fiir A = {1, ..,n} setzen wir S(n) := S(A). Sie ist die Gruppe der Permutationen
auf n Elementen.

Notation 2.6. Fiir f: {1,..,n} — {1,..,n} schreiben wir auch: ! 2o
f f@ .. fn)

Bemerkung. Es gilt fir S, = S(n):|S,| = nl.

Beweis. Durch Induktion tiber n:

LA.n=0: So={f:0— 0] f bijektiv }.[So| =1=0!

I.S. n > 0: Wir setzen G: S,, x{1,...,n+ 1} — Sp4+1 mit G(¢, m) =1 die folgende

Abbildung:
d(p), fallsp<n A ¢(p)<m
Y(p) = o(p) +1, fallsp<n A ¢(p)>m
m, falls p=n+1

Wir zeigen zuerst, ¢ ist injektiv, also ist G wohldefiniert: Seien p1,p2 € {1,...,n+

1}, ¥(p1) = ¥(p2). Es gilt erst ¢(p1) = m (= ¢(p2)) ist dquivalent zu p; = py =
n + 1. Weiterhin gilt:

¢(p), und

Vpel{l,....n}, v(@)<m o ép)<m & ¥(p) (1)
o(p) + 1.

Vpe{l,...,n}, ¥(p)>m & ép)>m < P(p)

26



Es folgt also, fiir p1,p2 < n, dass ¥(p1) = ¥ (p2) & é(p1) = ¢(p2), und dass ist
dquivalent zu p; = po, weil ¢ injektiv ist.

Wir zeigen nun, dass G bijektiv ist. Sei ¢ € Sp41. Sei m = ¥(n + 1) und

.y _ ) ), W) <m
sei ¢: {1,.,n} — {1,..,n},d(p) = W) -1, (p)>m’ Wie oben folgt
aus (1), dass ¢ : {1,...,n} — {1,...,n} injektiv (also bijektiv) ist. Es gilt
G(¢p,m) = 1. Also ist G surjektiv. Wir miissen noch zeigen, dass G injektiv
ist:
Seien ¢1, ¢p2 € Sy, und my,ma € {1,..,n + 1} so dass G(¢1,m1) = G(p2, ma) =
. Dann gilt ¢)(n + 1) = m; = mg = m. Wie in gilt es

$1(p) <m & Y(p) <m & ga(p) <m & ¢1(p) = P(p) = d2(p).

Ebenfalls,

¢1(p) = m & Y(p) > m & ¢2(p) > m & ¢1(p) = ¥(p) — 1 = ¢a(p).

Es folgt also Vp € {1,...,n}, ¢1(p) = ¢2(p), also ¢1 = ¢a.
Die Abbildung G : S, x{1,...,n+1} — S, ist also bijektiv und|Sy|-(n+1) =
|Sn+1]. Da|Sy,| = n! aus der Induktionsvoraussetzung, folgt [Sy+1| = (n 4+ 1)L

O

Satz 2.2. (a) Sei m € N. Dann ist (Zp,b) mit der Verknipfung |a]my + [blm =
[a + b]y, eine abelsche Gruppe mit m Elementen.

(b) Sei p € N eine Primzahl. Dann ist (Z, \ {[0],},-) (die Verkniipfung “” wird
durch: [a], - [b], = [a-b], definiert) eine abelsche Gruppe mit p—1 Elementen.

Beweis. (a) + ist wohldefiniert, denn Yk € Z: [a],, = [a+ km]y, und VI € Z: [b],, =
[b+ Im|, aber a+ km +b+Iim =a+b+ (k+1)m = a+ b (mod m). Also
[@ + b]m = [(a + km) + (b+ lm)]m,. Die Gruppenaxiome folgen direkt aus den
Eigenschaften von (Z,+).

(b) Analog zu (a), hingt die Restklasse von a-b (mod p) nur von den Restklassen
von a und b (mod p). Weiter gilt a # 0 (mod p) Ab # 0 (mod p) = p 1 ab.
Also ist die Multiplikation - eine Verkniipfung auf Z,\ {[0], }. Die Assoziativitét
und Kommuntativitat folgen direkt aus den entsprechenden Eigenschaften der

Multiplikation aus Z. Das neutrale Element ist [1],. Zum Inversen: Sei a € Z
Bezout

und p { a. Dann ggT(p,a) =1 "= 3, m € Z: pl+am =1 = [m]p-[a], = [1],.
O
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Beispiel 2.4. Zy Verkniipfungstafel. Es ist Zy = {[0], [1]} wobei [0] die Klasse der
geraden Zahlen und [1] die Klasse der ungeraden Zahlen ist.

[k =1} und [p] + [¢] =

Damit gilt dann 010 124 Zs und fir - gilt in Zg:
111 20
212 01
12314 1243
1|1 2 3 4 11 2 4 3
und inZs : 9|9 42 1 3 < 9|9 4 3 7 . Diese zweite (dquivalente) Ver-
3131 4 2 414 3 1 2
414 3 2 1 3131 2 4
kniipfungstafel zu (Z; \ {0},-) ist “4hnlich” wie die Verkniipfungstafel zu (Z4, +):
01 2 3
0/0 1 2 3
11T 2 3 0 . Wir werden weiter sehen (Satz von Fermat) dass dies kein Zufall
212 301
31301 2
ist. Aber zuerst miissen wir das Begriff der “Ahnlichkeit” prézisieren.

Definition 2.7. Seien (G, o), (H,*) Gruppen und f: G — H eine Abbildung.
(a) f heikt Gruppenhomomorphismus, falls Va,b € G: f(aob) = f(a) * f(b).

(b) f heift Gruppenisomorphismus < f ist ein bijektiver Grummenhomomorphis-
mus.

Bemerkung. Die Verkettung zweier Gruppenhomomorphismen ist wieder ein Grup-
penhomomorphismus. Wenn f Gruppenismomorphismus, so ist f~! ebenfalls ein
Gruppenhomomorphismus (Ubung).

Falls solch ein Isomorphismus f: G — H existiert, so heifen (G,0) und (H, *)
isomorph. Man schreibt dann auch G ~ H. Im Spezialfall (H,*) = (G, o) heifit ein
Gruppenisomorphismus ein Automorphismus der Gruppe (G, o). Sei Hom(G, H) die
Menge der Gruppenhomomorphismen von G nach H, bzw. Aut(G) := Hom(G, G).
Aus der vorigen Bemerkung folgt dann, (Aut(G),o) ist eine Gruppe (mit der Ver-
kettung o der Abbildungen).

Beispiel 2.5. a) (R,+) ~ (R%,-) wobei R} = {z € R|z > 0}. Definiere ¢: R —
R%, ¢(x) = 2% Es gilt ¢z +y) = 27T = 27 . 2V = ¢(x)p(y). Weiter ist

28



¢ bijektiv mit Umkehrabbildung log,: R¥ — R. (Man kann auch eine an-
dere reele Zahl a > 1 an der Stelle von 2 nehmen; iiblich ist die FEulersche
Zahl e = 2,71... zu betrachten, dann ist ¢(z) = e* = exp(x) die (natirli-
che) Exponentialfunktion und ihre Umkehrfunktion ist log, = In, die natiirliche
Logarithmus-Funktion. Beachten Sie, dass e in diesem Kontext kein neutrales
Element in einer Gruppe bezeichnet, sondern eine gewisse reele Zahl!.)

(b) Wir definieren ¢: (Zs,+) — (Z5 \ {0} ,-) durch ¢([k]s) := [2]5. Dann ist ¢ ein

Gruppenisomorphismus.

Beweis. 1) Es gilt 2* = 16 = 1 (mod 5). Also 2% = 1 (mod 5) und ¢(4p +
k) =2F.2% =2k . (24P = 2F . 1P = 2F = (k) (mod 5). Also ist ¢ : Zy —
Zs \ {0} wohldefiniert. Es gilt:

ks | O T 2 3
o([Kla) | [1s [2
womit ¢ bijektiv ist. Es gilt ¢([k + I]1) = [28]5 = [2F - 2']5 = ¢([K]4) -

@([l]4). Also ist ¢ auch ein Gruppenhomomorphismus und mit der Bijek-
tivitdt also auch bereits Isomorphismus.

0
Lemma 2.3. Sei (G,o0) eine Gruppe mit multiplikativer Notation. Dann gilt:
a) Ya,b€ G: (aob) ' =b"loa!
(b) Va e G: (at)t=a
(c) Va,be G:Flz € G N lye G:aox=0b, yoa=0b.
(d) Va € G sind die Abbildungen lo,7q: G — G,la(x) = aox, rqe(x) = xoa bijektiv.
Beweis. ¢) < d) z,y sind die Losungen zu l,(z) = b, 7,(y) = b.

a),b),d) Ubung.
O

Die Abbildungen [, und r, heifen die linke (bzw. rechte) Verschiebung um a oder,
falls die Gruppe eine Multiplikative Notation hat, die linke (bzw. rechte) Multiplika-
tion mit a.

Bemerkung. z,y miissen in (c) nicht unbedingt die gleichen sein.
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Notation 2.8. Wir definieren

a’ ' =a0a0...0a
n mal
a’ =e
a"=altoato...0oa!
ngal
Ubung. Es gilt: Va € G,
m—+

a

Notation 2.9. Ist (G, +) eine abelsche Gruppe mit additiver Notation, so ist 0 das
neutrale Element, —z das Inverse zu  und man schreibt fiir ein n > 0:

nc=x+..+x
e e

n mal
Ox =0
(—n)z = (—z) + ... + (—x)
n mal

Bemerkung. In der obigen Notation heifst nx nicht, dass n € Z mit der "Zahl” x
multipliziert wird; in der Tat wird die Notation oft fiir Gruppen G benutzt, deren
Elemente keine Zahlen sind. Es bedeutet ebenfalls auch nicht, dass n ein Element
in G sein muss, damit nz das Ergebnis einer Verkniipfung sein soll. Das fehlende
Verkniipfungszeichen + oder - ist beabsichtigt, um nx, mit n € N, x € GG von «a - x,
mit a,z € G zu unterscheiden.

Ubung. Es gilt: Vz € G,
(m+n)z =mz + nx

(mn)x = m(nx)

Natiirlich ist diese Ubung inhaltlich identisch mit der vorigen (fiir die Multiplikativ
notierte Verkniipfung).

Definition 2.10 (Untergruppe). Es sei (G, o) eine Gruppe. Eine nicht-leere Teil-
menge # U C G heift Untergruppe in (von) G, falls gilt:

(UG1) Va,be U:aobeU.
(UG2) YaeU:ateU.
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Bemerkung. 1) (U, o) ist dann eine Gruppe. (die Einschrankung oy : U x U — U
der Verkniipfung o auf G ist wegen der Bedingung (UG1) in der obigen Defini-
tion wohldefiniert; sie wird ebenfalls mit o bezeichnet. Die Gruppenaxiome fiir
(U, o) folgen aus denen fiir (G, o))

(U:G;?) (

uG
2) Es gilt insbesondere e € U, da Ja € U aleU :>1) aoa t=ecU.

Beispiel 2.6. 1) Esist (nZ,+) C (Z,+) eine Untergruppe.
2) Essind (Z,+), (Q,+) Untergruppen von (R, +).

3) Sei (G,x) eine Gruppe. Dann ist die symmetrische Gruppe S(G) von G ei-
ne Gruppe beziiglich der Verkettung von Abbildungen. Dann ist Aut(G) =
{ fes@G|f Gruppenisomorphismus} eine Untergruppe von S(G): Vf,g €
Aut(G), Yo,y € G = (gof)(zxy) = g(f(x*y)) —g(f (@) * f(y)) = g(f(x)) *

9(f(y)) = (gof)(x) = (gof)(y), also g o f ist auch ein Automorphismus von
(G, %). Man nennt Aut(G) die Automorphismengruppe von G; die Elemente
f € Aut(QG) sind die Automorphismen von G.

4) Sei f: (G,0) — (H,x*) ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist
a) das Bild von f, f(G) eine Untergruppe von H.
b) der Kern von f, ker f := {x € G| f(z) = e} eine Untergruppe in G.

(Ubung)

Definition 2.11. Sei (G, o) eine Gruppe und a € G. Setze (a) == {ak | ke Z}. (a)

heifst die von a erzeugte zyklische Untergruppe von G. Falls G = (a) fiir ein a € G,
so heifst G zyklisch.

Ubung. Man mache sich klar, dass (a) tatsichlich eine Untergruppe von G ist.

Beispiel 2.7. 1) Vk € N\ {0} ist ¥Z := {kn : n € Z} C Z eine von k erzeug-
te (zyklische) Untergruppe. Insbesondere ist (Z,+) zyklisch; sie wird von 1
erzeugt.

2) (Zp,+) wird von [1] erzeugt.

3) (Q,+) ist nicht zyklisch, denn () = LZ enthélt nur solche unkiirzbare Briiche,

fiir die der Nenner ¢ oder ein Teiler von ¢ ist. Zum Beispiel i ¢ %Z. Also
(a) = aZ # Q fur beliebiges a € Q.

Es folgt aus dem letzten Beispiel auch sofort, dass (Z, +) und (Q, +) nicht Isomorph
sind, denn sonst wire Q von f(1) erzeugt fiir einen Gruppenisomorphismus f: Z —

Q.
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Satz 2.4 (Lagrange). Sei (G, 0) eine endliche Gruppe. Sei U C G eine Untergruppe.
Dann ist |U| ein Teiler von |G| .

Beweis. Sei a € G. Die Einschrankung ly|;7: U — a o U der linken Verschiebung um
a (definiert durch [,(x) := aox) ist injektiv und damit bijektiv (weil der Zielbereich
aoU so definiert wurde, damit l,|y surjektiv ist). Also|a o U| =|l,(U)| =|U].
FallsceboUNaoU,soc=aou=bouw fiir u,v € U. Dann ist b oa € U und
aoU=bo(btoa)oU =boU. Also aolU =boU oder aoU NboU = (). Damit ist

G = U(aoU)

acG

eine endliche Vereinigung von Mengen, die paarweise teilfremd sind. Sei n ihre An-
zahl. Dann G = a1 o U U...Ua, o U und damit

|G| =|a1 o U| + ... +|an o U| = n|U|
da die a; o U paarweise disjunkt sind und|a; o U| = --- =|a, o U| =|U]|. O

Beispiel 2.8. 1) Sei p eine Primzahl. Dann hat Z, keine Untergruppen aufer {6}
und 7Z,.

2) Falls f: (Zp,+) — (Zq,+) ein Gruppenhomomorphismus und p # ¢ Primzahlen
sind, so ist f konstant.

Beweis: Da f(Z,) eine Untergruppe von Z, ist, gilt entweder f(Z,) = {0} (dann
sind wir fertig) oder f ist surjektiv. Da ker(f) eine Untergruppe von (Z,) ist,
gilt entweder ker(f) = Z,, (< f =0) oder ker(f) = {0} C Z,. In diesem Fall ist
aber f injektiv, denn f(@) = f(b) < f(@—b) =0« a—b € ker(f) < a = b.
Dann ist f bijektiv, also }ZP‘ = ‘Zq‘ < p = q, Widerspruch.

Satz 2.5 (Fermat fiir Gruppen). Sei (G, o) eine endliche Gruppe mit n Elementen.
Dann gilt Va € G: a™ = e.

Beweis. Ya € G: (a) ist eine abelsche Untergruppe von G mit k Elementen. Aus

dem Satz von Lagrange folgt n = k- [ fiir ein [ € N. Sei (a) = {x1, ...,z }. Dann ist
{aoxy,...,a0xy} = {x1,...,21}, dal, : (a) — (a) bijektiv ist. Also a¥oxj0...0z) =
(aox1)o..0(aoxy) =z 0..0xE Also a® = e. Es folgt a” = a*! = (a*)! =e. O

Satz 2.6 (Sétze von Fermat und Euler). (der kleine Satz von) Fermat: Seip eine
Primzahl und a € Z so dass p{a. Dann a?~* =1 (mod p).

Satz von Euler: Sein € N. Sei o(n) := ‘{k e{l,..,n}|ggT(k,n) = 1}’ die Euler-
sche Phifunktion. Ya € Z: ggT(a,n) =1 = a®"™ =1 (mod n).
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Bemerkung. ¢(n) ist die Anzahl der zu n Teilerfremden Zahlen zwischen 1 und n.
Der kleine Satz von Fermat ist also ein Spezialfall (fiir n eine Primzahl) des Satzes
von Euler.

Beispiel 2.9. ¢(p) = p—1 < pist prim. p(pg) = (p—1)(¢—1) falls p # ¢ Primzahlen
sind.

Beweis. Sei a € {1,...,pq — 1} so dass ggT(a,pq) > 1. Dann ist ggT(a,pq) = p
oder ¢. Es gibt genau ¢ — 1 Zahlen a € {1,..,pq — 1}, die durch ¢ teilbar sind:
q,2q,...,(p — 1)q und genau p — 1 Zahlen a € {1,..,pq — 1}, die durch p teilbar sind:
D, 2p, .., (¢ —1)p. Diese insgesamt (p— 1)+ (¢ — 1) Zahlen sind paarweise verschieden,

also p(pg) =pg—(p—1)—(¢—1)=1=pg—p—q+1=(p—-1)(¢g—1). O

Beweis des Satzes von Euler. Sei G = {[k],: ggT(k,n) =1} C Z,. Es gilt |G| =
©(n). Falls a, b teilerfremd zu n sind, so ist auch ab. Also induziert die Multiplikation
in Z,, eine Verkniipfung auf G, die assoziativ und kommutativ ist und ein neutrales
Element [1],, besitzt. Nach dem Satz von Bézout hat jedes Element [k], € G ein
inverses Element [l],, € G, da es [,m € Z gibt so dass kl +nm = 1 ist. Also ist (G, )
eine Gruppe mit ¢(n) Elementen und der Satz von Fermat fiir Gruppen impliziert,

Via], € G: [a}ﬁ(n) = [a®™],, = [1],, also a¥™ =1 (mod n). O

Bemerkung. Die RSA-Verschliisselung ist eine Anwendung des Satzes von Fuler
(Fermat) fiir n = pq fiir p, ¢ sehr grofe Primzahlen. Das Grundprinzip (in der Pra-
xis werden zusétzliche Sicherheitsverfahren verwendet, die die Verschliisselung von
Angriffen schiitzen) wird hier erklért:

Der Nutzer A wahlt p,q > Ny Primzahlen (NNy groll genug, siehe unten), und
rechnet n := pg und ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1) aus. Er wihlt dazu eine Primzahl [, die
©(n) nicht teilt. Nach dem Satz von Bézout gibt es also s € N, so dass

o(n)|s-1—1.

Der Satz von Euler impliziert, dass (m!)® = m (mod n), Vm € Z fiir alle m teiler-

fremd zu n, zum Beispiel fiir alle m € {1,..., Ny — 1}.

Jetzt veroffentlicht Nutzer A die Zahlen n und [; ein Nutzer B, der A eine Nachricht
(in der Form einer Zahl m) schicken will, muss & := m! (mod n) ausrechnen, und
das Ergebnis A schicken.

A braucht nun k£* (mod n) auszurechnen, und bekommt m wieder.

Der Erfolg dieser Verschliisselungsmethode liegt in der Schwierigkeit, eine Zahl n
in Primfaktoren zu zerlegen, um ¢(n) auszurechnen (und so s zu bekommen). Im Fall
einer hundertstelligen Zahl Ny gibt es relativ wirksame Algorithmen, die Primzahlen
p und g mit p,q > Ny finden. Dagegen ist die Primfaktorzerlegung von n = pq so
aufwendig, dass ein leistungsstarken Computer mehrere Jahre dafiir brauchen kénnte.

Die Rechnungen, die A und B machen miissen, sind einfach, und fiir Ny grofs genug,
ist es kein Problem eine Nachricht durch eine Zahl m < Ny — 1 darzustellen (diese
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Bedingung garantiert, dass ggT(m, ¢(n)) = 1). Ein eventueller Angreifer kann in der
Praxis die Zahl s aus den ver6ffentlichten Daten wegen dem hohen Rechenaufwand
nicht herleiten.
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2.1 Ringe
Definition 2.12. Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen

+:Rx R— R,(a,b)— a+b ("Addition”)
-:RxR— R,(a,b) = a-b ("Multiplikation”)

heifst Ring, wenn gilt:
(a) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

(b) Die Multiplikation - ist assoziativ. Man sagt dann auch, dass (R,-) eine Halb-
gruppe ist.

(c) Va,b,ce R: (a+b)-c=a-c+b-¢c AN c-(a+b)=c-a+c-b,
d.h. +,- verhalten sich distributiv.

Das neutrale Element der Addition wird mit 0 bezeichnet und heifst Nullelement.
Das inverse Element zu a € R beziiglich der Addition wird mit —a bezeichnet. Wir
definieren a — b := a + (—b).

Definition 2.13 (Kommutativer Ring, Einselement, nullteilerfrei). Sei (R, +,-) ein
Ring.

(a) R heift kommutativ, wenn gilt:

Va,be R:a-b=b-a

(b) Ein Element 1 heifst Einselement, wenn gilt:

VaoeR:a-1=1-a=a

(c) Ein Element a € R\ {0} heift Nullteiler, wenn 3b € R\ {0}, so dass a - b =
0 V b-a = 0. Der Ring R heifst nullteilerfrei, falls es keine Nullteiler in R gibt,
d.h., es gilt:

Va,be R:a-b=0=a=0VvVb=0
Falls
Bemerkung. Das Einselement ist eindeutig bestimmt, falls es existiert.

Beispiel 2.10. 1. (Z,+, ) ist ein kommutativer nullteilerfreier Ring mit Einsele-
ment 1.

2. (mZ,+,-) ist fur 2 < m € N ein kommutativer nullteilerfreier Ring ohne Einsele-
ment.
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3. (Zp,+,-) ist fir m > 2 ein kommutativer Ring mit Einselement. Er ist nullteiler-

frei genau dann, wenn m eine Primzahl ist. Dass (Z,,, +) eine abelsche Gruppe
ist, wissen wir bereits. Mit [a]y, - [b]m = [a - b]s, folgt die Assoziativitét von -
direkt mit der aus Z und ebenso die Distributivitét. Weiter ist [1],,, dann das
Einselement.

Ist m > 2 keine Primzahl, so gibt es a,b € N,a,b > 2: m = a - b. Dann aber
[a]m - [b]m = [a - b]m = [M]m = [0]m, aber [a]m # [0]m, [b]m # [0]m, also gibt es
Nullteiler.

Ist m eine Primzahl, so [a],, - [0]m = [0lm < [a - bl = [0l <& m | ab = m |
aVm| b [alm = [0ln V [blm = [O]m.

Lemma 2.7 (Rechenregeln in Ringen). Sei (R,+,-) ein Ring und a,b,c € R. Dann

gilt

(a) 0-a=a-0=0

(b)

—(a-b)=(—a)-b=a-(=b)
(c) (-

a)-(=b)=a-b

(d) R hat Einselement = —a=(—1)-a=a-(—1)

(e) R nullteilerfrei = {

Beweis. (a) 0-a+0-a
man in Gruppen kiirzen darf. Analog folgt a - 0 = 0.

(c£0ANa-c=b-c)=a=b

( ?é OAc-a=c- b) a="» (”](d’l"zungsregel’y

PR 04+0)-a=0-a=0-a+0-a=0-a=0-a=0, da

(b) a-b+(—a)b" =" (a+(—a))-b=0-b=0und a-b+—(ab) = 0= —(ab) = (—a)b

(c) (

wie oben. Die zweite Gleichung zeigt man analog.

~a)- () ¥ ~(a- () = ~(~(a-b) =a-b
(@ (-

1)-a=—(1-a) = —a und zweite Gleichung analog.

(e) Sei R nullteilerfrei und ¢ # 0:

a-c=b-c=>a-c+(—=(b-¢))=0=a-c+(-b)-c=0
Di__s;r. (a+( b)) c=0 Rnulltellerfrel a+ (—b) —0=q— —(—b) s a=b
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2.2 Korper

Definition 2.14. (K, +, ) heit Korper, wenn gilt:
(a) (K, +,) ist ein Ring.

(b) (K \{0},:) ist eine abelsche Gruppe.

Mit 1 bezeichnen wir das neutrale Element von K \ {0}. Wir definieren ¢ :=a-b7?

("Division”)

Bemerkung. 1. Jeder Korper ist ein kommutativer nullteilerfreier Ring mit 1 als
Einselement und 1 # 0:
Va,be K\ {0}:a-b=>b-a (wegen (b))
Va € K:a-0=0-a (Lemma von oben)

Vae K\{0}:a-1=1-a (wegen (b))
0-1=1-0 (wegen obigem Lemma )

} = K kommutativer Ring.

= K Ring mit 1 als Einselement. Es

gilt 1 # 0, da K (wegen (b)) mindestens 2 Elemente enthalten muss, jedoch
1 =0 nur im Fall eines einelementigen Ringes gilt.

Sei nun a - b = 0. Zeige a = 0 V b = 0. Angenommen a # 0. Dann ist
a=l-(a-b) =0, also b=0.

2. Endliche nullteilerfreie kommutative Ringe mit 1 # 0 sind Korper. (evtl. Ubung)
Beispiel 2.11. 1. (Q,+,-) und (R, +, ) sind Kérper. (Z,+, -) ist kein Korper.

2. Fir p Primzahl ist (Zp,+,-) ein Kérper. Fiir m € N,m keine Primzahl, ist
(Zpn, +, ) kein Korper, weil (Zy,, +, -) nicht nullteilerfrei ist.
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3 Polynome

Definition 3.1. Sei (R, +,-) ein kommutativer Ring. Ein Polynom mit Koeffizienten
in R ist eine endliche Folge ¢;: N — R, f, = ¢f(n), so dass IN e NVn > N: f, =
0 € R. Die Folge hat also nur endlich viele Eintrage # 0.

Man schreibt f(X) = foX + fiX! + ... + fy XY, Definiere weiter grad(f) :=
max({n € N| f, #0} U{—o0}).

Das Nullpolynom 0 ist die Folge o = (0,0,....). Es gilt grad(0) = —oc und
grad(f) € NVf # 0 Polynom.

fos -y fn heifen die Koeffizienten von f. N = grad(f) < fy #0 A Vn > N

Falls R ein Einselement 1p (weiter kurz 1 genannt) hat, wird 1p als Koeffizient
meistens nicht geschrieben und, falls —1g ein Koeffizient ist, so wird nur das Vorzei-
chen geschrieben, wie in X2 — X := 1 - X? + (—1g) - X € R[X].

Beispiel 3.1. f(X) =1+ X — X?+2X3 € Z[X], also o7 = (1,1,-1,2,0,0,...) €
{f:N— Z}. Esist grad(f) = 3.

Definition 3.2. Die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in R heifft R[X], wobei
X die Variable ist und fy, ..., fy die Koeffizienten eines Polynomes f.

Wir fithren auf R[X] die folgenden Verkniipfungen ein:

Addition: Vf,g € R[X] entspricht f 4 g der Funktion ¢ + ¢4: N = R, (¢5 +
wg)(n) = @¢(n) + pg(n) = fn+ gn € R. Die Addition ist assoziativ und
kommutativ, hat 0 (das Nullpolynom: alle Koeffizienen sind Null) als neutrales
Element und Vf € R[X] ist —f gegeben durch —(¢y), d.h. Vn € N: p_¢(n) =
—pf(n), das Inverse zu f.

Beispiel 3.2. f(X)=1-X?= (—f)(X)= -1+ X?
Mit der hier definierten addition wird (R[X],+) zu einer abelschen Gruppe.

Multiplikation: Wir setzen ¢r4(n) = >} fi - gn—k. Es ist pr4(n) = 0, falls n >
grad(f) + grad(g), weil in jedem Term fi, - g,— ist k > grad(f) oder n — k >
grad(g), also das Produkt ist 0.

Beispiel 3.3. f(X) = 1-X?2, g(X) = 14+2X + X 2. Die Koeffizienten sind dann
Jfo=1,/1=0fa=-190=1,01 = 2,92 = 1 und grad(f) = 2,grad(g) = 2.
Die Methode zur Multiplikation ist

f 1 0 -1
g
1 1 0 -1
2 0 -2
1 1 0 -1
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woran man ablesen kann: (fg)o =1,(fg)1 =2+0,(fg)2 =14+0+—-1,(fg)s =

0+ (-2),(fg)s = -1
Also (1 — X2)(1+2X 4+ X2) =1+42X —2X3 — X4,

Die Variable X kommutiert mit allen Koeffizienten.

Satz 3.1. (R[X],+,-) ist ein kommutativer Ring. Falls R nullteilerfrei ist, so ist
R[X] nullteilerfrei. Falls1 € R Einselement ist, so ist das Polynom 1 (o1 = (1,0,0,....))
ein Einselement in R[X]. R[X] ist kein Kérper.

Beweis. Kommutativitdt: Die Multiplikation ist kommutativ, da
n
Vf,9 € RIX]: (f@hn =D fo+ Gnk
k=0
n
=fo gt Gnat ot gt ag0=Y g fa1=(9 n

Assoziativitdt: Seien f, g, h € R[X]. Wir bezeichnen die Koeffizienten mit fy,, gn, hn, (f9)n
etc. Dann gilt fiir alle n € N:

n n k

(f-9) Dn=> (f Dk Pnr= Z figit oy 2T > firgkthok

Komm.
k=0 k=0 [=0 0<i<k<n

_Zfl nglhnk—Zfl 7 nl)] Zfl ghnl—(f(gh))n

=0

Distributivitdt: Seien f,g,h € R[X]. Fiir alle n € N gilt:

n n n

(f+9) W= (F+ Dkl =D (fet+ k) hor=I (fo Pnr+ gk hnt)

k=0 k=0 k=0

= fe Pk + Y Gk hnok=(f D)+ (g M)n
k=0 k=0

Also ist R[X]| ein kommutativer Ring.
Sei nun R nullteilerfrei. Seien f,g € R[X]. Sei f-¢g = 0 und f,g # 0. Also
N = grad(f) € N. Falls g # 0, so M = grad(g) € N und (f - g)p+n hat genau
einen Koeffiezient, der nicht offensichtlich 0 ist: (f - g)pr+n = fn - g Dieses Koef-
fizient ist dann nicht Null, da fy # 0,ga # 0 und R nullteilerfrei ist. Also ist R[X]
nullteilerfrei.
Sei nun 1 € R. Das Polynom f mit fo = 1, f, = 0 ¥n € N\ {0} ist ein neutrales
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Element fiir die Multiplikation der Polynome, denn in allen Summen, die die Koef-
fizienten vom Polynom f mit einem Polynom g € R[X]| bestimmen, nur ein einziges
Term nicht Null sein kann:

n
G- Fn=>_ gk frk=9n-1=gn.
k=0
Weiter ist R[X] kein Korper, da X kein multiplikatives Inverses besitzt. O

Notation 3.3. X, X2, ... heifen Monome. X* ist das Polynom gegeben durch die
Folge

(0,0,..., 1 _,0,0,..)
~—
k-te Stelle

— X% :=(~1)- X*, also zum Beispiel X — X2 =1 X + (-1)- X2.
fnX™ heifen Terme, fo heilt konstanter Term. fn mit grad(f) = N € N heifst
Leitkoeffizient von f. In diesem Fall heikt fxy X" Leitterm (fihrender Term) von f.

Lemma 3.2. Sei R ein Ring und seien f,g € R[X]|. Dann gilt
1. grad(f + g) < max{grad(f),grad(g)} mit Gleichheit, falls grad(f) # grad(g).

2. grad(f-g) < grad(f)+grad(g). Ist R sogar nullteilerfrei, so gilt stets grad(f-g) =
grad(f) + grad(g).

Konvention:
—004+n=-00, —00+ (—00) = —00, Vn e N: —co<n

Mit dieser Konvention konnen wir alle Fille gleichzeitig betrachten, ohne das, das
Nullpolynom eine Ausnahme zu den Formeln im obigen Satz bildet.

Sei K ein Korper. Dann ist K[X] ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit Eins-
element.

3.1 Teilbarkeit im Polynomring

Definition 3.4 (Teilbarkeit). Seien f,g € K[X], f # 0. g ist durch f teilbar <
JheK[X]:g=fh

Eigenschaften der Teilbarkeit:
(@) flg Ng # 0= grad(f) < grad(g)
(b) flg Ag | f=3acK\{0}: f=ag g=a'f
() flg Nglh=TFflh
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d) flgnflh=fla-g+p-hfirapec K[X]

(e flaANg[B=[-g|laB

Satz 3.3 (Division mit Rest (Polynomdivision)). Sei f € K[X]\ {0},g9 € K[X].

Dann 3lg,r € K[X]: grad(r) < grad(f) A g=f-q+r

Beweis. Sei N := grad(f) € N und n = grad(g). falls n < N, so setze ¢ = 0,r = g.

Induktion nach n > N :

IA: Sei n = N und sei qog = fn - g&l. Weiter ¢; = 0 Vi > 0. Also ¢ konstant.
4(X) = qo, f(X) = fo+ ... + N XN, 9(X) = go+ ... + go X" Seir =g~ f-q.
Dann grad(r) < N, aber ry = fy—q-gn = 0, also grad(r) < N und g = f-q+r.

IS: Sei n > N und sei p,_ny = fy g, und p; = 0 Vi € N\ {n— N}. Dann
g = g—p- f hat grad(¢') < grad(g) (folgt analog wie im IA). Also ¢’ = ¢'- f+r
nach Induktionsvoraussetzung. Damit ist dann g = (p+¢') - f + r.

Die Eindeutigkeit von ¢, rechnet man leicht nach. O

Definition 3.5. Ein Polynom f € K[X]\ {0} heift irreduzibel, falls Ag,h € K[X]
mit f =g-h und 0 < grad(g), grad(h) < grad(h) < f.
Bemerkung. grad(f) € {0,1} = f irreduzibel.
Beispiel 3.4. f(X) = X2+ 1 € Q[X]. Falls 3g,h € Q[X] mit grad(g), grad(h) <
grad(f) = 2, so grad(g) = grad(h) = 1, also g(X) = aX + b, h(X) = ¢X + d mit
a,b,c,d € Q. Dann
(g-h)(X)=(aX +b)(cX +d) =acX + (ad + bc) X + bd
ac=1&c=a"'
Also gh = f & ad+bc =0 sSabl+ba!=0ad®+02=0
bd=1<d=>b""

b = 0. Widerspruch, also ist X2 + 1 € Q[X] irreduzibel.

Bmerkung: Wir kénnen nun, dass wir K mit den konstanten Polynomen in K[X]
identifiziert haben, die Schreibweise

a,be
:>Q a

n
> - X"
k=0
als eine Summe von den Produkten f; - X* von den konstanten Polynomen f; €

K C K[X] mit den Polynomen (Monomen) X*, k € {0,...,n}. Das Ergebnis dieser
Summe ist das Polynom

n

> X,

k=0

das also ebenfalls mit “-” zwischen Koeffizienten und Monomen geschrieben werden
kann.
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3.2 Ring- und Korperhomomorphismen

Wir méchten nun noch einige Begriffe fiir allgemeine Ringe einfiihren, die beim Stu-
dium von Polynomen relevant sind:

Definition 3.6. Seien (R, +,-) und (S, ®, ®) zwei Ringe. Eine Funktion f: R — S
heifst Ringhomomorphismus, falls gilt:

1) Ya,b€ R: f(a+b) = f(a) ® f(b)
2) Ya,b€ R: f(a-b) = f(a) ® f(b)

3) Falls R, S Einselemente 1z € R, 1g € S besitzen, so wird zusétzlich f(1r) = 1g
verlangt.

Sind R, S Korper, so heifst f ein Kérperhomomorphismus.

Ist f bijektiv, so heifst f ein Ringisomorphismus.

Bemerkung. Falls (K, +,-) ein Korper und (R,®,®) ein Ring mit Einselement
(1 # 0 ist, so ist jeder Ringhomomorphismus f: K — R injektiv.

Beweis. f(a) = f(b) & f(a —b) = Og. Falls a — b # O, so existiert ¢ = (a — b) 1.
Dann

fle-(a=0)) = f(c) © fa—b) =0r

aber es gilt ¢- (a — b) = 1k, also f(c-(a — b)) = f(lx) = 1 # 0r. Widerspruch.
Also a = b und f ist injektiv. O

Insbesondere ist jeder Kérperhomomorphismus injektiv.

Beispiel 3.5. K ¥ K[X], ¢(a) = (a,0,0,...) oder ¢(a)(X) = a(+0-X)+... besteht
also aus dem konstanten Term a. v ist ein Ringhomomorphismus. Wir bezeichnen
auch mit a € K das Polynom ¢ (a) € K[X]. Da v injektiv ist, konnen wir somit K
mit seinem Bild in K[X] identifizieren.

Bemerkung. K[X] ist konstruiert wie folgt: Zu K geben wir die Variable X an
und noch alle Kombinationen (endliche Summen und Produkte) aus Elementen aus
K U{X}, so dass wir ein geschlossenes System (unter Addition und Multiplikation)
erhalten.

Definition 3.7. Sei (K, +, -) ein Kérper und Abb(K, K) : {f : K — K Abbildung}.
Der Einsetzhomomorphismus (Einsetzungshomomorphismus) F': K[X] — Abb(K, K)
ist definiert durch:

VIX)=) fu X*€K[X]; F(f):i=f: K=K : VacK : f(a) =) fra.
k=0 k=0

Fiir ein Polynom f € K[X] heikt f die Polynomialfunktion zu f.
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Sei M eine nicht leere Menge und (R, +, -) ein Ring mit Einselement. Wir definieren
nun eine Ringstruktur auf Abb(M, R):

Vig:M =R, (f+g):M—R:VaeM : (f+g)(a):= f(a)+g(a),
Vf,g:M =R, (f-g9): M —>R :NYaeM : (f-g)(a):= f(a)-g(a).
Abb(M, R) ist dann ein Ring (Ubung). Insbesondere ist Abb(K, K) ein Ring.
Satz 3.4. F ist ein Ringhomomorphismus.

(evtl. Ubung)

3.3 Nullstellen
Definition 3.8. Sei f € K[X]. Ein a € K heifit Nullstelle von f in K, falls f(a) = 0.
Beispiel 3.6. 1) f(X)= X —a fiir a € K hat genau die Nullstelle a.

2) Sei p eine Primzahl. f(X) = X? — X € Z,[X] hat p Nullstellen in Z,. Nach den
Satz von Fermat ist a?~! = [1],, also @ = a fiir alle a € Z, \ {[0],}. Diese
letzte Gleichheit gilt aber offenbar auch fiir a = [0],. Damit also

Va € Zyp: f(a) =a? —a =[0],

Dies ist ein Beispiel eines Polynoms # 0, dessen Polynomfunktion f: K — K
jedoch die Nullabbildung ist. Fiir unendliche Korper ist dies hingegen nicht
moglich (siehe spiter).

Bemerkung: In diesem Beispiel haben wir unsere Standardnotation von [1],, [0],
fuer das Eins-, bzw. Nullelement in Z, verwendet. Diese Elemente konnten eigentlich
ebenfalls mit 1, bzw. 0 bezeichnet werden (unsere einheitliche Notation fiir das Eins-,
bzw. Nullelement in einem Ring). Leider ist in der Mathematik nur selten moglich,
eine perfekt eindeutige Notation zu verwenden, ohne dass der Text schnell tiberladen
wird mit Indizen, Klammern, usw. Der Leser muss also stets den Kontext im Auge
behalten, in welchem eine “0”, eine “17, ein “+”, ein “-”, usw. eigentlich gemeint sind
(also in welchem Ring sie zu verstehen sind). Fiir Elemente in Z,, werden wir trotzdem
eine Notation verwenden, die deutlich zeigt, dass es nicht um ganze Zahlen geht,
denn die Menge Z, der Restklassen modulo p liegt der Menge Z nahe genug, dass
eine Verwechselung leicht passieren kann.

Eine etwas weniger beladene Notation fiir die Elemente aus Z,,, m € N\ {0,1}
ist & := [k],,. Fiir Rechnungen ist sie angebracht. Dies enthilt keine Information
iiber m, erfiillt jedoch den Zweck, deutlich zu machen, dass k keine ganze Zahl ist,
sondern eine Restklasse.

Satz 3.5 (Teilbarkeitskriterium fiir lineare Faktoren). Sei f € K[X] und a € K.
Dann gilt (X —a) | f < f(a) = 0.
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Beweis. "=" Falls f(X) = g(X)- (X —a) so wenden wir den Einsetzhomomorphis-
mus an:

F(a)=9(a) - (a—a) =0

"<" Seil f(X) = g(X) - (X — a) + b nach Division mit Rest durch (X — a), also
b € K. Dann

0=f(a)=9g(a)-(a—a)+b=0+Db

Also b=0und (X —a) | f(X).
O

Beispiel 3.7. Sei f(X) := XP — X + 1 € Z,[X] fiir p Primzahl. f ist durch kein
Polynom vom Grad 1 teilbar, denn so ein Polynom wiirde eine Nullstelle haben, die
auch eine von f sein miisste, aber f(a) =1 # 0 fiir alle a € Z, nach obigem Beispiel.
(Hier haben wir die Notation k := [k], verwendet.)

Definition 3.9. Ein Polynom f € K[X]\ {0} heift normiert, falls der Leitkoeffizient
fgrad(f) =1eK.

Satz 3.6. Sei f € Q[X]| ein normierter Polynom mit Koeffizienten in Z. Dann ist
jede Nullstelle a € Q von f eine ganze Zahl.

Beweis. Sei f(X) =Y ya; X", mit a; € Z, Vi € {0,...,n} und sei a := L€ Qeine
Nullstelle von f, mit p,q € Z, ¢ > 0, ggT(p,q) = 1. Dann gilt f(a) =0 <

n

Zai (2,)1 =0 & Zaipiq”_i =0.
i=0

=0

Insbesondere sind alle Terme a;p'q"~* (fiir i € {0,...,n — 1}) durch q teilbar; dem-
zufolge ist auch der Term a,p™ = p" (denn f ist normiert) durch ¢ teilbar. Falls
q > 1, jeder Primfaktor von ¢ muss also p teilen, was ein Widersprch zur Annahme
geT(p,q) = 1 darstellt. Also ¢ =1 und a € Z. O

Bemerkung. Dieser Beweis ist eine Verallgemeinerung des Beweises, dass v/2 keine
rationale Zahl ist, denn v/2 ist eine Nullstelle des Polynoms X2 —2 € Q[X]. Sehr oft
ist es einfach, ganzzahlige Nullstellen fiir ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten
auszuschliefen (im Fall f(X) := X? — 2 wird z.B. gezeigt, f(a) > 0, Ya € Z \
{0,1, -1}, und dann bleibt es lediglich, die Werte von f in diesen 3 (im allgemeinen
Fall: endlich vielen) Zahlen 0,1 und —1 auszurechnen, um zu zeigen, f(a) # 0, Va €
Z); durch Anwendung dieses obigen Satzes kann man also zeigen, ein solches Polynom
(falls normiert!) hat keine rationale Nullstellen.
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Definition 3.10. f,g € K[X]\ {0} heifen teilerfremd, falls Vh € K[X]\ {0} gilt:
h|f N h|g= grad(h)=0.

Satz 3.7 (Bézout fiir Polynome). Seien f,g € K[X]\ {0} teilerfremd. Dann 3p,q €
K[X]: f-p+g-q=1

Beweis. Wir kénnen n; := grad(f) > grad(g) =: ne annehmen, sonst kénnen wir die
Rollen von f und g vertauschen. Der Beweis ist per Induktion iiber ny (also iiber
den niedriegeren Grad).

IA: Seing = 0. Dann g(X) =a € K\ {0}. Seip=-1€ Kundg=a"'-(f+1).
Dann gilt

f-(-D4a-at-(f+1)=1

IS: Sei ng > 0. Sei f = ¢’ - g + r nach Polynomdivision, grad(r) < grad(g). r # 0,
sonst g | f und grad(g) > 0. Also r € K[X]\ {0}. Sei f" :== g,¢" == r, also
grad(f’) = n} = ng und grad(¢') = grad(r) = n} < ny = n. Also folgt mit
Induktionsvoraussetzung: Jp”, ¢" € K[X]:

'+ -d"'=1egp"+(f-9d)d"=1efd"+g-0"-d d)=1
0

3.4 Restklassenringe. Korpererweiterungen

Satz und Definition 3.8. Sei p € K[X]\ {0} mit grad(p) > 0. Auf K[X] fihren
wir die folgende Aquivalenzrelation ein:

Vi,ge K[X]: f~pg=p|f—g

Sei [f], die Aquivalenzklasse zu f und K[X]/(p) die Menge der Aquivalenzklassen.
Wir definieren fir [flp, [g], € K[X]/(p):

[flp +1glp = [f +9lp
[flp - lglp = [f - glp

Dann ist (K[X]/(p), +,-) ein kommutativer Ring mit Einselement [1],, der K enthdlt
(als die Klassen der konstanten Polynomen).

Die Abbildung m: K[X]| — K[X]/(p), n(f) == [f]p ist ein Ringhomomorphismus.
Weiter ist (K[X]/(p),+,-) nullteilerfrei < p ist irreduzibel < (K[X|/(p),+,-) ist
ewn Kérper.
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Beweis. Wir zeigen nur den letzten Teil, also die 3 Aquivalenzen (fiir den ersten Teil
wird der Beweis fiir die entsprechende Aussagen iiber Restklassen in Z fast ohne
Anderung iibertragen). Genauer gesagt, beweisen wir (a)=(b)=-(c)=-(a), wobei die
letzte Implikation offensichtlich ist (ein Korper ist nullteilerfrei).

“(a)=(b)" Sei p = ¢ - r mit grad(q), grad(r) > 0. Dann [q]p, [r], # [0], weil ¢,r
nicht durch p teilbar sein kénnen. Aber [q],-[r], = [¢-7], = [p]p = [0]p. Also K[X]/(p)
nullteilerfrei = p irreduzibel.

“(b)=(c)”: Falls p irreduzibel ist und ¢ € K[X] mit p 1 ¢, so sind p, g teilerfremd,
also 3f,g € K[X] so dass p- f+¢-g = 1. Also ist dann [g], das inverse zu [q],
in K[X]/(p). Also hat jedes Element in K[X]/(p) \ {[0],} ein Inverses Element und
damit ist (K[X]/(p),+, ") ein Korper.

“(c)=(a)” ist offensichtlich. O

Bemerkung. Die Abbildung K 3 a — 7(a) € K[X]/(p) wobei K C K[X] ist ein
Ringhomomorphismus und da K Korper ist also injektiv. Das heift (K[X]/(p),+, )
ist "grofer” als K.

Satz 3.9. Falls grad(p) = n € N\ {0}, so gibt es eine bijektive Abbildung ¢: K™ =
K[X]/(p)-

Beweis. Betrachte ¢ (ag, ..., an—1) = [f], wobei f(X) :=ap+ a1 X + ... + a1 X" 1.
Die Abbildung v ist surjektiv (zeigt man durch Polynomdivision) und injektiv. [

Definition 3.11 (Charakteristik). Sei (K, +,-) ein Korper. Die kleinste natiirliche
Zahlpsodass 1 + ...+ 1 =0 € K heift die Charakteristik Char(K’) von K. Existiert
—_——

p—mal

kein solches p, so setzt man Char(K) = 0.

Satz 3.10. Sei (K, +,-) ein Kéorper mit Char(K) # 0. Dann ist Char(K) = p eine
Primzahl.

Beweis. Ubung. O

Satz 3.11. a) Sei (K, +,-) ein endlicher Korper. Dann 3n € N so dass K genau p"
Elemente besitzt.

b) Jeder endlicher Korper ist zu Z,[X]/(f) isomorph fiir ein irreduzibles Polynom
mit grad(f) = n. Fir jedes n € N\ {0} gibt es ein irreduzibles Polynom
f € Z,[X] vom Grad n; falls f,g € Z,[X] irreduzibel und grad(f) = grad(g),
so sind die Kérper Zp|X]/(f) und Zp[X]/(g) isomorph.

c) Fir einen endlichen Korper ist (K \ {0},-) eine zyklische abelsche Gruppe.

Beweis. (a) folgt aus (b) und der bijektiven Abbildung von oben. (b) und (c) sind
schwierig und werden hier deswegen nicht bewiesen. O
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Bemerkung. Aus (a) und (b) folgt, dass alle endliche Korper, die die gleiche Anzahl
von Elementen haben, zueinander isomorph sind. Diese Anzahl ist immer eine Potenz
einer Primzahl, und jede solche Potenz entspricht eines endliches Korpers.

Folgerung: Die endlichen Koérper haben wichtige Anwendungen in Verschliisse-
lung und Fehlerkorrekturen von Codes. Insbesondere Zs[X]/(f) mit grad(f) = 8 und
f irreduzibel. Die Eigenschaft (c¢) aus dem obigen Satz ist dabei besonders wichtig.

Die Restklassenkorper (fiir irreduzible Polynome in K[X]) sind also Erweiterun-
gen des Korpers K. Solche Erweiterungen “produzieren Nullstellen von f” (welches
eigentlich keine Nullstellen in K hat, denn es ist irreduzibel):

Bemerkung. Falls K C K’ eine Korpererweierung ist, ist K[X] identifiziert mit
der Teilmenge der Polynomen in K'[X], deren Koeffizienten in K C K’ sind. Wir
schriben K[X] C K'[X].

Beispiel 3.8. f(X) := X2 — 2 kann sowohl als Polynom in Q[X] (dort ist f ir-
reduzibel) gesehen werden, als in R[X] (dort ist f aber reduzibel, denn es hat
V2,—v/2 € R\ Q als Nullstellen).

Satz 3.12. Sei K ein Korper und f € K[X]|, grad(f) > 1 drreduzibel, und sei
K':= K[X]/(f). Dann ist f € K'[X] reduzibel, er hat in K' die Nullstelle [X]f €
K[X1/(f)-

Beweis. Sei f(X) = kaXk € K[X] c K'[X]. Dann gilt

k=0
FUXI) =D - (X1pF =) [fk : Xﬂf =[f(X)];=[0]f=0¢€ K"
k=0 k=0
Somit ist [X]; € K’ eine Nullstelle von f in K’. O

Bemerkung. 1. Die Korpererweiterungen der Form K C K[X]/(f), mit f € K[X]
irreduzibel, “erginzen” K zu einem “groferem” Korper K', der Nullstellen fiir f
enthalt.

2. Wenn wir sagen, dass ein Polynom f keine Nullstelle hat, miissen wir stets
prézisieren, in welchem Kérper wir die Nullstellen von f suchen, oder mindestens
deutlich machen, dass die Koeffizienten von f in einem bestimmten Korper sind (Die
Aussage “f € K[X] ist nullstellenfrei” wird dann der deutlichere Aussage “f € K[X]
hat keine Nullstelle in K gleichgesetzt).

Beispiel 3.9. Beispiele von Korpererweiterungen K C K[X]/(p).

1) grad(p) =1« K = K[X]/(p)
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2) Q[X]/(X? —2) ist ein Korper, der Nullstellen von X2 — 2 enthélt (dies Polynom
ist in Q[X] nullstellenfrei). Man kann Q mit der Menge Q[v/2] := {a + bv/2 :
a,b € Q} C R identifizieren, wobei die Addition und Multiplikation die von R
sind (evtl. Ubung).

3) C == R[X]/(X? + 1) ist der Kérper der komplexen Zahlen. Wir notieren i :=
[X](x2+41), also wir schreiben [bX +a] =: (a+bi) mit a,b € R. Es ist i’ =1, da
i € C eine Nullstelle des Polynoms X2 +1 ist (die andere Nullstelle ist —i € C).

Definition 3.12. Eine Nullstelle von f € K[X] hat Vielfachheit k € N :& (X —a)¥ |
und (X —a)k*lyf.

Beispiel 3.10. —1 € Q ist eine zweifache (doppelte) Nullstelle von X2 +2X +1 €
Q[X].

Satz 3.13. Ein Polynom f € K[X]| mit grad(f) = n > 0 hat hochstens n Nullstellen
in K, gerechnet mit Vielfachheiten.
Sind aq, .., a; Nullstellen mit Vielfachheiten ny,..,n; so gilt ny + ... +n; < n

Beweis. Ubung. O

Korollar 3.14. Der Einsetzhomomorphismus F: K[X] — Abb(K,K), F(f) = f :
K — K ist injektiv < K ist unendlich.

Beweis. F ist injektiv < (Vf,g € K[X]: f=9= f=9)© Va€ K: f—g(a) =
0= f—g=0). Sei also f € K[X] so dass F(f) =0 € Abb(K,K). 0 = f ist also
die Polynomialfunktion, die zu f assoziiert ist.

Falls grad(f) = n € N, so hat f hochstens n verschiedenen Nullstellen. Da aber
f(a) =0Va € K und K unendlich ist, folgt f = 0 in K[X].

Falls K endlich ist, | K| = p" mit n € N und p Primzahl, so die Polynomialfunktion
zu XP" — X verschwindet auf ganz K (d.h. jedes Element in K ist Nullstelle fiir das

obige Polynom). Fiir a = 0 ist dies klar.

Falls a € K'\ {0}, so folgt aus dem Satz von Fermat fiir Gruppen, dass dK\MOY — 1,
also a?" 1 = 1 fiir alle a € K \ {0}. Also X?" — X # 0 hat als assoziierte Funktion
die Nullfunktion. Damit ist F' nicht injektiv. O

Definition 3.13. Ein Korper (K, +,-) heift algebraisch abgeschlossen, falls Vf €
K[X] gilt, dass f eine Nullstelle in K besitzt.

Bemerkung. Falls K algebraisch abgeschlossen ist und grad(f) = n, so besitzt f
genau grad(f) Nullstellen mit Vielfachheiten. Dies bedeutet genau, dass alle irredu-
ziblen Polynome Grad 1 besitzen. (Ubung)
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4 Komplexe Zahlen

Es ist C := R[X]/(X? + 1). Die Restklassen modulo (X2 + 1) kann man durch
den Rest der Polynomdivision charakterisieren: Als Rest sind die Polynome a + bX
moglich mit a,b € R. Also

C= {[a +bX](x241) | @b € R}

Sei i == [X](x241). Dann gilt i2+[1] =0 (mod X%+ 1), also i +1 =0 in C (wobei
hier 1,0 die Notationen fiir Null- bzw. Einselement in C seien. Wir identifizieren
R mit den Klassen [a] x241) fiir @ € R, d.h. mit den Restklassen der konstanten
Polynome. Wir haben dann R € C und C = {a+ib | a,be R} mit 72 = —1 (die
Gleichung i = y/—1 ist zu vermeiden, denn es gilt ebenfalls (—i)? = —1).

Komplexkonjugation Sei z = a +ib € C, a,b € R. Dann ist Z := a — b das
komplex konjugierte zu z und die Abbildung

C:C—-C,z—7z
heifst komplexe Konjugation. Weiter schreibt man fiir z = a +ib € C:

a = Re(z) und nennt ihn den Realteil von z

b := Im(z) und nennt ihn den Imaginérteil von z
|z] == Va? + b> € Ry und nennt ihn den Absolutbetrag von z
Es gilt weiter (a 4 ib)(c + id) = (ac — bd) + i(bc + ad)
Satz 4.1 (Rechenregeln in C). Fir alle z € C gilt:

a) z+ % = 2Re(z) und z — Z = 2iIm(z), sowie z - Z = |z|* und Z = z. Weiter gilt
zZ=z%z€R.

(b) Vz,w e C:

} C: C — C ist ein Kérperisomorphismus

Damit folgt insbesondere:

|2w| =|z[[w]

c) Es gilt
|2 4+ w| <[z] +|w|
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Beweis. a,b) Ubung.
c) Sei z=a+ib,w = c+id. Dann z +w = (a + ¢) + i(b+ d). Es gilt
lz+w)? = (a+¢)? + (b+d)? = a® + 1> + & + d* + 2ac + 2bd
Und
(2] +lw))? =21 + 2lzw| +w]* = a® + b7 + @ + d* + 2(V a2 + B2V 2 + d&?)
Also

(CS)
12+ w| <|z| +|w| @z + w2 < (2| +|w])? < ac+bd < Va2 + b2V + &2

flir a,b,c,d € R. Diese Ungleichung folgt aus dem folgenden Spezialfall der
Ungleichung von Cauchy-Schwarz:

Va,b,c,d € R, (ac+bd)? < (a® +b*)(c* 4 d?). (CS)

Beweis. Seien a,b # 0. Seien fi(z) = a?x? —2acx +c* = (ax —c)> > 0Vz € R
und fo(x) = b*x? — 2bdx + d* = (bx — d)? > 0 Vz € R. Setze nun f(z) ==
fi(z) + fa(z). Dann also f(z) > 0 Vo € R. Entweder haben f; und f5 eine
gemeinsame Nullstelle ¢ = %, also b+id = g(a+ic) mit ¢ € R, oder aber f(x)
hat keine reelle Nullstelle. Das bedeutet dann, dass f(z) = az? + Bz + v mit
a, 3,7 € R und

T < ay ()
In diesem Fall ist o = a? + b%,7 = ¢ + d? und B = —2ac — 2bd und damit
folgt (CS) aus (*x). Falls a,b = 0, so ist die Ungleichung in (CS) trivial. Falls
a=0,b# 0, oder a # 0,b = 0 so ist f eine quadratische Polynomfunktion.
Falls ac 4+ bd < 0, so folgt (CS) automatisch. Sonst gilt:

(CS) & (ac+ bd)? < (a® 4 b?)(c* + d?)

& a?c® + b2d? + 2abed < a’c® + a?d? + b2 + v2d?

& 2abed < a?d* + b*? & (ad — be)? > 0
also die Behauptung. Gleichheit gilt, falls ad — bc = 0, also auch, falls a+ib # 0
und ¢ + id = g(a + ib) fiir ein ¢ € R. O

O]

Bemerkung. Die Ungleichung aus c) zeigt, dass|-|: C — R, z — |z| kein Korper-
homomorphismus ist. Dies ist natiirlich nicht {iberraschend, da |-| nicht injektiv ist.
Es ist aber || : C\ {0} — R% ein Gruppenhomomorphismus der multiplikativen
Gruppen.
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4.1 Polarkoordinaten

Sei z = a+1ib € C\ {0} und r :=|2| € R}, da z # 0. Dann 3¢ € [0,27) mit
z = r(cos ¢ +isin ¢). Man nennt r den Betrag von z und ¢ das Argument von z und
schreibt dafiir auch arg(z).

Bemerkung. {¢ € R|r(cos¢ +ising) =z} = {arg(z) + 2kn | k € Z}, da sin, cos
periodisch sind.

Notation 4.1. ¢/ := exp(i¢) = cos ¢ + isin ¢. Allgemein wird exp definiert durch:
exp: C — C\ {0}
exp(a + ib) = e?(cosb 4+ isinb) = e Va,be R

Diese Definition wird durch die Reihendarstellung der Exponentialfunktion gerecht-
fertigt.

Satz 4.2. Seien z,w € C\ {0}, z =|z| (cos ¢ + isin @), w = |w]| (cos ) + isin)) mit
¢,v € R. Dann gilt

a) zw =|zw| (cos(¢ + 1) + isin(¢ + )

b) 7' =1 = L(cos¢ —ising) = (cos ¢+ isin(—¢)).

c) Falls|z| =1, soz=z""1.

d) 2" =|z|" (cos(ng) + isin(ng)).

Beweis. Ubung. Man verwende bei a) cos(¢ + ) = cos¢cosy — sin ¢psinty und
sin(¢ + 1) = sin ¢ cos 1 + sin v cos ¢. O

Beispiel 4.1 (Bestimmen von Nullstellen in C). 1) Sei f(X):=X"—a,a€C. z €
C ist eine Nullstelle von f, falls

2" =a < |z|" (cos(ng) + isin(ng)) =|al (costp + isin)
fiir ¢ = arg(a) und|a| # 0. Also z =|z| (cos ¢ +isin ¢) ist eine Nullstelle von f
|2l =lal* € R,

< cos(ng) = cos(v))

sin(ng) = sin(1)) S ng =19 +2km ke’

S ¢ = % + %Tﬂ fiir k € Z. Es besitzt f also n verschiedene Nullstellen

{\aﬁ (cos(% + 214:777) + isin(% + 2]CT?T)) | ke {0,...,n— 1}}

Alle anderen Werte von k liefern Elemente aus dieser Menge.
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2) Seien a,b € C und a # 0. Betrachte f(X) := aX? + bX + c. Wir mochten
Nullstellen von f bestimmen. Wir verfahren wie bei reellen Polynome vom
Grad 2. Setze also A := b?> — 4ac. Sei § eine der 2 Losungen der Gleichung
62 = A #0 € C. Falls A = 0, so hat die Gleichung offenbar die eindeutige
Losung d = 0. Also gilt fiir A=0:

b
X)=a(X + —)?
FX) = a(X + 5)
mit Nullstelle —% und im Fall A # 0 erhalten wir:
b+ b—o
X)=a(X X
OO = a(X + 0+ 70
mit Nullstellen b%a‘s, % € C, wie man durch direkte Rechnung verifiziert.

Satz 4.3. Sei f € R[X] mit grad(f) > 1. Dann gilt f irreduzibel = grad(f) = 1
oder grad(f) = 2.

Beweis. Sei f € R[X] mit grad(f) = n > 1. Dann hat f in C genau n Nullstellen
(mit Vielfachheiten) Sei also
f(X)=a(X —a1)...(X —an), ai,..,a, € C,ae R\ {0}

Sei f(X) ="}, fxX". Dann
f@ =) f@=) " firhk =D farh=f(z), VzeC
k=0 k=0 k=0

weil die Koeffizienten reell sind. Ist nun f irreduzibel in R[X], so folgt aus grad(f) >
1, dass f keine reelle Nullstelle besitzen kann. Also sind alle Nullstellen von f aus
C \ R und kénnen als by, ..., b;, b1, ...,b; € C \ R umbenannt werden. Inbesondere ist
also n = 2. Es gilt also

FOX) = a(X = b)(X = br).(X = b)(X = )

Aber es gilt g1 (X) = (X —b1)(X—b1) = X*—(b1+b1) X +b1b1 hat reelle Koeffizienten,
da by + b1 = 2Re(b1) € R und b1y = |b1] € R. Also g1 € R[X] und g; | f. Falls
grad(f) > 2, so ist f also reduzibel. O

Bemerkung. Ob ein reelles Polynom vom Grad 2 irreduzibel ist, lasst sich aus des
bekannten Theorie der quadratischen Funktionen herleiten. Sei f(X) = aX?+bX +c
fir a,b,c € R,a # 0. Sei A :=b?> — 4ac. Dann

- f hat 2 einfache reelle Nullstellen < A > 0
- f hat eine doppelte Nullstelle & A =0

- f hat keine reelle Nullstelle & A < 0. In diesem Fall ist f € R[X] irreduzibel,
natiirlich aber nicht in C[X], da es dort Nullstellen besitzt.
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5 Vektorraume

Definition 5.1. Sei K ein Korper. Eine abelsche Gruppe (V, +) heifst K-Vektorraum,
falls eine Abbildung

S KxV =V

existiert, welche die folgenden Eigenschaften erfiillt

(V1) Vae KVu,va € Via-(v1+vy) =a-v1+a- vy

(V2) Vaj,aa e KVveV: (a1 +az)-v=a;-v+az-v

(V3) Vaj,aa e KVv € V: (a1 -a2)-v=ay-(ag-v)

(V4) YveV:ilg-v=v

Die Elemente aus V heifsen Vektoren, die Elemente von K bezeichnet man als Skalare.

Beispiel 5.1. 1) Falls V = K und -: K x K — K die iibliche Multiplikation in K
ist , so wird K zu einem K-Vektorraum.

2) Sei K 2 R ein Ringhomomorphismus. Dann ist die skalare Multiplikation von
K auf R durch Va € K, Yv € R: a-v = a(a) - v definiert, wobei die zweite
Multiplikation in R zu verstehen ist. Damit wird R zu einem K-Vektorraum.
Insbesondere sind damit R, C Q-Vektorraume und C ein R-Vektorraum. Weiter
ist fiir alle Kérper K dann K[X]/(p) ein K-Vektorraum.

3) Sei K ein Kérper und M eine Menge sowie V ein K-Vektorraum. Sei VM :=
Abb(M, V). Wir definieren +: VM x VM — VM durch

Vige VM f+g: M= V:(f+g)(a):=fla)+gla) eV, YaeM

Dann ist (VM +) eine abelsche Gruppe. Wir definieren nun -: K x VM — vM
durch

Vae KVfeVM:ia-f: M >V
VYae M: (a-f)la) =a- fla) eV

Dann ist VM ein K-Vektorraum.

Beweis. (V1) Ya € KYf,ge VM:
Vae M: (- (fit+f)@) " =" o fila) + o fala)
= (a- fi)(a) + (@~ f2)(a) = (- fi + - f2)(a)
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(V2) Vai,as € KVf S VM.

Va € M: (a1 +a2) - f)(a) 2 (a1 +a2) - f@) 7=V ar - f(a) + azf ()
Def. Def.

= (1)) + (az- f)(a) = (a1~ f+az- f)(a)
(V3) Vay,a € KVf e VM

Vae M: ((ar-a2)- f)(@) 2 (a1 -az) - fl@) V= ar - (g - fla)
- (az- (@) E (a1 (a2 1) (@)
(Va) VfevM
Vae M: (1- f)(a) 2 1. f(a) VIV f(a)

O]

Spezialfille: 1) K =V = R oder C und Abb(M,R) bzw Abb(M,C) (Mengen der
reell- beziehungsweise komplexwertigen Funktionen) sind R- beziehungs-
weise C-Vektorrdume. Fiir alle Mengen M (oft hat man M C R oder
M CC)
la) Fir K =V = C und M = N erhélt man Abb(N,C) als Menge der
Folgen aus C. Statt a: N — C schreibt man stattdessen (ag, a1, ....) =
(ak)ken-

1b) Ist M = {1,...,n} mit n € N\ {0} und V = K. Dann ist V™ =
K{L-nk — K™ die Menge der n-Tupel aus K. Wir schreiben statt
a: {1,..,n} — K zumeist (ay,..,a,) € K". Man kann K" also als
n-faches kartesisches Produkt K x ... x K verstehen. Also ist K" ein
K-Vektoraum. Falls n = 1, so K! = K und falls n = 0, so K° := {0}
der triviale Vektorraum.

1c) Sei M ={1,..,n} x {1,..,m} mit m,n € N\ {0} und K = V. Dann
ist VM = g{Lonb{L.m} — Mat(n x m, K) der Vektorraum der
n X m-Matrizen iiber K. Statt a: {1,..,n} x{1,..,m} — K schreiben
wir stattdessen die Werte a;; := a(4, j) in eine Tabellen

ail ... Qim

Apl -~ Qupm

mit n Zeilen und m Spalten. Diese Tabelle heifst Matrix mit n Zeilen
und m Spalten. Eine alternative, kompakte Schreibweise hierfiir ist

(aij) ie{l,..,n} -
je{1,..,m}
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Bemerkung. Es ist (aij)ic(1,.n) = (@)refr,.n} = (@i)jeqt,ny = (@if)je(1,..m}

je{1,..,m} le{1,..,m} i€{1,..,m} 1€{1,..,n}
und so weiter, aber es es ist (aij) icf1,..n} 7 (@ij)icf1,.,m} fir m # n.
Je{l,..,m} Je{l,..,n}

Merkhilfe: Man denke am bestem immer an die tabellarische Darstellung von
Matrizen. Dann ist der Zeilenindex der zweite Index und der Spaltenindex der erste.
Zu 1b): Ist A € K,a = (a1,..,an) € K™, (oft schreibt man a als Spaltenvektor

al )\a1

a9 )\ag
). Dann ist A-a = (Aaq, .., Aay,) oder auch | . | und a+b = (a3 +b1,...,an+

an, Aan,

a1 + by
by,) oder auch a + b = _
an + by,

Satz 5.1 (Rechenregeln in einem K-Vektorraum). Sei K Koérper und V ein K-
Vektorraum. Dann gelten:

(a) O -v=0yYoeV A a Oy =0yVaceK
(b) a-v=0y=a=0x V v=_0y
(c) (1lg) - v=—vYoeV

Beweis. (a) Og-v = (0g+0x)-v =0x-v+0x-v, also ist O -v ein neutrales Element
fiir (V,+), also gleich Oy. Auch gilt a- 0y + - 0y = - (Oy + 0y) = a - Oy,
also ist auch « - Oy ein neutrales Element in (V, +), also a - Oy = Oy.

(b) Sei a # 0. Dann a™! € K und a !(a-v) = a™! -0y = Oy aus (a), aber auch

-1, (V3) 1K'U(\§) v. Also v = Oy.

al (a-v)=(a"t a) v
(c) Esist 1x — 1x = O, also
v+ (-Dg-v=1g- v+ (g -v=1Ax + (-1)x) - v =0y

und damit ist (—1)x - v das (eindeutig bestimmte) inverse Element zu v, also
(—1) K U= —U.
U

Definition 5.2 (Untervektorraum). Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum.
U C V heiftt Untervektorraum, falls gilt

(U1) 0 AU
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(U2) Ve KYweU:a-velU
(U3) Yo, vo €U vy +v9 €U

Bemerkung. 1. (Ul) A (U3) (zusammen mit (U2) fir « = —1k) sagen genau aus,
dass U C V eine Untergruppe beziiglich der Addition ist.

2. U wird mit der Addition, und der von V induzierten Skalarmultiplikation -: K X
U — U wieder zu einem K-Vektorraum.

Beispiel 5.2. 1. R C Cist ein Q-oder R-Untervektorraum, jedoch kein C-Untervektorraum.

Notation 5.3. Sei V ein K-Vektorraum. Dann V? := {0} und V° := {0} also
‘nullte Potenz’ von V sind triviale Gruppen (bzw. Vektorrdume).

2. Sei Uy, == {(al,..,an) EK"|amy1=...=ap = O}. Dann ist U,, € K" ein K-
Untervektorraum.
Allgemeiner gilt: Sei V' ein K-Vektorraum, M Menge und N C M eine Teil-
menge. Dann ist Uy = {f: M — V| f(z) =0y Vo € M \ N} ein Untervek-
torraum.

Beweis. (U1) Gilt immer, denn Uy enthélt offenbar die Nullfunktion fo: M —
V, fo(z) =0y Vz € M.

(U2) Seia € K und f € Uy. Dann ist (a-f) € VM definiert durch (a- f)(x) =
a - f(x)Vx € M. Insbesondere « - f(x) = a- 0y = Oy Vz € M \ N, also
(U2) gilt fiir Uy C VM.

(U3) Falls f,g € Un,so (f+g)(z) = f(z)+g(z) =0y Vo e M\ N, also (U3)
fir UN g VM

O

Satz 5.2. FEine nichtleere Teilmenge U in einem K -Vektorraum V ist ein Untervek-
torraum < Yk € N\ {0} VYo, .., ap Vo1, ..,vp € U gilt ayvy + ... + agvg, € U.

Beweis. "=" Induktion nach k € N:
k=1: YVag € KVv; € U: aqv; € U nach (UQ)
k—=k+1: Vag,...,ap1 € KYvy,...,vp01 € U

(1 - 01 + oo + QgUE) + @1k € U

nach Induktionsvoraussetzung und (U2), da beide Terme in U liegen und
damit auch ihre Summe.

"<" (U1) folgt mit £ =1 und (U3) folgt aus k = 2 mit a1 = ap = 1.
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Satz 5.3. Secien Uy, Us Untervektorraume in V. Dann sind Uy N Us und
Ui+ U = {’Ul + V2 | v; € Uy, v € UQ}
Untervektorraume.

Beweis. Es gilt 0y € Uy N U und Oy = 0y + Oy € Uy + Us. Sei nun o € K. Dann
ist a-veU; A a-v e U, also (U2) fir Uy NUs. Sei nun v = v1 +vg € Uy + Uz und
a€ K. Dann a-v = (a-v1) + (- vy) € Uy + Us, also (U2) fiir Uy + Us. Seien nun
v,v" € UyNUs,. Dann ist v+v" € Uy und v+v" € Uy, also (U3) gilt in U;NU;. Sei weiter
v =1 +v2,v =] +vh € Uy +Us. Dann gilt v+v' = (v +v}) + (v2 +vh) € Uy + Us,
also (U3) in U; + Us. Also sind Uy N Uy und Up 4+ Uz Untervektorrdume in V. O

Allgemeiner gilt:

a) Sei (U;)ier eine Familie von K-Untervektorraumen in V' wobei I eine beliebige
Menge sei. Dann ist (,c; U; € V' ein Untervektorraum.

b) Sei k£ € N\ {0} und Uy, ..,Ux C V Untervektorrdume. Dann ist Uy + .... + Uy, :=
{vl + ..t |v € Ui} ein Untervektorraum.

Bemerkung. 1) U, = {(z,y) € R? | y = a} ist ein R-Untervektorraum in R? <
a=0.

2) Sei Uy = {(¢,0) |z € R} C R? und Uy = {(0,y) |y € R} C R? Dann sind
Ui, Us Untervektorraume, aber Uy UUs ist kein Untervektorraum, denn (1,0) €
Ui, (0, 1) € Uy, aber (1,1) = (1,0) + (0, 1) ¢ Uy UUs,.

5.1 Lineare Abbildungen. Matrizen

Definition 5.4. Sei K Korper und seien V, W K-Vektorrdume. Eine Abbildung
f:V — W heifft K-linear, oder auch Vektorraumhomomorphismus, falls gilt

(L1) Yoi,va € Vi f(v1 +v2) = f(v1) + f(v2)
(L2) Vae KVv e V: f(a-v) =a- f(v)
Bemerkung. (L1) < f: (V,+) — (W, +) ist ein Gruppenhomomorphismus.

Satz 5.4. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K -Vektorraumen. Dann

sindker(f) ={v eV | f(v)=0w} CVundlm(f) =f(V)={weW:3€V: F(v)=w} C

W Untervektorraume.

Beweis. Es ist bereits bekannt, dass ker(f),Im(f) Untergruppen in V beziehungs-
weise W sind, weil f ein Gruppenhomomorphismus ist. Es ist also nur noch (U3) zu
priifen. Sei v € ker(f),a € K. Dann f(a-v) = a- f(v) = Ow, also a-v € ker(f). Ist
nun w = f(v) € Im(f) und a € K, so ist f(a-v) = - w, also a - w € Im(f). O
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Beispiel 5.3. f: R? — R?, f(x,y) == (ax + by, cx + dy) mit a,b,c,d € R ist eine
R-lineare Albbildung. Dagegen ist g(z,y) := (ax + b, cy + d) fiir b, d # 0 nicht linear,
denn

gla-(z,y)) =(a-a-z+bc -a-y+d) # alar +bd,cy+d)
falls o # 1.
Bemerkung. f: V — W linear = f(0y) = Oy .

Definition 5.5. Sei K Korper und V, W K-Vektorrdume. Eine lineare Abbildung
[V — W heifst Isomorphismus von Vektorraumen, falls sie bijektiv ist.

Bemerkung. Dann ist f~': W — V ebenfalls K-linear, also ein Isomorphismus
von K-Vektorrdumen.

Beispiel 5.4. C: C — C,(C(z) := Z ist ein R-linearer Isomorphismus, jedoch nicht
C-linear.

Definition 5.6 (Lineare Hiille, erzeugter Vektorraum). Sei K Korper, V ein K-
Vektorraum und M C V eine Menge (kann auch leer sein). Die lineare Hiille von M
in V', oder der von M erzeugte Untervektorraum (M) ist definiert durch

k
(M) = Zawi | ke Nyjv; e M,o; € K

i=1
Notation 5.7. 22:1 ov; = Oy
Satz 5.5. (M) CV st ein Untervektorraum.

Beweis. (M) 3 0y. Sei a € K,v =% amw; € (M). Dannist a-v =% (o ) -
vi € (M). Sei v="3"F ;v =% alw) € (M). Dann

k K k+k
v+v’:Zawi+Zagvg = Zﬂi-wi € (M)
i=1 i=1 i=1
wobei Vi € {1,..,k} : 8; == o, w; = v; und Vi € {k: +1,.., k+ k:’}ﬁl =, w =
/
Vg O

Satz 5.6. Sei U C V ein Untervektorraum und M C U eine Teilmenge. Dann ist
(M) C U und ist die lineare Hille in U von M. (U ist ebenfalls K -Vektorraum.)

Beispiel 5.5. 1. Seiv = (a,b) € R?\{(0,0)}. Dannist (v) = R-v = {(aa,ab) € R? | a € R}
die Gerade durch (0,0 und (a,b) € R?.
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2. Sei v = (1,0,0),w := (0,1,0) € R3. Dann
{v,w}) = {(a,b,0) | a,b € R} CR?
ist die z-y-Ebene im R3.

Definition 5.8 (Erzeugendensystem). Eine Menge M C V ist ein Erzeugendensys-
tem von V, falls (M) = V.

Definition 5.9 (Linear unabhéngiges System). Eine Teilmenge M C V heifst linear
unabhéngig, falls Vk € NVvq,..,vp € M Vaq,...,ap € K:

k

Zaivi =0y=>a1=..=qa,=0g
i=1

Beispiel 5.6. {(1,0, 1),(1,1,0),(0,1,0), (1,0,0)} C R3 ist ein Erzeugendensystem,
denn V(a,b,c) € R? kann man dies als ¢ - (1,0,1) + b - (0,1,0) + (a — ¢) - (1,0,0)
darstellen. Dagegen ist M nicht linear unabhéngig, denn (1,1,0) = (0,1,0)+(1,0,0).

Satz 5.7. Sei M = {v1,...,u,} CV eine endliche Menge. Dann gibt es genau eine
lineare Abbildung
far: K™ — V., so dass

fM((O, ...,\1//, ...,0)) = U
k

far heifst die zu M assoziierte lineare Abbildung.

Beweis. Sei far(ai,..,ar) ==Y p_j arvr ¥(ai,...,an) € K™ Dann gilt

fM((alv ey an)) + fM((blv ! bn))

n

= Z arpvi + Z brvg, = Z(ak + bk)vk
k=1 k=1

= k=1
= fM((ala ---7an) + (b17 7bn))
und Voo € K: far(o- (a1, .., ax)) = > o g capvp = ad p_q apvg = a- f(a,..,an) O

Satz 5.8. FEine endliche Teilmenge M C V ist ein Erzeugendensystem, falls fas
surjektiv ist. Fs ist linear unabhdngig, falls far injektiv ist.

Bemerkung. f:V — W ist surjektiv < f(V) = W und es ist injektiv < ker(f) =
{0}.

Beweis. Es gilt fas(K™) = (M), also far surjektiv < M ist Erzeugendensystem.
ker(fM) = {(al,..,ak) e K" | Z?:l a;v; = 0} ker(fM) = {(0, ,O)} e K" & M ist
linear unabhéngig. O
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Definition 5.10. Sei K Korper und seien V, W K-Vektorrdume. Definiere

Homg (V,W) = {f:V — W | f K-linear}
Endg (V) :== Homg(V, V)
Glg (V) = {f € Endg(V) | [ bijektiv}

Satz 5.9. a) Homg (V, W) ist ein K -Vektorraum.

b) (Endg(V),+,0) mit o = "Verkettung von Funktionen’ ist ein Ring, welcher im
allgemeinen nicht kommutativ ist und Nullteiler besitzt.

c) (Glg(V),o0) ist eine (nicht abelsche) Gruppe.

Satz 5.10 (Darstellung einer linearen Abbildung). Sei V = K" W = K™, m,n €
N\ {0}. Dann existiert ein Isomorphismus von Vektorriumen:

F: Mat(m x n, K) 5 Hompg (K", K™)
mit
]:((aij)ie{l’“’m})(:nl, . .CUn) = (Z AijLjyeny Z amjxj) e K™
Je{1,..,m} j=1 j=1
Beweis. F ist linear: Wir setzen zur Abkiirzung (a;;) = (aij)ie(1,. my fiir alle Ma-
je{1,..,n}
trizen. Es gilt Va € K, (a;;) € Mat(m x n, K):
a - (aij) = (aai;)
und
F((a-aiy)) (@1, .., 2n) = o F(aiy)) (21, .., n)
Weiter gilt V(a;j), (bij) € Mat(m x n, K):
F((aij) + (biz)) = F((aij)) + F((bij))
F ist injektiv: (& ker F = (0;;) € Mat(m x n, K)). Es gilt

F((aij))(xl, ..,a:n) =0 K" = f((aij))(O, ...,\1//, ...,O) =0e K™
k

Also Vi € {1,..,m} :

n
E alj '.Tj =0
Jj=1

wobei z; = 0 fiir j # k und z; = 1, falls j = k. Also aj = 0. Da [ und &
beliebig gewahlt waren, folgt also (a;;) = (0;5) € Mat(m x n, K).
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F ist surjektiv: Sei f: K™ — K™ linear. Sei f((0,... +0)) = (b1, ..., by). Sei

) 1 YRR
~
j
a;j = b; aus der obigen Gleichung. Dann gilt: f((0,...,1,...,0)) = (aij, ..., m;)

und

@1, man) = FO25(0,.,1,.,0) =Yz - (a1, ooy ) = O arjzj, oy > amjrj)
j=1 j=1 j=1 j=1

also f = F((aij)).
0

Bemerkung. Dieser Isomorphismus ist der Grundbaustein der Matrizenrechnung;:
Die Matrizenmultiplikation (welche noch zu definieren bleibt) entspricht der Verket-
tung von linearen Abbildungen.

Satz 5.11 (Basisauswahlsatz). Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum, d.h.
JA CV endlich mit V = (A). Dann existiert A" C A Basis von V.

Beweis. Durch Induktion nach n :=|A]|.
LA.n=0: V= (0) = {0} und () ist Basis von V.

I.S. n > 1: Falls A linear unabhéngig ist, so ist A bereits Basis von V. Falls nicht,
so sei A = {vy,...,v,} und Jay,..,a, € K so dass

a1v1 + ... +apv, =0ANTF € {1,..,n} 1 a; #0

Nach einer eventuellen Umbenennung von v, .., v, kénnen wir annehmen, dass
an # 0. Dann ist

n—1
vy = —ay, - Zakvk € {v1,..,Un-1}).
k=1

Also A" := A\{v, } erzeugt ebenfalls V. Nach Induktionsvoraussetzung existiert
nun A” C A’ C A Basis von V.

O

Lemma 5.12. Sei M = {fi,.., fm} Basis eines K-Vektorraums V # {0}, m €
N\ {0} und sei v :=">3"" a;fi mit Vi € {1,..,m}: a; € K,a; # 0. Dann ist M’ :=
{v, fa, .., fm} ebenfalls eine Basis von V.

Beweis. Lineare Unabhangigkeit: Seien a,bo, .., b, € K: a-v+byfo+...4+bp frn = 0.
Dann aay f1 + (aag + b2) fa + ... + (aam + by) fm = 0. Da M Basis ist folgt
aa; = 0N Vi € {2,..,m}:aa; +b; = 0, also a = 0, da a1 # 0 und damit
Vi e {2,..,m}: b = 0. Also ist M’ linear unabhéngig.
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Erzeugendensystem: Dafiir gentigt es M C (M') zu zeigen, denn dann V C (M) C
(M'"). Es gilt fo, .., fm, € M' C (M"). Weiter ist f1 = a; ‘(v — >.1" aifi), also

f1 € (M'y und M’ ist Basis von V.
O

Lemma 5.13. Falls M = {ey,..,e,} eine Basis eines K-Vektorraum V ist, so ist
Yag,..,an € K M':={e1,es + agey, .., e, + aner} ebenfalls eine Basis von V.
Beweis. Lineare Unabhangigkeit: Seien b, ..,b, € K: bie1+Y o, bi-(e;+azer) = 0.
Dann (b1 + 1 5 bia;)e; + Y o bie; = 0. Da M Basis ist, also Vi = 2,..,n: b; =
OAbL + > obia; =0 = by = 0. Also ist M’ linear unabhéngig.
Erzeugendensystem: Wir zeigen M C (M'). Esiste; € M und Vi € {2,..,n} : ¢; =
(e; + aje1) — ajer € (M'). Also erzeugt M’V und ist somit eine Basis.
]

Satz 5.14. Seien M, = {e1,..,en} und My = {f1, .., fm} Basen eines K -Vektorraum
V, m,n € N. Dann gilt m = n. Insbesondere ist die Dimension dimg V = n wohl-
definiert.

Bemerkung. Falls V nicht endlich erzeugt ist, so ist seine Dimension per Definition
unendlich: dimg V = oo.

Beweis. Wir zeigen per Induktion die folgende Aussage fiir n € N:

P(n): Jeder K-Vektorraum V, der eine n-elementige Basis besitzt

besitzt nur n-elementige Basen

ILA. n =0: Dann V = {0} und er besitzt nur () als Basis, denn 0 kann zu keinem
linear unabhéngigen System von Vektoren gehéren.

I.S. n>1: Sei V ein K-Vektorraum und M := {ej,..,e,} eine Basis und M; =
{fi,., fm},m € N\ {0} eine andere Basis. Zu zeigen ist m = n. Nach even-
tueller Umbenennung der Elemente in M, M; kénnen wir annehmen, dass

Jai,..,am € K:er = >.7" a;ifi, a1 # 0. Lemma zeigt, dass My =
{e1, fa, ..., fm} eine Basis ist. Dann gilt Vj € {2,..,n} : Jay;, .., am; € K:

m m
e; = aijel + Z agj fi e 62' =e; —ajje; = Z Qg - fx (*)
k=2 k=2

Mit Lemma folgt, dass Mz == {e1,€h,..,e},} eine Basis von V ist. Dann
ist jedes Element fo, .., f;, als Linearkombination von ey, €}, .., e/, darstellbar.
Wir zeigen nun: Vi € {2,..,m} : f; € ({€},..,e},}). Seien by, .., b, € K so dass

fi = bie; + Z bje;- (**)

Jj=2
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Diese b; existieren, da Ms eine Basis ist. Falls by # 0 impliziert dass
My = {fi, €5, ..,€},} eine Basis von V ist. Aus (x) folgt aber, dass €, ..,¢}, €
({f2, ., fm}) ebenfalls fi € ({fa,.., fm}) fiir i € {2,..,m}, also V = (My) =
({f2, ., fm}), also existieren co,..,cp, € K: fi = cafa + ... + ¢mfm, was der
linearen Unabhéngigkeit von { f1, .., fm} widerspricht. Also by = 0 in (xx), was
zeigt, dass f; € ({€h,..,e},}) fir i € {2,..,m}. Sei U = ({eh,..,e,}). Es gilt
f2, ., fm € U, aber auch €, ..,el, € ({fa,.., fm}). Es folgt U = ({ fa, .., fm}) =
<{e’2, . e%}) und {fa, .., fm}, {6’2, . eﬁl} sind beides linear unabhéngige Syste-
me. Also hat U eine n — 1-elementige Basis und nach Induktionsvoraussetzung
gilt damit m — 1 =n — 1. Also m = n.

O
Beispiel 5.7. 1) dimg K" =n
2) dimpC =2

3) R ist nicht endlich erzeugt als Q-Vektorraum, also dimg R = co. Der Beweis wird
hier nicht ausgefiihrt.

4) dimg {0} = 0 und dimg V > 0 falls V' # {0}.

Satz 5.15. Eine lineare Abbildung f: K™ — K™ kann nur im Fall m = n bijektiv
sein. Allgemeiner kann eine lineare Abbildung f: V — W zwischen K -Vektorrdumen
nur im Fall dimg V = dimg W bijektiv sein.

Beweis. Sei f: V. — W ein Isomorphismus von K-Vektorraumen. Nehmen wir an,
V ist endlich erzeugt. Dann V = (M), M = {e1,..,e,} eine Basis von V. Dann ist
f(M) eine Basis von W, also dimg W = dimg V = n. O

Bemerkung. Der Basisauswahlsatz und der Dimensionssatz gelten auch fiir unend-
lich erzeugte Vektorraume. Zum Beispiel, falls M eine unendliche Menge ist, ist K
ein Vektorraum und K®) = { f: M — K| f Abbildung mit endlichem Tréger}
ebenfalls ein K-Vektorraum. Hierbei ist der Tréger supp(f) definiert durch:

supp(f) == {z € M | f(z) # 0}

Es gilt supp(f) =0 < f ist die triviale Abbildung. Dann ist My == {f, |z € M} C
KM) ¢ KM gine Basis von KM wobei

: _ )L z=y
fo: M= K, faly) = {0, sonst
Es kann beispielsweise g: M — K, g(z) =1 Vx € M nicht als Linearkombination
von Elementen aus My dargestellt werden, da diese Linearkombination per Definition
endlich sein miisste.
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Satz 5.16. Sei M = {eq,..,en} linear unabhingig in K-Vektorraum V = (M) mit
M = {f1, ., fm}. Dann existiert M C M U M Basis und M C M. FEin linear unab-
hingiges System kann also durch hinzufiigen von Vektoren aus einen vorgegebenem
Erzeugendensystem zu einer Basis erweitert werden.

Beweis. Falls U :== (M) C V, so ist M ¢ U. Also 3i € {1,..,m} : f; ¢ U. Nach
eventueller Umbenennung von fi, .., f;,, konnen wir annehmen, dass f; ¢ U. Dann
ist {f1} UM ebenfalls linear unabhéngig:

a=0=%" ae1=0=a1=...=a, =0

afy + Zaiei 0= {a #0=fi=—-a"1- 3" ae; € (M): Widerspruch!
=1

Sei M1 := M U{f1} linear unabhéngig. Wir wiederholen das Verfahren und ergénzun
My zu My == My U {fso} bis wir (M) =V erreichen, also M Basis von V ist. [

Korollar 5.17. Sei U ein Untervektorraum im endlich erzeugten Vektorraum V.
Dann ist dimg U < dimg V. Die Gleichheit gilt < U = V.

Satz 5.18. 1) Sei V endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann ist V isomorph zu K"
wobei n = dimg V.

2) Sei f:' V. — W linear wobei V endlich erzeugt sei. Dann gilt dimg (ker f) +
dimg (Im f) = dimg V.

3) Sei f: V — V eine lineare Abbildung und V' endlich erzeugt. Dann sind dquiva-
lent:
a) f injektiv.
b) f surjektiv.
c) f bijektiv.

Beweis. 1) V{e1,..,en} C V Basis existiert f: K™ — V linear mit f(e?) = e; Vi €
{1,..,n} wobei e = (0,.., 1 ,0,...,0) € K" Dann {e1,.,e,} ist Basis = f ist

i

bijektiv < f ist Isomorphismus, also V = K™.

2) Sei {f1,.., fm} Basis von Im f = f(V) C W und seien ej,..,e,, € V so dass
fle;) = fi fir i = 1,..,m. Sei {v1,..,ux} C ker f Basis von ker f. Wir zeigen
{v1,.., vk, €1, .., €} ist eine Basis von V.

Lineare Unabhiangigkeit: Seien aq,..,ax, b1, .., by € K mit

k

Zajvj + ibiei =0

j=1 i=1
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Wir wenden f an:

m

szf(el) =0=b=...=b,,=0
=1

da {fi1,.., fm} linear unabhéngig ist. Also 25:1 ajv; =0=a; = .. =
ap = 0.

Erzeugendensystem: Sei x € V. Dann 3bq,..,b,, € K:

f(z) = Z b; fi
=1

da {f1,.., fm} eine Basis von Im f ist und f(z) € Imf. Also f(z
Yot bie;) = 0, das heit & — >, bie; € ker f = Fay,..,ar € K: x —
ot bie; = Z§:1 ajvj,alsox = > ", bieﬁ—Z?:l ajvj € ({v1, .., vk, €1, .., em}).

3) Folgt aus 2): f injektiv < dimker f = 0 < dimIm f = dim V' < f surjektiv.

Erinnerung: A € Mat(m x n,K) ~» fq: K™ — K™ lineare Abbildung. A =
(@i)icqr,.my ~ fa(@1, . mn) = Q252 a1, .y D0 amjj).
je{1,..,n}
Definition 5.11 (Matrixmultiplikation). Fiir A € Mat(m x n, K), B € Mat(n x
p, K) und die zugehorigen Abbildungen fa: K™ — K™, fp: KP — K" sei C die
Matrix, die zur linearen Abbildung fo = fa o fp: KP — K™ gehort. Falls C =

(Cik)ie{l,..,m}v A= (aij)iE{l,..,m}’ B= (bjk)jé{l,..,n}v S0 gﬂt
ke{l,..,p} je{1,..,n} ke{1,..,p}

Cik = Zaijbjk Vi € {1, ..,m},k S {1,..,p}
j=1

Man kann auch sagen, dass die p Spalten der Matrix A - B genau die Vektoren
A - b; sind, wobei by, ..., b, die Spalten(vektoren) der Matrix B sind.

Beispiel 5.8. 1)

11 L 1-14+1-(=1) 1-4+1-0 0 4
2 1 .<_1 0): 2.141-(=1) 2-441-0| =] 1 8| eMat(3x2,Q)
0 3 0-14+3-(=1) 0-4+3-0 ~3 0
2)
ay a1by a1by,
. (bl...bn) = : : € Mat(m x n, K)
am ambi amby,
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3)

ai
(bl, bn> i | = aby o+ anby € Mat(1 x 1,K) = K

an

Bemerkung. Die Multiplikation der Matrizen A - B ist nur dann definiert, falls
Spaltenzahl von A = Zeilenzahl von B. Insbesondere ist A- B und B - A definiert,
falls A € Mat(mxn, K) und B € Mat(nxm, K). Es bildet (Mat(nxn, K), +, -) einen
Ring, welcher isomorph zu End(K"™) = Hom(K", K™) = {f Kr—K"|f linear}
ist. Der Isomorphismus ist A — f4 wie oben.

Bemerkung. A € Mat(m x n,K) ~ fq: K™ — K™ linear. Sei {e(l’,. eo} die

s €
0

Standardbasis von K™ wobei e? der Spaltenvektor | i | € K™ mit 1 an der i-ten
0

Stelle ist. Die i-te Spalte von A = (aij)ie(1,...m},je{1,..,n} 15t

ay; ailr ... Qlp

.

Qmy; Aml .-~ Qmn

Also sind die Spalten von A genau die Bilder der Vektoren €) der Standardbasis von
K™ unter fa.

Definition 5.12. Der Rang einer m x n-Matrix A ist die Dimension des Vektorraums
Im(fq) = fa(K™) C K™. Insbesondere ist A in Mat(n x n, K) invertierbar <
rang(A) = n.

5.2 Lineare Gleichungssysteme

Seien A = (aij)ie{l,..,m},je{lw-»n} S Mat(m Xmn, K), b= (bi)ie{l,..,m} € K™. Es ist ein
Vektor x = (x)j=1,.n € K" gesucht, so dass gilt:

Az = b, (L)
das heifst
ail e Qp Tl bl
aml -~ amn Tn b
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Oder noch ausfiihrlicher:

a11 - T1+... + a1p - Ty = by

Aml " L1+ + Qmn, - Ty, = by,
Das lineare Gleichungssystem zu 16sen ist dazu dquivalent, die Losungsmenge
S(A,b) = {:U e K"| Az = b}

zu bestimmen. Im Fall b = 0 € K™ heift (L) homogen, sonst inhomogen. Die Lo-
sungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems, von A € Mat(m x n, K)
bestimmt, ist der kern der zugehorigen Abbildung f4: K™ — K™, also

S(A,0) = ker(fa)

Es folgt, dass S(A,0) ein Untervekottaum in K™ ist, der die Dimension n — rang(A)
besitzt.

Bemerkung. Die Inverse Matrix A~! zu A entspricht der Umkehrabbildung f;l =
fa-1t K™ — K" fiir f4: K™ — K™. Diese existiert also nur fiir bijektive lineare
Abbildungen, also muss insbesondere m = n gelten. Falls A € Mat(n x n, K) inver-
tierbar ist, so Az = b A 1Az = A™'b o = A~'b, und A~'b ist die eindeutige
Losung der Gleichung.

Kriterium Das inhomogene lineare Gleichungssystem Az = b hat eine Losung
< rang(A) = rang(A | b) wobei

ail aip | b1
(A]b) = :
aml1 .- Amn bm
ai ain
Beweis. Es ist rang(A) = dim(fa(K")) = dim({| : |,...,| * |)) Bezeichnen
am1 Gmn
wir mit A(;) die j-te Spalte der Matrix A. Dann also rang(A) = dim({A(l), wAmy p)
und rang(A | b) = dim({A(l),..,A(n),b}). Es gilt also rang(A4) < rang(A | b).

Die Gleichheit ist dquivalent zu b € ({A(l),..,A(n)}) = fa(K™) < (L) hat eine
Losung. O
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5.3 Methode zum l6sen von linearen Gleichungssystemen und
invertieren von Matrizen

Definition 5.13. Die folgenden Elementaren Zeilenumformungen (EZU) von A €
Mat(m x n, K) entstehen durch Multiplikation von links mit den folgenden m x m

Matrizen, A= (aij)ie{l,..nn},je{l,..,n}'

Typ I, (Si(N)) firie {1,..m}, A e K*.

10 .. O
01

Die Eintrége von S;(\) auferhalb der Diagonalen sind 0 und auf der Diagonalen
stehen tiberall 1 € K aufer an der (4, 7)-ten Position, wo ein A steht. Dann gilt:

aill A1
Sl()\) A= )\ail /\am

aAml1 -~ Amn

Also die i-te Zeile von A wird mit A multipliziert, alle anderen Eintrage bleiben
unverandert.

Typ I, Ej()‘) Z?] S {1,,m},z 75‘77)\ € K.
1
0

T\ = | © K A

1

Die Diagonaleintrége von Tj;(A) sind 1. Alle anderen Eintrége sind 0 auier der
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(i,7)-te Eintrag (i-te Zeile, j-te Spalte), welcher gleich A ist. Dann gilt:

aii Q1n
TU()‘) A= |ain+ A1 . Qi+ Aajn
am1 Amn

Auf die i-te Zeile von A wird die j-te Zeile A-mal draufaddiert, die anderen
Eintrage bleiben alle unveréndert.

Typ W, Wij ,i,j € {1,..,m},i<j.

1

1

Wir erhalten W;; aus Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile der Einheitsmatrix
1 ... 0

I, = ..

0 ... 1

Bemerkung. Man kann I,,, € Mat(m x m, K) auch durch die Kroneckersym-

bole §;; = {(1)’2 fﬁ schreiben: I, = (8i5)i je{1,..,m}-

Man erhalt dann:

ail e Q1n
aj1 Ajn
Wij A= .
a;l Ain
Aml .-~ Amn
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Die i-te und j-te Zeile von A werden also miteinander vertauscht, wiahrend alle
anderen Zeilen von A unverédndert bleiben.

Satz 5.19. Die Matrizen S;(\),i € {1,..,m} , A € K*, Tjj(A),4,5 € {1,..,m},i #
3N € K und Wij,i,5 € {1,..,m},i < j aus Mat(m x m, K) sind alle invertierbar
und S;(\)7 = SiAT), TN = Ty (=0), W' = W

Beweis. Ubung. O

Definition 5.14 (Zeilenstufenform - ZSF). Eine Matrix A € Mat(m x n, K) ist
in Zeilenstufenform, falls 3r € {0,..,m} und Vi € {1,..,r} 3j; € {1,..,n}, so dass
1 <Jo<..<jgeund Vi € {1,..,r} Vj € {1,..,5; —1}: aj; = 0,a;;, # 0 und
Vie{r+1,..,m} Vje{l,.,n}: a;; =0. Anschaulich:

o O O O

Im unteren Bereich sind alle Eintréage 0, die Eintrdge * (am Anfang jeder “Stufe”)
sind nicht Null.

Satz 5.20. Jedes A € Mat(m x n, K) kann durch EZUs vom Typ II, III in eine
Matriz A’ € Mat(m x n, K) transformiert werden, welche in Zeilenstufenform ist.
Die Anzahl an Zeilen von A’, welche nicht trivial sind, ist r = rang(A).

Beweisalgorithmus: Es gilt rang(A) = 0< A =0 < A’ = 0. In diesem Fall ist A
bereits in Zeilenstufenform. Falls A # 0 sei j; die Nummer der ersten Spalte von A,
dich nicht nur aus Nullen besteht. Es wird nach eventueller Vertauschung der Zeilen
(Typ III) die erste Zeile von A so festgelegt, dass der Eintrag a) i # 0 ist. Es werden
nun alle anderen m — 1 Zeilen betrachtet. Von der k > 1-ten Zeile wird die erste Zeile
(a’ljl)_l -ay.;, mal subtrahiert (Typ II). Die entstandene Matrix A” hat die Eintrige
ay; = ay; Vi € {1,..,n} und a; = 0 Vj < j1 Vi € {2,..,m}. Es wird das obige
Verfahren fiir die so entstandene Matrix (agj)ie{2,..,m},je{1,..,n} wiederholt, so wird die
2. Zeile festgelegt. Dies wiederholen wir nun fiir alle Zeilen. Die so erhaltene Matrix A’
ist in Zeilenstufenform. Da bei jedem Schritt die Matrix A mit einer invertierbaren
m x m-Matrix multipliziert wird besitzt A’ = M - A fir M € Mat(m x m, K)
invertierbar rang(A’) = rang(A), da fy: K™ — K™ dann bijektiv ist, also einen
Isomorphismus zwischen fa(K™) und fa/(K"™) induziert. Die Spalten ji,..,j, sind
linear unabhéngig und erzeugen f4/(K™). Also r = rang(A’). Wir zeigen hierfiir die
lineare Unabhéngigkeit: Seien by, ..,b, € K,b; = 0 falls j ¢ {j1,..,J-} (also werden

eigentlich nur r Elemente b;,, .., b;, gesucht), so dass (Z?Zl a;‘jbj)ie{l,..,m} e K™ ist
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eine Linearkombination der Spalten ji, .., jr. Dann 377, a;;b; = 0 Vi € {1,..,r} (fiir
i > r sind alle Eintrige a; = 0) <

alljlbjl + a1j2bj2+... + aljrbjr =0

Ay, bjy + Ay bjy o+ arg b, = OL) "

Dieses System ist in Dreiecksform, das heifst in der letzten Zeile sind alle Koeffizienten
gleich Null bis a;"jw in der vorletzten alle bis a;,_L j,_, und so weiter, bis zur ersten
Zeile. Wir 16sen (L) von unten nach oben. a;jr # 0 = b;, = 0. Dann ist die vorletzte
Zeile a;”—l,jr_1bjr—1 + ar_17jrbjr = 0 aber bjr = 0 und Ar—1,5,_1 75 0= bjr—l =0. Es

folgt also Schrittweise b;, = 0 fiir ¢ = 1, .., 7. Also sind die Spalten A/(j1)’ oy A’(m linear

unabhéngig. Wir zeigen nun, dass A?j) eWw = ({A’ A,(jr)}> Vi e{l,.,n}.

(1)

1) Falls j < j1, so A’(j) =0e K™.

2) Falls die{1,.,r}:j=ji= A’(j) = Ay eW.
3) Falls j; < j < jit1,7 € {1,..,r} (im Fall i = r definieren wir j,41 := (n+1)) zeigen

wir Al € <{A’

(G)r - Al ) ) durch lésen des linearen Gleichungssystems

(Ji

ay . x —i—a/ xro + —|—a’ x; = a
15,1 1jpb2 T Tl bi = g5
! / o
a2j2$2 =+ +G;2jzx2 = a2j

ajj, % = G (Li)
Das System wird von unten nach oben gelost (also zuerst wird z; aus der
letzten Gleichung bestimmt, dann x;_1 aus der vorletzten und am Ende x; aus
der ersten Gleichung und den bereits bestimmten xs, .., z; berechnet. Es gilt

dann A’(j) = xlA’(jl) + ot xiA’(ji), also A’(j) € <{A’(j1), “.’A/(jr)}> und somit

/
ist {A,(jl)’ ey A(jr)} eine basis von f4/(K™), also r = rang(A’) = rang(A).

O
Loésen eines linearen Gleichungssystems Fir A € Mat(m x n, K),b € K™
werde ein x € K™ gesucht. Es wird A in Zeilenstufenform gebracht, also A’ = M A

mit M € Mat(m x m, K) invertierbar und A" € Mat(m x n, K) in Zeilenstufenform.
Dann Ar = b < A’z = b mit b/ = Mb € K™. Das lineare Gleichungssystem A’z =t/
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wird von unten nach oben geldst, in dem alle Komponenten von x mit Ausnahme
von zj,, .., xj, beliebige Werte vorgegeben werden. Dieses Sytem ist in der Form

/ ’ ! -
@y, Tjy + A, Tjp + ... 40y, Tj, = C1

/ / _
A9, Tjy + ...ty Tj, = C2

/ / o
pq g, Ljp_qTp_15, Tj, = Cr—1

a;‘jrl‘jr = CT (L’)

wobei
n

ci = b, — Z aij-xj €K
j=1
J¢{asir}
Also die Komponenten z; mit j ¢ {ji,..,j,»} werden beliebig gewéhlt und z;,, ..., z;,
werdem aus dem System (L’) von unten nach oben bestimmt. Da die Koeffizienten
c1, ., ¢ von den Werten von (7j)jef1,..n}\{ji,.j»} @bhéngen, hingen auch die be-
stimmten Werte von x;,, .., z; davon ab.
Eine n x n-Matrix invertieren
Sei A € Mat(n x n, K) sei A’ = M A die Matrix, die durch Elementare Zeilenumfor-
mungen vom Typ IT und III in Zeilenstufenform gebracht wird. Es gilt rang(A) = n <
die Zeilenstufenform A’ ist in Dreiecksform, also j; =4 € {1,..,n} und die Diagonal-
eintrage al; # 0 Vi € {1,..,n}.

Es werden nun Elementare Zeilenumformungen angewandt, und zwar S := [[;", Si(a;;
Si(al;t) - Sy(alyl). Es folgt A” := SA’ ist auch in Dreiecksform, aber alle Dia-
gonaleintrdge sind 1. Es werden nun wieder Elementare Zeilenumformungen vom
Typ II durchgefiihrt, und zwar zuerst T, = [[\; Tin(—al,). Dadurch werden al-
le Eintrige in der letzten Spalte (aufer (al, = 1) gleich 0 gestellt. Danach wird
Ty 1= H?:_ll Tin—1(—ag,_,) wobei die aj] zur Matrix A” gehéren, welche aus dem
vorigen Schritt entstanden ist. Diese Matrix ist ebenfalls wieder in Dreiecksform mit
den letzten beiden Spalten 0 aufer den Diagonaleintrigen. Dieses Verfahren wird
nun wiederholt, bis alle Eintrége der entstehenden Matrix den Eintrigen der Ein-

heitsmatrix I,, entsprechen. Also I, =11 -1y ---T,, - S - M - A. Wir erhalten also:
Alt=Ty...T,- S M

Diese Matrix wird durch die gleichzeitige Anwendung (der gleichen Elementaren
Zeilenumformungen wie fiir A) auf I,, erhalten.

)
2 1 1
Beispiel 5.9. Sei A:= |1 2 1|. In der folgenden Beschreibung sind die rémi-
11 2
7

schen Zahlen die betroffenen Zeilennummern; I + 2II bedeutet Multiplikation mit
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T12(2) von links, II «» III bedeutet, dass Zeilen II und III vertauscht werden und
A II bedeutet, dass Sa(A\) verwendet wird. Man beachte: I + II # II + I in die-
sem Zusammenhang. Wir betrachten nun die 3 x 6 Matrix (A | I3) und fiithren die
notwendigen Elementaren Zeilenumformungen durch, damit A in I3 iibergeht. Das
Anwenden der gleichen EZU auf I3 liefert damit A~!:

2 1 1|1 00 L -1 o1 -1o0\
1 21{o1o |1 2 1]0o 1 oM
112001 1 1 2/0 0 1
1 -1 0/ 1 =10 1 -1 0|1 =1 0
0 3 1|/-1 2 o |"E" 0o 1 —1|0o 1 -1 |
0 2 2|/-1 1 1 0 2 2[-1 1 1
1 -1 0|1 =1 0 \,, (1 -1 01 -1 0
01 -1/0 1 -1 ]| 1lo 1 -1|0 1 -1 |"HH
0 0 4|-1 -1 3 oo 1|-%+ 3 3
1 -1 0/ 1 -1 0 1 ool 3 —3 F
poo<k g oot
I oo 1= -4 g
3 -1 -1
Also A™! :% —1 3 —1| Uberprufen (nicht notwendig, aber sehr zu empfeh-
-1 -1 3
len):
(21t 3 -1 -1 100
A-A—lzZ 1 2 1]-[-1 3 —-1]=]010
11 2 -1 -1 3 00 1

Lineare Gleichungssysteme A € Mat(mxn, K),b € K™ gegeben. Gesucht wird
x € K" so dass

Ax =10 (%)
Dies gilt genau dann, wenn f4(x) = bmit f4: K™ — K™ gegeben durch fa(z1,..,x,) =

(D=1 a1, ey D0y @mjwj) fiir A = (aij)icqn,..,m)- Zum 16sen von (x) geht man wie

Je{177n}
folgt vor:

1) rang A bestimmen. Dann ker f4 = n — rang A. Dies ist der Losungsraum fiir das
homogene System Ax = 0.
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2) Existenz einer Losung von (x) < rang A = rang(A | b) < die Elementaren
Zeilenumformungen, die A in Zeilenstufenform A’ bringen, dndern b zu o’ so
dass b’ Nulleintrdge dort hat, wo die Zeilen von A’ identisch Null sind.

3) Falls m = n =rang A, so ist A invertierbar und die Losung von (x) ist eindeutig
bestimmt durch @ = A=1b. Es gibt 2 Wege, diese Losung zu bestimmen:

a) A~! ausrechnen, (A | I,) FZy (I, | A7)

b) Direkt: (A | b) "2 (I, | A~'b)

4) Das System (x) fiir m # n oder rang A < m l6sen, also die Losungsmenge L
bestimmen.
a) Das homogene System Az = 0 16sen, d.h. ker f4 bestimmen.

Y

b) Eine Losung zo von (x) finden (durch Lésen "von unten nach oben” des

Systems in Zeilenstufenform)

c) L={zo+a' |2’ €kerfa} ist die Lésungsmenge zu (x).
A) Wieso dies funktioniert:
Satz 5.21. Sei A’ eine Zeilenstufenform zu A. Dann ist rang A’ = rang A.

Beweis. Eine Elementare Zeilenumformung entspricht der Multiplikation von A mit
einer invertierbaren Matrix

M e {Si(N\) |ie{l,..m},Axe K\{0}}U{T;;(\) | i#j,i,j€{l,..m}, A€ K}U
{Wi; |1 <i<j<m}. Alsorang MA = dim(fyofa(K™)) = dim f4(K™) = rang 4,
da far: K™ — K™ Isomorphismus, also dim fj;(U) = dim U fiir alle Untervektor-
rdume U C K™. Nach endlich vielen Elementaren Zeilenumformungen erhélt man
A= My --- My - Aund rang A’ =rang My_1--- A= ... =rang A. O

Satz 5.22. A € Mat(n x n, K) invertierbar =

a) (A1) 2" (I,|B) = B= A"

b) (A|b) A7 (I, | V) &b = AL

Beweis. A invertierbar < rang A = n < Eine Zeilenstufenform von A ist in Drei-
ecksform

x % *
R
S0
0 *
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mit allen Eintragen auf der Diagonalen ungleich Null. Dann A’ =3 I,,. Das Produkt
der invertierbaren Matrizen, ist also eine invertierbare Matrix M € Mat(n x n, K),
so dass MA = I,,. Also M = A~!. Falls dieselben Elementaren Zeilenumformungen
an I,, beziehungsweise b angewandt werden, so werden I,, beziehungsweise b mit A~
multipliziert. O

Satz 5.23. (*) hat eine Losung < rang A = rang(A | b).

Beweis. Sei A’ = M A,b' = Mbmit A’ in Zeilenstufenform und M € Mat(m x m, K)
invertierbar.

A=V < Az =b

Also hat (x) eine Losung x € K™ < A’z = U/ hat eben jene Losung x € K™. Falls
A’z = b eine Losung hat, und die letzten m — rang A Zeilen von A’ sind Null, so
miissen auch die letzten Eintrage von 0’ Null sein < rang A’ = rang(A’ | v'). Es bleibt
noch zu zeigen, dass falls diese Bedingung erfiillt ist, dann existiert eine Lésung zu
A’z = V. Dies zeigen wir weiter unten. O

B) Wie: Losen eines Gleichungssystems in Zeilenstufenform: Man ordnet einer
Matrix A’ in Zeilenstufenform

0 ... 0 =
0 0 0 =
A=10 0 *
eine 7 X r-Dreiecksmatrix (r = rangA):

* % *

r 0 *

red " .
00 - =
00 ... =

deren Spalten diejenige Spalten von A’ (gekiirzt um die letzte m — r Eintrage, die
so woe so Null sind) sind, die ein “Zeilenstufenanfang” enthalten, und das folgende
System l6sen:

A;ed * Tred = Cred,
wobel g :=b — Al o - Trest, wobei AL, die r x (n — r)-Matrix, die aus den {ibrig
gebliebenen Splten von A’ entsteht (auch hier werden die letzte m — r Nulleintrige
aus den Spalten von A’ weggelassen) und x,.st € K™ " beliebig gewihlt ist.
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Beispiel 5.10.

1
01110 1)\][™ 1
0001 1o0|]™l=]2
00001 1)]|™ 1

x5

Ze

Die Matrix A ist in Zeilenstufenform, und sie hat 3 Stufen, deren Anféange sich jeweils
in der Spalte 2, 4 und 5 befinden.

Wir bestimmen A,.q4, indem wir diese 3 Spalten nehmen, in denen die ersten nicht-
null Elemente der jeweiligen Zeilen stehen, also

1 10 T2 T 01 1
Area= [0 1 1| 2peq= | T4 | Trest = | 3 | Apest = |0 0 0
0 01 T5 Tg 0 01
1 011 T 1— 23— x¢
c=12|1—-10 0 O T3 | = 2
1 0 01 T 1 — x4

(In diesem Beispiel brauchen wir nicht, die Spalten zu kiirzen.)

1 -1 1
Aus der Aufgabe 1, Blatt 9, folgt A;e{i =0 1 —=1],also
0 0 1
T2 1 -1 1 1— 23— xg —x3 — 276
z|l=[0 1 -1 2 = 1+
T5 0 0 1 1-— T 1-— Te
Fiihrt man nun die Probe durch, so sieht man
T
—x3 — 2:E6
01 1 1 0 1 . 1
000110 3 =12
000011 1+ a6 1
1-— e
T6

Wir erhalten damit den Losungsraum L = {(:Ul, —x3 — 2w, w3, 1 + w6, 1 — w6, x6) | 1,23, 26 € K} C
KOS falls b= 0 € K™, so wird ker f4 bestimmt, also 2,5 hat beliebige Werte und
die Komponenten von x,.q werden durch A,¢qT;.q = ¢ bestimmt.
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Bemerkung. Die Spalten in A,.s konnen durch Elementare Spaltenumformungen
vom Typ II eliminiert werden: Die Spalte A ;) kann als Linearkombination der spalten
Ajyys s Agjyy mit ji < j < jiy1 geschrieben werden.

Die Elementaren Spaltenumformungen werden analog zu den Elementaren Zeile-
numformungen definiert und sie entsprechen der Multiplikation von rechts mit

Si(A), i€ {l,.,n}, A e K\ {0}
Tii(N), i#j,i,7€{l,..,n}, A€ K CMat(n xn, K)
Wij, i<ji,j€e{l,.,n}

EZU, Typ II, III
Also A P

A" in Zeilenstufenform

M. A=A EZU, Tgp Lo A

in reduzierter Zeilenstufenform (A’ , = I,.)

M A=A YRR <{) 8) =M'A-N

mit M” € Mat(m x m,K), N € Mat(n x n, K) invertierbar.

Definition 5.15. Sei A = (a;j)icq1,..,my € Mat(m x n, K). Die transponierte Matriz
]e{lvvn}
ist dann A7 = (aji)ieq1,...m} € Mat(n x m, K)

jE{l,..,n}
T
<1 1 2) B i g
03 1 -

Satz 5.24. a) (A+ B)T = AT + BT fiir alle A, B € Mat(m x n, K).

Beispiel 5.11.

b) VA € Mat(m x n, K), VB € Mat(n x p, K) gilt (A- B)T = BT . AT,
Beweis. a) Klar.

b) Sei C = AB mit A = (ai;), B = (bj). Dann

Cik = Zaijbjk Vi e {1, ..,m},k S {1, ..,p}
j=1

Falls D = BTAT so D = (dki) keq1,..py SO dass di; = D77 bl.a® wobei

i€{1,..,m}

a}; = Qij, b%} = Ojk, also dki = Cik und D = CT.
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Korollar 5.25. 1) Sei A € Mat(n x n, K) invertierbar. Dann ist auch AT inver-
tierbar.

2) APEY A o AT BB (anyT

Beweis. 1) AB = I, = BT AT = I,, = AT ist invertierbar und (AT)~! = (A=1)T,

2) Si(MNT = SN, T,; (V)T = @i()\),Wg = Wj; fiir alle 4,7, A fiir die diese Ma-
trizen definiert sind. Also (MA)T = ATMT und falls M eier Elementaren
Zeilenumformung A’ = M A entspricht, so entspricht M7 einer Elementaren
Spaltenumformung (A4’)7 = AT M™. und umgekehrt.

O

Korollar 5.26. rang A = rang A” .

Beweis. Sei A € Mat(m x n,K) und r := rang A. Dann existiert eine Zeilenum-
I, 0

formung und Spaltenumformung so dass M AN = ( 0 0

) mit M € Mat(m x

I, 0O
0 0

IT = I,.und N7, M7 entsprechen Elementaren Zeilenumoformungen beziehungswei-

m,K),N € Mat(n x n,K) invertierbar. Also NTATMT = ( ), da offenbar

se Spaltenumoformungen fiir A”. Also rang A7 = rang (I(; 8) =r=rangA. O

Matrix einer linearen Abbildung Seien V, W endlich erzeugte K-Vektorraume.
Dann dm,n € N (m = dimg W,n = dimg V) und Isomorphismen ¢: K™ —
W,p: K" — V. Falls B, = {e?,...,e%} C K" und B, = {e?,..,e?n} c K™

die Standardbasen sind, so sind By := {l‘j = @(eg) | j € {1,..,n}} und By =

{yi =v(e)) | i€ {1,..,m}} Basen von V bezichungsweise W. Umgekehrt existieren
fiir gegebene Basen By = {z1,..,z,} C V und Bw = {y1,..,ym} C W (eindeutig
bestimmte) Isomorphismen ¢: K™ — V und ¢: K™ — W von K-Vektorrdumen,
so dass gp(eg) = x; Vj € {1,.,n} und ¥(e?) = y; Vi € {1,..,m}. Jeder linearen
Abbildung F': V. — W und Basiswahl By, By mit zugehorigen Abbildungen ¢,
wie oben entspricht dann eine Lineare Abbildung:

v loFoyp: K" - K™

und somit eine Matrix Apy,y € Mat(m x n, K) mit fa,,, = Vv loFop Ap,y
héngt von F', aber auch von ¢ und 1 ab. Wir beschreiben die Abhéangigkeit dieser
Matrizen von den basen {x1,..,z,} €V und {y1,..,yn} € W (oder dquivalent von
den Isomorphismen ¢, ¢) fiir festgelegtes F': V. — W. Seien ¢': K™ — V,¢': K™ —
W Isomorphismen. Dann

o loyp: K" 5 K" o loy: K™ — K™
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sind Isomorphismen, und seien M; € Mat(n x n, K) beziehungsweise Ma € Mat(m X
m, K) die zugehorigen invertierbaren Matrizen.

Satz 5.27. In der Situation wie oben gilt
Apgrr = My Appp M ()

Beweis. Wir betrachten die zu Ap o 4+ gehorige lineare Abbildung fa,. oo = (")~ 1o

Foyp =@t oy)o(ptoFop)o(pltoy)= f]\_é ° fap.,., © fu, . Hieraus folgt
die Behauptung (s:x). O

Korollar 5.28. SeienV := K" W = K™ mit Basen {z1,..,xn} € K™ und{y1,..,ym} C
K™. Sei My = (x1, .., zy) die nxn-Matriz, deren Spalten die Vektoren 1, .., x, sind
und My = (y1,..,yn) die m x m-Matriz, die aus dem Zusammensetzen der Spalten-
vektoren y1, .., Ym entsteht. Sei fq: K™ — K™ die zu A € Mat(m x n, K) gehorige
lineare Abbildung. Die zu F := fa und den Basen {z1,..,xn},{y1,.., ym} assoziierte
Matriz ist dann M2_l oAo M.

Korollar 5.29. Sei V. =W und ¢ = ¢,¢" = 1)’ und so weiter (also die Basis in
V' ist gleichzeitig die ausgewdhlte Basis im Zielbereich W =V ). Sei F: V. — V und
A, A" € Mat(n x n,K) die zu F und Basis ¢ bzw zu F und Basis ¢' assoziierten

Matrizen. Sei M € Mat(n x n, K) die zu o~ o ¢ assoziierte invertierbare Matriz.
Es gilt: AA=M1oAoM.

1 1

Bemerkung. Die obige Matrix M hat o=t o¢/(€}),...,o 1 o ¢/(el) als Spalten (im
Fall ¢ = idgn, also falls V = K™, sind die Spalten von M gleich ¢/(e?), ..., ¥'(e2)).
Diese Spalten bilden eine Basis in K™, daher entspricht die invertierbare Matrix M ei-
nes Basiswechsels von {¢}, ..., €D } nach {p1 o ¢/(€}), ..., 0 ¢/(el) } oder auch von
{o(€)), ..., o)} = {z1,..,2n} nach {a},...,2],} wobei 2} = ¢/(e?) Vi € {1,..,n}.
Die Matrix M ~YAM entspricht also derselben linearen Abbildung F: V — V wie
A bezuglich des Basiswechsels zu M. Eine wichtige Aufgabe der linearen Algebra
ist, eine moglichst “glinstige” Basis zu finden, in der der linearen Abbildung F' ei-
ne moglichst einfache Matrix entspricht. (Dies ist insbesondere zum Studium von
Eigenwerten und Eigenvektoren wichtig.)

Bemerkung. Falls die Basen in V und W unabhéngig von einander gewahlt werden
diirfen, also es werden nicht nur nach einer, sondern nach zwei Basiswechseln in V'
und in W gesucht, dann ist die einfachste Form der Matrix A" = M, LAM, bereits
I,

0 0
Elementaren Zeilenumformungen und M; aus Elementaren Spaltenumformungen.

gefunden und zwar A’ = mit r := rang A. Die Matrix M, ! entsteht aus

Bemerkung. Um ein lineares Gleichungssystem Ax = b zu l6sen, sind die Elemen-
taren Zeilenumformungen bevorzugt einzusetzen, denn M Ax = Mb hat die gleiche
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Losungsmenge wie Ax = b. Dadurch kann die Matrix A,.q = I, gesetzt werden, die
Matrix Ayest, die aus den Spalten besteht, die kein "Stufenanfang” a;;, enthalten wer-
den nicht gedndert. Durch Elementare Spaltenumformungen kann die Matrix M A

IOT 8) gebracht werden, aber die Losungsmen-

ge zu Az = b ist {N~'y | (MAN)y = Mb}. Es wird also ein Basiswechsel in K"
bené6tigt. Hier, wie sonst so oft in der linearen Algebra, ist es wichtig, ein lineares
Gleichungssystem Ax = b als eine Gleichung

fa(z) =5

zu betrachten. Falls A" = M AN (mit M, N invertierbar, so fa = fayr o fa o fy und
die Korrespondenz zwischen den Losungsmengen zu Az = b und zu A’y = ' folgt
direkt aus dieser Gleichung.

in ihre einfachste Form M AN = (

Bemerkung. Sei V = W. Fiir jeden Isomorphismus ¢: K™ — V in K-Vektorrdumen
entsteht ein Isomorphismus

®: Mat(n x n, K) — Endg (V) :=homg(V,V), ®(A):=pofaop LV =V
Falls eine Abbildung a: Mat(n x n, K) — S fiir eine Menge S die Bedingung
a(MAM™) = a(A) VA, M € Mat(n x n, K)
mit M invertierbar erfiillt, so induziert « eine Abbildung
ay: Endg (V) = S, ay(F):=a(® }(F))

(unabhéngig vom Isomorphismus ¢: K™ — V).

5.4 Spur einer quadratischen Matrix

Sei A € Mat(n x n, K), A = (aij); je{1,.n}- Die Spur der Matrix A ist

n
tr A = Z Qi
i=1

die Summe der Diagonaleintrige von A.
Satz 5.30. VA € Mat(m x n, K) VB € Mat(n x m, K) gilt tr AB = tr BA.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass AB, BA in der Tat quadratische Matrizen
sind, wir also die Spur fiir diese Produkte definiert haben. Sei A = (aij)ie{l,__m}, B =
je{l,..,n}
(bjk) jeq1,.,n} - Die m x m Eintrige von AB sind
ke{l,..,m}

n
Cik = Zaijbjk, Vi, k € {1,..,m}
j=1
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und die n X n Eintrdge von BA sind

djl = ijkakl, Vi, l e {1, ..,n}

k=1
Die Spuren sind
m m n n m n
tr AB = Zcii = Zzaijbji = Zijkakj = Zdjj =trBA
i=1 i=1 j=1 j=1 k=1 j=1

da das Vertauschen der Summenzeichen und Umbenennen des Summationsindexes
erlaubt ist. ]

Satz 5.31. Seien A, M € Mat(n x n, K) und M invertierbar. Dann
tr A =tr(MAM™")
Bewes.
trA=tr(M 'MA) =tr(MAM™)
O

Bemerkung. tr(ABC) # tr(BAC) und tr: Mat(n x n, K) — K ist eine lineare
Abbildung.
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6 Determinanten

6.1 Kreuzprodukt, Flacheninhalte und Volumen

Seien X,Y € R? Vektoren. Der Flicheninhalt des Parallelogramms, welches von X
und Y erzeugt wird ist linear in X und linear in Y und verschwindet, falls X =Y.
Als Vektoren im R? (wenn wir R? C R? als die Basisebene betrachter) ist X x Y ein
Vertikaler Vektor im R?3, dessen Linge gleich dem Flicheninhalt des obigen Paral-
lelogramms ist (wobei jedoch die Richtung von der Reihenfolge von X,Y abhéngt).
Falls X = (x1,22),Y = (y1,y2) so ist dieser Flédcheninhalt genau

1Y2 — Y122 = det(X,Y) = det (331 y1>
T2 Y2

6.2 Definition und Leibniz-Formel

Definition 6.1. Eine Determinante auf Mat(n x n, K)(= K™)™ ist eine Abbildung
det: (K™)™ — K mit den folgenden Eigenschaften:

D1) det ist multilinear: Vayq,..,z,, € K™, 2, € K", X € K gilt:

det(x1, ..., x; + Az}, .., xy) = det(xq, .., ) + Adet(z1, .., 2, .., Tp)

D2) det ist alternierend: V1, .., z, € K™ mit

i # j: vy = x5 = det(xy,..,z,) =0

D3) det ist normiert: Fiir die Standardbasis {ey, .., ey} von K" gilt:
det(ey,..,en) =1
Bemerkung. Da (K™)" = Mat(n x n, K) ist die Determinante ebenfalls eine Ab-
bildung det: Mat(n x n, K) — K.
Satz 6.1. Vn € N3ldet: (K")" — K, die die Eigenschaft D1)-D3) erfiillt.
Der Beweis der Existenz ist schwierig: Sie folgt entweder aus der Leibniz-Formel:
n
det(a;j) = Z (o) Ham(i)
0ESh i=1

wobei o € S, eine Permutation der Menge {1,..,n} und : S,, — {—1,1} ein Grup-
penhomomorphismus ist, der noch zu definieren ist, oder sie folgt aus der Eindeu-
tigkeit der Determinante und einer Induktion nach n. Wir skizzieren zuerst die Defi-
nition (und den zugehorigen Satz, dass € wohldefiniert ist) der Determinante durch
die Leibniz-Formel:

82



Definition 6.2. 7 € S, heifst Transposition, falls sie aus der Vertauschung von
i,7 €{1,..,n},i < j entsteht. Fiir alle anderen [ € {1,..,n}\ {i,7} gilt also 7(I) = [.
Wir schreiben:

i, l=j
Tij(l) = j, l=1
[, sonst

Wir schreiben weiter T, = {Ti]‘ li<j,i,5 €A1, ,n}}

Satz 6.2. Sei o € S,. Dann gibt es Transpositionen Ti,..,7, € Tp S0 dass 0 =
T{0...0Tk.

Beweis. Durch Induktion nach n:
ILA. n =1: Dann o = idyy, also ist o Produkt von 0 Transpositionen.

I.S. n > 1: Falls o(n) = n, so sei o/(l) := o(l) fiir alle [ € {1,..,n —1}. Nach In-
duktionsvoraussetzung gibt es dann 77, .., 7, € T,—1 mit ¢’ = 7] o .. o 7;. Aber
falls 7/ = 75 € Tp—1, so sei 71 := 7 € T, und dann gilt 0 = 71 0 ... o 7. Falls
o(n) # n, so sei 7 = Ty(n)n € Tn. Dann folgt 7 = 79 o o erfiillt 7(n) = n, also
G =T1,.., T Wie oben, also

O':TO1OT10...OTk:Too...OTk

O

Wir zeigen nun, dass die Paritdt der Anzahl von Transpositionen, deren Produkt
o € Sy, ist nur von ¢ abhingt. Nun gilt:

U:Tlo..OTk:T{O..OTl/<:>T10..OTkOTl/O..OT{:id{l,._jn}

Also geniigt es zu zeigen, dass 71 0 ... o7y = idgy ,y und 71,..,7% € Ty = k ge-
rade. Um dies zu zeigen, zerlegen wir zuerst jede Transposition 7;; in elementare
Transpositionen aus der Menge 7,0 := {Ti’i+1 lie{l,., n}} Tatsachlich gilt fiir alle
i<j,i,7€{1,.,n}

Tij = Tiyi+1 O Tit1,i42 © .. O Tj—1 O Tj—2,5—1 0 ... O T 41 (*)

Dies sind 2(j — i) + 1 elementare Transpositionen. Zur Uberpriifung von (*) merken
wir, dass Vl.i{i+1,..,5 — 1} gilt: 7,1 0.. 07 ;41(]) =1 — 1 (der erste Faktor, der
[ von seiner Stelle bewegt, ist 7;_1; und die néchsten bewegen [ — 1 nicht mehr und
Tii41 ©..0Tj—oj—1(l —1) =1 (der erste Faktor, der I — 1 bewegt ist 7;_;;, danach
wird [ nicht mehr bewegt). Dagegen wird jeder Faktor in 7;_;0..07; ;41 das Element
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i bewegen so dass 7j_1; 0..07;;+1(7) = j. Analog wird j erstmal von 7;_; ; bewegt,
dann weiter von allen anderer Faktoren in 7; ;41 0..07j_2 1, so dass

j, l=1
Tii+10©..0 Tj—2,5—1 o} Tj—1,5 o} Tj—2,5—1 o..0 Ti7i+1(l) = i, = j
[, sonst

was (*) beweist. Wir miissen also zeigen, falls id = 74,..,7 ein Produkt von ele-
mentaren Transpositionen ist, so ist k& gerade. Dazu zahlen wir ab, wie oft eine
Transposition 7; ;41 im obigen Produkt vorkommt:

Seien also 71,..,7 € T,0 mit 7.7y = idfq, ny- Wir nennen die k-Tupel @Q; =
(2, 71(2), 72(71(2))y ooy Tk (... (71(2)))) eine Kette fir i € {1,..,n}. Wir sagen 2 Ketten
(Q; und Q; iiberkreuzen sich an der Stelle [, falls

(T1-1---70) (1) = (11..70)(J) A (T1-1---70)(J) = (71..70)(4)

wir definieren hier 79 = idyy ;). Dies passiert genau dann, wenn 7, = 74, wobei
a = (1m—1...70)(2) und b = (73-1...70)(j). An jeder Stelle zwischen 1 und k passiert
genau eine Uberkreuzung von Ketten. k ist also die Anzahl der Uberkreuzungen. Wir
zahlen die Uberkreuzungen pro kettenpaar, dann werden alle Uberkreuzungen genau
einmal gezahlt. Fiir alle Paare i, € {1,..,n},i < j gibt es aber eine Gerade Anzahl
an Uberkreuzungen zwischen Q; und Qj, weil bei jeder Uberkreuzung #ndert sich
das Vorzeichen von (7y...70)(i) — (77 — ...70)(j), und am Ende (I = k wie am Anfang
(I = 0)) ist diese Differenz positiv. Die Gesamtanzahl alle Uberkreuzungen also k
muss also gerade sein.

Beispiel 6.1. Sei o € 54 gegeben durch
(12 3 4
77 \2 4 31

o123 4}
Moo =19 1 3 4) = "2

Also 0 = 114 0 712 und damit (o) = 1.

Dann gilt:

Satz 6.3. Die Abbildung det”: Mat(n x n, K) — K definiert durch

det A4 = Z S(U)alg(l) “t Opo(n)
gESy

fiir A = (aij); jeqr,..ny- erfillt die Bedingungen D1)-D3), ist also eine Determinante.
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Beweis. D1) Seiendl, ..,a) € K und A’(i) =1: : | und Ay =

Es gilt dann
D1) & det(A + AA(;)) = det A+ Adet(A — Ag) + A;)

Wir iiberprufen nun D1) an det . Es gilt:

det L(A + /\A/(z)) = Z 6(0)&10(1)..(%0@) + )\a:,(i))..a,w(n)
0ESh

= Z S(U)ala(l)“ana(n) +A Z 6(O-)alo(l)"a:y(i)“ana(n)
€Sy o€Sn

= det " A+ Adet "(A — Ag) + Af;)

D2) Seii < jund (aij, ..., ni)" = (a1, .., anj). DAND A1o(1)--Ono(n) = G1o/(1)--Gno’ (n)
wobei 0/ == T;500. Sei ¢: 8™ — S™, p(0) = Ti;00. @ ist eine bijektive Abbildung
und es gilt:

e(p(o)) = —¢(o)
Es gilt also

A15(1)--Ana(n) = Alp(o)(1) - Anp(o)(n) (%)

Sei S;f = {o€Sy|el0)=1} und S, = {0 €S, |e(0) =—1}. Dann ist
o St — S, wobei g (o) = p(0)Vo € S, also bijektiv. Also:

Z E(G)ala(l)"ana(n) = Z E(U)ala(l)“ana(n) + Z E(SOJr(O-))algo(a)(l)"amp(a)(n)

0ESh oes;t oes;t

(%)
= Z 6(0)@10(1)..(1,“,(”) — Z 6(0)&10(1).@”0(”) =0

oes;yt oest

D3) Falls A = I,,, so sind die einzigen Eintrdge von A, die nicht Null sind auf der
Diagonale. Also ist das Produkt aj4(1).-Gpen) # 0 & 0 =idgy ). Es folgt:

detE(I,)=1---1=1
O

Dieser Satz beweist die Existenz einer Determinante. Um die Eindeutigkeit zu
beweisen, werden wir die Eigenschaften der Determinante untersuchen. Diese Eigen-
schaften werden kiinftig auch die konkreten Berechnungsmethoden fiir Determinan-
ten implizieren.
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6.3 Eigenschaften und Eindeutigkeit der Determinante

Satz 6.4 (S1). Seien det: (K™)" — K eine Determinante (eine Abbildung die D1)-
D3) erfillt). Dann gilt:

a) ai,..,a, linear abhdngig = det(ay,..,a,) = 0.

b) det(..,a;,..,a;,..) = —det(..,a;, .., a;,..). Durch Vertauschen zweier Vektoren dn-
dert sich also das Vorzeichen der Determinante.

Beweis. a) Sei a, = > 1_; A\ja;. Dann gilt:

det(al’ "7an) D:D ZAj(alv "7an71’ )‘]a]) D:2) O

j=1
b) Wir wissen det(..a; + aj,..,a; + a;..) = 0. Aus D1) folgt:
0 = det(...a; + aj, .., a; + a;..) = det(..a;, .., aj + a;..) + det(..aj, .., a; + a;..)
= det(..a;,..,a;..) + det(..a;, .., a;..) + det(..a;, .., a;..) + det(..a;, .., a;..)

Also det(..a;, .., aj..) = —det(..a;, .., a;..).
O

Satz 6.5 (S). Seien S;(X), Tij(N), Wi; die Elementarmatrizen, die Elementare Spalten-
/Zeilenumformungen fir n X n-Matrizen definieren. Dann gilt:

a) det(A-Sj(N) =Adet A

b) det(A-T;j(\)) = det A

c) det(A-W;j) = —det A

Beweis. Seien Ay, .., A, die Spalten der Matrix A. Es gilt A-Sj(\) = (A1, .., AA4;, .., Ap),
also

det(A- 5;(\) 2 Adet A = a)

Weiter gilt fiir ¢ < j: A-T;(N) = (Aq, .., Ai + MA;, .., Ay), also
D1)

det A+ Adet(Ar, .., Aj, .y Ay, Ay) 2

det(A - T;5) det A = b)
Fiir ¢ < j gilt weiter:
det(A - I/VU) = det(Ay, ..,Aj, wAiy oy Ap) = —det(A4q, ., A, ..,Aj, wAp) =—det A= c¢)

O
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Insbesondere folgt fiir A = I,:
a') det(S;(\)) = A fiir A # 0.
b') det(Ti;(\)) = 1 fiir i # j
c') det(W;;) =—-1firi<j
Lemma 6.6. Sei A € Mat(n x n, K). Dann gilt:

a) A invertierbar & rangA = n & A = (Ay, .., A,) mit Ay, .., A, € K" linear
unabhdngig.

b) A invertierbar < A ist ein Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis. a) Bekannt: Die Spalten von A sind die Vektoren fa(e?),.., fa(el), also
Bilder der Standardbasis von K™ unter f4.

b) Folgt aus den elementaren Zeilenumformungen, die A in I,, iiberfiihren. A~! =
BB, & A= Ek_l . -~El_1 und die Inversen der Elementarmatrizen sind
selbst wieder Elementarmatrizen.

O
Satz 6.7. Es gibt genau eine Determinante det: (K™)" — K.

Beweis. Seien det und det Determinanten. Fiir beide folgt det(A) = ({gt(A) fir A
Elementarmatrix. Aus dem Satz (S) folgt det(AE) = cE(AE) fir alle A € Mat(n x
n, K) und E Elementarmatrix. Sei A invertierbar in Mat(n x n, K). Dann ist A =
FEq--- B, mit Eq, .., B, Elementarmatrizen. Also:

det(Er - Ep) D det(Br - E_1) det(Br) 2 .. D det(Ey) - - det(Ey)

= det(By) - - det(By) "2 det(B, - - B

Falls A nicht invertierbar ist, so ist rang A < n und die Spalten von A sind linear

abhéngig. Aus Satz (S1)(a) folgt det(A) = det(A) = 0. O

Der obige Satz beweist die Eindeutigkeit der Determinante. Der Beweis der Exis-
tenz (ohne die angefiihrte Darstellung nach Leibniz) folgt aus den Eigenschaften, die
gleichzeitig Methoden zur Berechnung der Determinante bestimmen:

Satz 6.8 (Rechenregeln). Sei K ein Korper und det: (K™)" — K eine normierte,
alternierende Multilinearform auf K™. Seien A, B € Mat(n x n, K). Dann gilt:

a) det(AA) = N det(A)
b) det(AB) = det Adet B
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c) A invertierbar < det A # 0
d) det AT =det A

Bemerkung. Es gilt nicht: det(AA) = Adet(A) oder det(A+ B) = det(A) + det(B)
fir n > 1.

Beweis. Sei A = (A1, .., Ay).

D1) D1) D1)

a) det(AA) = det(AAy, .., AA,) = Adet(A1, A, .., AA,) =

A" det(A)

A" det(Ag, .., An) =

b) Folgt aus dem Beweis der Eindeutigkeit fiir A, B invertierbar. Falls A oder B nicht
invertierbar, so auch AB nicht invertierbar, also det(AB) = 0 = det A - det B.

c) Wie oben.

d) Wird erstmal fiir Elementarmatrizen bewiesen: S;(A\)T = S;(\), Ti; (AT = Tji(N), VV;}F =
Wij, und es gilt det E = det E7 fiir E' Elementarmatrix. Aus b) folgt also

det(Ey --- Ey,) = det(Ey) - - - det(Ey,) = det(EY ) - - - det(ET)
= det(E{ --- B{ ) = det((E1 -~ Ey)")

da (By--- Ep)T = EkT ... BT Falls A nicht invertierbar ist, so auch AT nicht,
da rang A = rang A7 und damit det A = 0 = det AT

O]

Korollar 6.9. Seien A,B € Mat(n X n,K) und B invertierbar (B € Gl(n, K)).
Dann gilt:

a) det(B™!) = (det(B))!
b) det(BAB™!) =det A

Beweis. I, = BB™' = 1 = det B - det B~! = a). b) folgt direkt aus a) mit der
Produktregel. O

Satz 6.10. Sei f € End(V) und V' ein endlich erzeugter K -Vektorraum. dann
det(Ay) ist von der Basis p: K™ =V (n = dimg V) unabhingig.

Beweis. Fiir zwei Basen ¢, ¢': K™ — V ist ¢ Lo/ = fiy mit M € Gl(n, K) und es
gilt Ay = M~'o Af, 0 M und der Satz folgt mit b) aus dem Korollar. O
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6.4 Entwicklungssatz von Laplace. Komplementarmatrix

Definition 6.3. Sei A € Mat(n x n, K), A = (aij); je{1,.n} €ine Matrix. Die (n —
1) x (n — 1)-Matrix A(;;) entsteht aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten
Spalte.

Lemma 6.11. Sei A = (a4j); jef1,..myA Mat(n x n, K), so dass fiir j—te Spalte A;
gilt: Aj = €Y. Dann gilt:

Beweis. Sei zunéchst ¢ = j = 1. Dann gilt:

1 a2 A1n
0
A=
Aay
0
10 0
0
Seien By, .., B, € K"~ ! die Spalten von A1)- Dann det(A) = det | | ) )
: 2 n
0
10 0
— 0 —
ist eine Abbildung det(bs, .., b,) == det | . ) | det: (K" Y"1 = K, die
: 2 n
0
die Bedingung D1)-D3) erfiillt, also det A = det A(;1). Seien nun 4,5 € {1,..,n}
air 0 a,
beliebig. Dann gilt: A = 1 wobei die ausgezeichnete 1 an (i, j)-ter
Qan1 0 Ann
Stelle sei. Dann gilt:
0 an ain
det A=det | 1 - (—=1)7t
0 am Qnn
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da hierfiir j — 1 Spaltenvertauschungen Wiy - - - W;_1; benotigt werden. Analog folgt:

0 an ain

: 1 an Qin

) . 0 all al
det | 1 = (=1)"!det "

) 0 am Gnn

0 am Ann

Es werden hierfiir ndmlich ¢ — 1 Zeilenvertauschungen benétigt. Es folgt:
1 an Ain
L 0 o
det A = (—1)" 11 det | . = (—1)"" det Aij)
ij)
O

Satz 6.12 (Laplace-Entwicklung). Sei A = (aij);jeq1,.ny € Mat(n x n, K). Sei
j €{1,..,n}. Dann gilt:

a)
det A = Z(—l)i+jaij det(A;))
i=1

Dies ist die Entwicklung nach der j-ten Spalte.

b)
det A = Z(—l)iﬂaﬂ det(Ajy)
i=1

Dies ist die Entwicklung nach der j-ten Zeile.
Beweis. a) Folgt aus dem Lemma, D1) und 4; = >0 | a;;¢?

b) Folgt aus a), det AT = det A, A(;; = (A%’;j))T wobei aj; der (i, j)-te Eintrag von
AT ist.
O

Korollar 6.13. Sei A = (aij); jeq1,.ny € Mat(n xn,K) und a;; #0 = j > i (A
obere Dreieckmatriz). Dann det A = a1y - - - any, ist das Produkt der Diagonaleintrdge.
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Definition 6.4 (Komplementirmatrix). Sei A = (a;;); jeq1,.,n)- Dann konnen wir
definieren A == ((=1)"*7 det(A;5)))i jeq1,..n} € Mat(nxn, K). Also ag; = (=1)" det(A;)))
(man beachte, dass 4, j hier vertauscht werden). Dann heift A die Komplementér-
matrix zu A.

Satz 6.14. A-g:Z‘A:detA-In
Beweis. A-A = (bik)ikef1,.n) Wobei

bik = Z aijci}} = Z aij(—l)”k det A(k])
=1 i=1

Falls i = k so b;; = det A nach Laplace. Falls ¢ # k, so

ai] ... ... QAl1n
il Ain
b;, = det =0
il Ain
apl Qpn,

Die k-te Zeile von A wird also durch die i-te Zeile ersetzt. Es folgt A - A=detA- I,.
Die andere Gleichung lasst sich analog durch Spaltenentwicklung zeigen. 0

Der obige Satz liefert fiir invertierbare Matrizen A eine direkte Formel A7l =

1
detAA'

Die Determinante liefert ebenfalls eine Formel fiir die eindeutige Losung eines linea-
ren Gleichungssystems Az = b mit A invertierbar.

Satz 6.15. Sei A = (A, .., Ay) € Mat(n x n, K) invertierbar und b € K™. Dann ist
= (21,..,20)" gegeben durch
i
~~
- det(Al, ooy b ,..,An
B det A

Xy -

die eindeutige Losung zu Ax = b.

Beweis. Mit Laplace angewandt auf die i-te Spalte folgt: det(Aq, .., b, .., 4,) = Z;‘:l(—l)”jbjA(ji) =
> j=1bj-aij =det A- (A~1b); ist die i-te Komponente des Vektors det A - (A~1b). Es
folgt:

1

x:detA'

A((A71h) - det A) = b
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7 Eigenwerte

Definition 7.1. Sei A € Mat(n x n, K). Ein Element A € K heifft Eigenwert von
A, falls 3z € K™\ {0} : Az = Az. z heifit dann Figenvektor zum Eigenwert A.

Bemerkung. Eigenwerte kdnnen 0 sein, Eigenvektoren jedoch nicht.

7.1 Charakteristisches Polynom
Satz 7.1. X\ € K ist Eigenwert zu A € Mat(n x n, K) < det(A — A\I,,) = 0.

Beweis. dx # 0: Az = Av < Jx # 0: (A — A\,)x = 0 < A — A, nicht invertierbar
& det(A —\I,) =0. O

Satz 7.2. Es gibt ein Polynom xa € K[X], so dass xa(\) = det(A — A\[,) VA € K.
xA heifst Charakteristisches Polynom wvon A.

Beweis. Sei 0;; = 1 falls i = j und d;; = 0 sonst. Dann I, = (0ij); je{1,...,n}- Die
Formel von Leibniz liefert:

det(A — A,,) = det((aij) — A(6i3)) = Y _ £(0)(a10(1) = A1o(1)) -+ (@no(n) — Mno(n))
oESh

Dies ist eine Summe und jeder Term ist ein Produkt von n Faktoren vom Typ a’—XV'.
Setze

XA(X) = Z <(':(0)(6110(1) - X(sla(l)) T (ano(n) - X(Sna(n)) (*)
gESy

Dann x4(X) € K[X] mit grad(xa(X)) <n und xa(A) = det(A — \I,,). O

Satz 7.3. Der Leitkoeffizient von x 4 ist (—1)", der Koeffizient von X" 1 ist (—1)" "1 tr A
und der konstante Term von x4 ist det A.

Beweis. Ein Term in X™ kann nur in den Termen in () vorkommen, wo alle d14(1) * * - Ope(n)
ungleich Null sind. Dies ist fiir genau fiir die Permutation o = idy; ) der Fall. Es
ist £(id) = 1 und der entsprechende Term ist:

(CLH—X)'--(CLnn—X) (**)

und der Koeffizient von X™ ist (—1)". Ein Term in X"~ ! kann nur in einem Term
e(o)(a10(1) = X010(1)) = (@no(n) — Xno(n)) in (x) vorkommen, falls mindestens n — 1
der Koeffizienten von X in den obigen Faktoren nicht Null sind. Also o(i) = ¢ fiir
mindestens 7 — 1 Elemente i € {1,..,n}. Weil o bijektiv ist, folgt o = idy;, . Die
Terme in X ! kommen also alle vom Term (*#), und sind die Produkte von einem
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konstanten Term aus einem Faktor a;; — X und (n — 1)-mal —X (aus den restlichen
Faktoren aj; — X, j # i). Es folgt, dass die Summe dieser Terme

(—X)""Yar1 + o+ ann) = (1) L tr(A) X"
ist. Der konstante Term von x4(X) ist x4(0) = det A. O

Satz 7.4. Ein Element A € K ist ein Figenwert der nxn Matrix A < X ist Nullstelle
des charakteristischen Polynoms x 4.

Beweis. Klar. O

XA € K[X] lasst sich in irreduzible Faktoren zerlegen. Zwei solche Faktoren, die
nicht teilerfremnd sind unterscheiden sich um einen Faktor in K \ {0}. O.B.d. A.
konnen wir schreiben: y4 = aff”1 oo fRmomit my ky, .k € N\ {0} und fi, .., fin €
K[X] irreduzibel, f;, .., f; teilerfremnd und @ € K\ {0}. Falls X Eigenwert von A ist,
so X — A | xa(X). Also kénnen wir 0. B.d. A. annehmen, dass 3i € {1,.,m}: f; =
X -\

7.2 Vielfachkeiten eines Eigenwerts

Definition 7.2. Die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes A € K von A ist
axy € N\ {0} so dass (X —X\)® | xa(X) und (X — A\)2 1y x4 (X). Falls f; = X — ),
so ist ay = k; die algebraische Vielfachheit von A. Falls oy = 1, so heifit A einfacher
Eigenwert von A.

Satz 7.5 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom f € C[X] hat genau n =
grad f Nullstellen in C (gerechnet mit Vielfachheiten). Das heifit Vf € C[X] ist
f:affl-'-f,l‘;bm und f;(X) =X — X \; mit \; € C sowie ky + .. + ky, = n.

Satz 7.6. a) Sei A € Mat(n x n, K). Die Summe der algebraischen Vielfachheiten
der Eigenwerte ist < n.

b) Ist K = C, so entspricht die Summe der algebraischen Vielfachheiten genau n.

Beispiel 7.1. Die Matrix A = (11 1) € Mat(2 x 2,R) hat keine reellen Eigen-
werte, denn y4(A) = det 11— =1=-MN"4+1=X-22+2>0V eR.

Betrachtet man aber A also Matrix in Mat(2 x 2,C), so hat sie die Eigenwerte 1 + ¢
und 1 — ¢, denn

xalti)=(1-(1+i) 2 +1=(+i)>+1=-1+1=0

Beide Eigenwerte sind hier einfach.
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Definition 7.3. Sei A Eigenwert von A € Mat(n x n, K). Die geometrische Viel-
fachheit g, von A ist

gx = dimg (ker(A — AI,))
Der Untervektorraum ker(A — AI,,) heilt Eigenraum zum Eigenwert \.
Satz 7.7. g\ < a)

Beweis. Zu zeigen ist (X — A)9 | xa(X). Sei &k = gy und by,..,b; eine Basis
von ker(A — \I,,). Wir ergénzen by, ..,b; zu einer Basis by, ..,b,. Es gilt fa(b1) =
Abi, .., fa(br) = Abg. Das heift falls M := (by,..,b,) € Gl(n, K), so gilt

A
A B

M~ YAM = A

0 c

Mit C € Mat(n —k xn —k, K) und B € Mat(k x n — k, K). Dann

det(A — pl,) = det(M~YAM — ul,) PP2 det((h — ) Iy) - det(C — pl_p)

Es folgt xa(X) = xor,(X) - xo(X) = (A — X)* - xo(X), also k < ay. O

Bemerkung. Das Konzept der Eigenwerte und Eigenvektoren bezieht sich auf die
assoziierte lineare Abbildung f4 zu A. Man kann ebenso gut Konzepte der Eigenwerte
und Eigenvektoren fiir Endomorphismen fiir (endlich erzeugte) Vektorrdume definie-
ren. Sei f: V' — V linear. A € K heifit Eigenwert von f, falls 3z € V\{0} : f(v) = Av.
Das charakteristische Polynom von f kann durch x;(X) == x4, ,(X) definiert wer-

den, wobei Ay, € Mat(n x n,K) die zu f und zur Basis ¢: K" 5V assoziietre
Matrix, wobei fa, , = ¢ tofaop. Esgilt x¢(A) = det(f—Aidy ), wobei die Determi-
nante des Endomorphismus f—\idy in jeder Basis von V definiert werden kann, denn
sie héngt nicht von der gewédhlten Basis ab. Ebenfalls ist gy = dimg (ker(f — Aid)
und ay wird wie fiir Matrizen definiert.

Fazit: Eigenwerte, gy, a) und das Charakteristische Polynom einer Linearen Ab-
bildung héngen von keiner Basis ab. Fiir eine Matrix A € Mat(n x n, K) sind ihre
Eigenwerte, gy, ay gleich deren der Matrix M~ AM mit M € Gl(n, K).

Wir untersuchen weiter den Fall, wo die Matrix eine Basis aus Eigenvektoren besitzt.
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7.3 Diagonalisierbarkeit
Definition 7.4. a) A € Mat(nxn, K) heifit diagonalisierbar < 3M € Gl(n,K): M—*AM =

A1 0
0 An
b) A € Mat(n x n,K) heift trigonalisierbar < IM € Gl(n,K): M~ *AM =
A1 *
0 An
Bemerkung. In beiden Fallen sind Ay, .., A, die Eigenwerte von A, wobei die Ay, .., A,
nicht paarweise verschieden sein miissen.

Satz 7.8. A € Mat(n x n, K) hat eine Basis aus Eigenvektoren < A ist diagonali-
sierbar.

Beweis. "=" Sei {by, .., b, } eine Basis aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten Aq, .., A,
Dann Abi =\b; &

A1 0
M AM =
0 An
mit M = (bl, ,bn)
A1 0
"<" Falls M~1AM = , so sind die Spalten von M FEigenvektoren
0 An
A1 0
von A. AM =M - , also falls M = (by, .., b,), so Ab; = \;b; und
0 An

{b1,..,b,} bildet eine Basis, da M invertierbar ist.
O

Satz 7.9. A € Mat(n x n, K) ist diagonalisierbar < die Summe der geometrischen
Vielfachheiten aller Figenwerte ist gleich n. Dann gilt insbesondere: x 4 zerfdllt in
Linearfaktoren und gy = a) Y\ Figenwerte von A.
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A1 0

Beweis. "=" Die Diagonalform M ~'AM = konnen wir o. B.d. A.

0 An
als

A1
A2

A2

Al

umschreiben mit den paarweise verschiedenen Eigenwerte A1,..,A\; von A. Es
folgt ki = gx, = ax, Vi € {1,..,1} und xa(X) = [T'_, (N — X)ki.

Seien A1, .., \; die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A und nehmen wir
gn+--+gxy, =nan. Daay, > gy, firalled € {1,.., 1} gilt ay, = g, Vi € {1,..,1}
und ay, +..+ay, = n. Dies impliziert x4(X) = Hi:l(/\i — X)®i. Sei nun k; =
ay, und sei by, .., by, eine Basis von ker(A—A11y,), bg,+1, .., bk, +k, eine Basis von
ker(A — A2 A,,) und so weiter. Wir zeigen by, .., by, sind linear unabhéngig. Seien
ai, .., € K mit ZLI a;b; = 0. Wir setzen nun alle Vektoren der einzelnen
Eigenrdume zusammen:

k1
vi =Y a;b; € ER(M\)
=1
k1+k2
vpi= Y aib; € ER(Ap)
i=k1+1
vy = Z a;b; € ER()\)

i=k1+..+k_1+1

Wir haben v1 + ... + v; = 0. Wir wenden A — \;I,, an und erhalten

(A= X)vr + .+ (N1 = Ay =0
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und ersetzen w; = (A, — N\)v; € ER(\;) Vi € {1,..,1—1}. Es gitl v; = 0 &
w; = 0 weil \; # N\ fiir ¢ € {1,..,1 —1}. Wenden wir nun A — \;_11,, an, so
erhalten wir:

(A = N—wi + o+ (N2 = N—1)y—2 =0

Dies fithren wir fiir alle s € {1,..,1} durch und kriegen damit v; = 0, dann vy =
0,...,up = 0. Aber v; ist eine Linearkombination von by, 4+ &, 41, Ok;+..+k;
von ER();). Dann v; = 0 Vi € {1,..,l} = o; = 0Vj € {1,..,n}. Also ist
bi,.,b, eine Basis von K", die aus Eigenvektoren von A besteht. A ist also
diagonalisierbar.

O

Eine notwendige Bedingen, damit eine n x n Matrix A iiber K diagonalisierbar
ist, ist dass ihr charakteristisches Polynom genau n Nullstellen inklusive Vielfach-
heiten iiber K besitzt. Dies ist immer der Fall, wenn K algebraisch abgeschlossen
ist, zum Beispiel fiir K = C. Eine zweite Bedingung ist, dass die geometrische und
algebraische Vielfachheiten iibereinstimmen. Dies ist aber automatisch der Fall, falls
alle Eigenwerte einfach sind: a) = 1 VA Eigenwert von A.

Satz 7.10. Falls x4(X) genau n verschiedene Nullstellen besitzt, so ist A € Mat(n x
n, K) diagonalisierbar. In diesem Fall sind die Eigenvektoren bis auf einen Faktor
aus K \ {0} eindeutig bestimmit.

2 00
Beispiel 7.2. A= [0 1 1] besitzt die Eigenwerte 2 und 1 (obere Dreiecksma-
0 0 1
1 00
trix). ag = 1,a1 = 2, go = 1, aber g; = dim(ker(A—1I3) mit A—Is= [0 0 1],also
0 00
(z1,m2,23)" € ker(A—I3) & 1 =0 A 3 =0, also ker(4 — I3) = {(0,0,z) € K3}

und g1 = 1 < a1. Also ist A nicht diagonalisierbar. Wir sehen also, dass selbst dann
gx < a) moglich ist, wenn y 4 in Linearfaktoren zerfallt.

Satz 7.11. Jede symmetrische Matriz A € Mat(n x n,R) ist diagonalisierbar (iber
R).

Beweis. Teil 1: x4 zerfallt iiber R[X] in Linearfaktoren. Sei y4(X) € R[X] C C[X]
und seien Ay, .., A, € C die komplexen Nullstellen von x 4. Wir zeigen x4 () =
0 = X € R. Sei A komplexer Eigenwert von A. Dann 3z € C™ \ {0} mit (1)
Az = Mz, also Az = Xz & (2) AZ = )z, also ist Z Eigenvektor zum Eigenwert
X Sei z = (21,..,2,) € C*\ {0}. Dann ist 272 = 37" Ziz = S0 Jz? > 0
(3) weil z # 0. Es gilt also

97



(1) =70 Az = X212 = A0 o)
(2) = 2TAz = 2Tz =20 |z
Wegen A = AT gilt also (27 A2)T = 2T ATz = 2T Az, also

A Jzff =X lal?
i=1 i=1
also wegen (3) A = ), also A € R. Also sind alle Eigenwerte von A reell. Das

heifit x 4(X) zerfillt iiber R[X] in Linearfaktoren.

2. Teil: A ist diagonalisierbar. Dies werden wir im néchsten Kapitel sehen.
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8 R” als Euklidischer Raum. Orthogonale Matrizen und
Basen

In R™ konnen wir den Abstand zwischen = = (z1,..,z,) und y = (y1,..,yn) mit
x,y € R™ durch

d(x, y) = Hl‘ - yH = \/(xl - y2)2 +..+ (‘Tn - yn)2 SN

bestimmen, wobei die Norm ||z — y|| des Vektors z —y € R" stets > 0 ist. Gleichheit
gt z—y=0sz=y.

Definition 8.1. Sei M eine menge und d: M x M — R, eine Funktion. d heifst
Abstandsfunktion (Metrik), falls gilt:

M1) Va,y € M: d(z,y) = d(y,x)

M2) Vz,y e M:d(z,y) =0 z=y

M3) Vz,y,z € M: d(z,y) + d(y, z) > d(x, z)

M3) heift Dreiecksungleichung. Man nennt dann (M, d) einen Metrischen Raum.

Definition 8.2. Sei V ein R-Vektorraum. Eine Abbildung v: V' — R, heifst Norm,
falls gilt:

N1) Vz € VVA e R: v(Az) =|A| v(z)
N2) VeeV:v(z)=0<2=0

N3) Va,y € V:v(z +y) <v(z)+v(y)
(V,v) heifst dann Normierter Raum.

Satz 8.1. Sei (V,v) ein normierter Vektorraum. Dann ist d: V x V — R, d(z,y) =
v(z —vy) eine Metrik.

Beweis. Vielleicht Ubung. O
Beispiel 8.1. v: R" = R, v(z1,..,2,) == max;cqy, n}|74] ist eine Norm.

Bemerkung. In der Definition der Norm kann auch V' ein C-Vektorraum sein und
A € C in N1). Man sagt dann, die Norm ist kompatibel mit der Struktur von V als
C-Vektorraum.

Definition 8.3. Sei V ein R-Vektorraum. Eine Abbildung g: V' x V — R heift
Skalarprodukt, falls gilt:

S1) g ist symmetrisch: Vz,y € V': g(z,y) = g(y, x)
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S2) g ist bilinear: g(x + A2/, y) = g(z,y) + Ag(2/, y) und fiir alle z,y,2’ € V,\ € R.
S3) g ist positiv definit: Vo € V': g(z,x) > 0 und g(z,x) =0 < x = 0.

Bemerkung. Man kann fiir C-Vektorrdume hermitesche Skalarprodukte g: VxV —
C definieren, wobei S1) — H1): g(z,y) = ¢g(y,z) Vz,y € V sowie S2) — H2):
g(z + Az’ y) = g(z,y) + Ag(2',y) Vz,y,2" € V, VA € C und H3) = S3)

Bemerkung. S1) A S2) = g(z,y + \y) = g(z,y) + A\g(z,y") VA € RVz,y,y € V.
Satz 8.2. Sei g ein Skalarprodukt. Dann istv: V — R, v(zx) == \/g(x,z) eine Norm.

Beweis. N1) und N2) folgen direkt aus der Defintion. N3) ist die Ungleichung von
Cauchy-Schwarz:

V9@, 2)+ Vo, y) > Vel +y.2+y) & Volz,2)gy,y) > g(z,y)  (4)

Es gibt 2 Falle:

1) Sind z,y linear abhéngig iiber R, so sei 0. B.d. A. y = Az fiir ein A € R. Dann
g(y,y) = N2g(z,2) und g(z,y) = Ag(z,x) und (4) ist automatisch erfiillt, denn
A > A

2) Sind z,y linear unabhéngig, so dass VA € R: x + Ay # 0. Dann g(x + \y,z +
Ay) > 0. Dann P(X) = g(z + Ay, z + Ay) = Ng(y,y) + 2Ag(z,y) + g(z,z)
ist ein reelles Polynom von Grad 2, das nur positive Werte auf R annimmt.
Seine Diskriminante g(z,y)?* = g(y, y)g(z, x) ist daher negativ: Also|g(z,y)| <

Vg, z)g(y,y) = (4). Es folgt N3) mit der Zusatzeigenschaft v(z) + v(y) =
v(z+y) < y= A fir A\ >0 oder z = 0.

O]

Das euklidische Skalarprodukt go(z,y) = x1y1 + ... + Ty, auf R™ induziert damit
die Norm v(x) :=|z| == /2% + .. + 22.

Bemerkung. Das Standard hermitesche Skalarprodukt auf C" ist ho(z,y) = > | ©Y;

und die zugehorige norm ist ||z|| = \A$1|2 + .. +|zp)?. Sie stimmt mit der euklidi-
schen Norm auf R?" = C" iiberein, (x,y) — x+iy € C" Va,y € R", denn z == x +1iy

hat die Komponenten z; = x; + iy;, also ||z|| = \/Zyzl‘zjf = /21y =
NN EE RS BT

Definition 8.4. Sei (V,g) ein euklidischer Vektorraum (zum Beispiel V = R", g =
go). Eine Menge M C V heikt Orthonormalsystem, falls gilt:

1) Vo,w € M,v # w: g(v,w) = 0. v und w heifen dann auch orthogonal oder
senkrecht zu einander und man schreibt auch vl w.
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2) Yv € M: g(v,v) = 1. Alle Vektor besitzen also Norm 1.
Satz 8.3. Ein Orthonormalsystem ist linear unabhdingig.

Beweis. Seien vy, ..,v;, € M mit v; Lv; fiir alle ¢ # 7,4, € {1,..,k} und ||v;|| = 1 fiir
allei € {1,..,k}. Seien a1, .., ap, € R: Zle o;v; = 0. Wir nehmen das Skalarprodukt
mit v;:

K k
0=g(0,v;) = g awi,vj) = > _ ig(vi,v;) = cuig(vj,vj) =
=1 i=1

Dies gilt Vj € {1, .., k}, also sind alle a;; = 0. O

Satz 8.4 (Orthonormalisierungsverfahren). Sei {vi,..,v;} ein linear unabhingiges
System in einem euklidischen Vektorraum (V,g). Dann existiert ein Orthonormal-
system {w1, .., wi} so dass ({wi,..,w;}) = {v1,..,v:}) Vi € {1,...k}.

Beweis. Induktion nach k € N\ {0}:

LA. kE=1: Sei wy = HU%HUL Dies ist wohldefiniert, da v; # 0, also ||v1]| > 0 und
|lwi]] = 1, also ist {w;} ein Orthonormalsystem, das (wq) = (v1) erfiillt.

I.S. k> 2: Sei {wy,..,wk_1} ein Orthonormalsystem so dass ({v1, .., vy }) = ({w1, .., w;}) Vi €
{1,..,k—1} und vy, € V' \ ({v1,..,u5-1}), denn vy, .., v} sind linear unabhén-
gig. Seien a; = g(vp,w;) Vi € {1,.,k—1}. Dann ist v = S " auw; €

({v1,..,v5-1}) und es gilt vy —vlw; Vie {1,...k—1}:

k—1
g(vg — v, w;) = o — Zajg(wj,wi) =q;—o; =0
j=1
weil g(w;,w;) = &;5. Weiter ist vy — v # 0 weil vy, ¢ ({v1,..,v6-1}). Wir
definieren also wy = m(vk — v). Dann gilt ||wg|| = 1 und g(wg,w;) =
0Vie{l,.,k}, also ist {w1,.,wi} ein Orthonormalsystem. Zu zeigen ist also
({wr,..,wi}) = {v1,..,0}). Es gilt wy = mvk - m S aw;, also
wy € {wi, .y wg—1,vk}) = ({v1,..,vr}). Also ist {wy,..,wy} ein linear unab-
héngiges System im k-Dimensionalen Vektorraum ({v1, .., vx}), also eine Basis
des Vektorraums. Insbesondere also ({v1,..,vx}) = ({w1, .., w}).

O]

Korollar 8.5. Seien {v1,..,vx} und {w,..,wi} Orthonormalsysteme in R™. Dann
JdA € O(n) = {A € Gl(n,R) | A~ = AT} so dass Av; = w; Vi € {1,..,k}.
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Beweis. Wir vervollstandigen {v1, .., vy } zu einer orthonormalen Basis {v1, .., v, } vonR™

indem wir zundchst zu einer Basis {vi,.., Uk, V), 1, .., V), ¢ ergénzen und dann das
Orthonormalisierungsverfahren anwenden. Ebenfalls sei {wy,..,wy,} eine Orthonor-
malbasis von R". Seien M := (vy,..,v,) und N = (w1, ..,w,) die aus den Vektoren
v1, .., Up beziehungsweise wi, .., w, als Spalten zusammengesetzten n x n Matrizen.

M und N sind invertierbar.

Lemma 8.6. Eine Matriz B € Mat(n x n,R) ist genau dann orthogonal (BB =
BBT = I,,), wenn ihre Spalten eine Orthonormalbasis von R™ bilden.

Beweis des Lemmas. Sei B := (by,..,b,). Dann g(b;,b;) = b;-b; = (B' B);;. Es gilt

{b1,..,by} ist eine Orthonormalbasis < g(b;,b;) = 0;; Vi,j € {1,.,n} & B'B =

I, B"=B"% O
Aus dem Lemma folgt, dass M, N invertierbare Orthogonalmatrizen sind.

Lemma 8.7. O(n) ist eine Untergruppe von Gl(n,R)

Beweis des Lemmas. Aorthogonal & AT = A7t & AAT = ATA=1, & (A7) ! =
(ATYT & AT = A~ orthogonal. Seien weiter A, B € O(n). Dann (AB)T = BTAT
B1A™! = (AB)™!, also AB € O(n). Weiter ist O(n) offenbar # (.

Seinun A := NM~! € O(n). Dann gilt AM = N, also A-(v1, ..,vn) = (w1, .., wy)
Avi =w; Vi € {1,..,n}.

O¢ Ol

8.1 Haupachsentransformation

Satz 8.8. Sei S € Mat(n x n,R) eine symmetrische Matriz. Dann ezistiert eine
Orthonormalbasis {v1,..,v,} € R"™ aus Eigenvektoren von S

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dass xya(x) = (A1 —X) -+ (A\p—X) mit \y,.., A\, €
R. Wir beweisen nun die Behautung per Induktion nach n € N\ {0}.

LA. n =1: Mat(1l x 1,R) = R und jede Matrix ist Diagonal.

I.S. n > 2: Sei v, ein Eigenvektor zum Eigenwert \,,. O.B.d. A. konnen wir ||v,|| =
1 annehmen. Sei M, € O(n) so dass M,e = v,. Die Existenz dieser Ma-
trix folgt aus obigen Korollar. Sei V = ({e?,..,ed_,}) = R"". Wir zeigen
M, *AM,v € V Vv € V. Es gilt:

g(el, MY AM,v) = (e9) T M, Y AMv = (e2) " M,] AM,v = v, AM,v

wegen M,ed = v, = v} = (e9)TM,]. Nun gilt Av,, = A\, < v AT = A\,
also
go(eX, M- YAM,v) = Ayv,! Mpv = A, (M) T

n

= )\n(Mn_lvn)Tv = )\n(e%)—rv = )\ng(eg,v) =0
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Also MY AMuv1ed < MY AM,v € V Vv € V. M, ' AM,, ist also eine Matrix
A0

der Form( 0

) mit A" € Mat((n—1) x (n—1), R) symmetrisch. Nach In-

A1
duktionsvoraussetzung IM’ € O(n — 1) so dass (M') 1A' M’ = ( >
An—l

0 |1
_ M0 A0 M |0
1 —

A
- M/—lA/M/‘ 0 _ 1 .
- 0 B -
A

!/
Sei M = < M 10 > M, € O(n). Dann

O]

Das Verfahren, in dem eine Symmetrische Matrix diagonalisiert wird heifst Haupt-
achsentransformation. (Es werden die "Hauptachsen” vy, .., v, in R™ bestimmt, fiir die
die Lineare Abbildung fgs: R™ — R”™ die einfache Form fs(v;) = \jv; Vi € {1,..,n}
hat.)

Bemerkung. Falls A € Mat(n x n,R) eine Matrix ist, die mit Hilfe einer Orthogo-
nalmatrix M diagonalisierbar ist, so ist A symmetrisch.

Beweis. Eine Diagonalmatrix ist symmetrisch. Falls A wie oben ist, so ist M ~tAM
symmetrisch, also M(M~YAM)MT = A ist ebenfalls symmetrisch, denn AT =
(M(MTAMYM )T = M(MYAM)TMT = M(M~*AM)M " = A. O

Der Satz iiber die Hauptachsentransformation zeigt also dass umgekehrt jede sym-
metrische Matrix eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren besitzt.
Zusammenfassung: Es gibt 3 Félle, in der die Diagonalisierbarkeit einer reellen
Matrix A garantiert werden kann:

1) xa zerféllt in Linearfaktoren in R[X] und ay = gx VA Nullstelle von x 4.
2) x4 zerfillt in Linearfaktoren in R[X] mit paarweise verschiedenen Nullstellen.

3) A ist symmetrisch. Dann kann eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren gefun-
den werden.

103



	Grundlagen
	Logik
	Was es bedeutet
	Regeln der Logik

	Mengenlehre
	Quantoren über Mengen

	Das Prinzip der vollständigen Induktion
	Teilbarkeit und Division mit Rest

	Kartesische Produkte
	Relationen
	Eigenschaften von Relationen

	Funktionen, Abbildungen
	Verkettung von Funktionen
	Inverse (Umkehr-)Abbildung
	Endliche Mengen, Mächtigkeit
	''Weniger mächtig''-Relation


	Algebraische Strukturen
	Ringe
	Körper

	Polynome
	Teilbarkeit im Polynomring
	Ring- und Körperhomomorphismen
	Nullstellen
	Restklassenringe. Körpererweiterungen

	Komplexe Zahlen
	Polarkoordinaten

	Vektorräume
	Lineare Abbildungen. Matrizen
	Lineare Gleichungssysteme
	Methode zum lösen von linearen Gleichungssystemen und invertieren von Matrizen
	Spur einer quadratischen Matrix

	Determinanten
	Kreuzprodukt, Flächeninhalte und Volumen
	Definition und Leibniz-Formel
	Eigenschaften und Eindeutigkeit der Determinante
	Entwicklungssatz von Laplace. Komplementärmatrix

	Eigenwerte
	Charakteristisches Polynom
	Vielfachkeiten eines Eigenwerts
	Diagonalisierbarkeit

	Rn als Euklidischer Raum. Orthogonale Matrizen und Basen
	Haupachsentransformation


