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Ablauf

Partitionen und Definition der bi-Klammern

@ Wiederholung der Ergebnisse fiir die gewdhnlichen Klammern
(friher multiple Teilersummenfunktionen)

Verbindung zu multiplen Zeta-Werten

Aktuelle Ergebnisse und Vermutungen zu den bi-Klammern
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Unter einer Partition einer natiirlichen Zahl n mit [ Teilen verstehen wir eine
Darstellung von n als Summe von [ unterschiedlichen Zahlen (die in der Summe
mehrfach auftreten dirfen).

Zum Beispiel ist

15=44+44+3+2+1+1

eine Partition von 15 mit 4 Teilen.
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Unter einer Partition einer natiirlichen Zahl n mit [ Teilen verstehen wir eine
Darstellung von n als Summe von [ unterschiedlichen Zahlen (die in der Summe
mehrfach auftreten dirfen).

Zum Beispiel ist
15=4+4+34+2+1+1

eine Partition von 15 mit 4 Teilen.

Wir identifizieren eine Partition von n mit [ Teilen mit einem Tupel (u, v) e IN' x IN?

@ Die u; entsprechen den Summanden

@ Die v; z&hlen die Haufigkeit inres Auftreten in der Summe

Obige Partition identifizieren wir somit mit (g) = (3’?’?’;).

sty
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Die Menge aller Partitonen von n mit [ Teilen bezeichnen wir mit P;(n) und setzen
daher

Pi(n) ::{(u,v)e]le]Nl | n=wvr + - +wuyp, u1>--~>ul>0}.

Eine Element in Pl(n) kann man durch ein Young Diagramm darstellen. Zum Beispiel

4.3.2.1
b b b — P 15
(2,171,2) € F(15)

Wie kann man sich hieraus ein weiteres Element in P4(15) basteln?
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Die Menge aller Partitonen von 7 mit [ Teilen bezeichnen wir mit P;(n) und setzen
daher

Pl(n) 2:{(U,U)E]Nl><]Nl | n=uv; +---+wuy, U1>--->Ul>0}.

Auf der Menge P (n) haben wir eine Involution gegeben durch die Konjugation p von
Partitionen (Drehung und Spiegelung des Young Diagramms)

4,3,2,1\ _ p O (6,4,3,2
2,1,1,2) =\, 1,11

Auf Py(n) ist p explizit gegeben durch p((u,v)) = (u’,v"), wobei
u; =v1 4+ v_j41 und v; = U_j41 — U—jyo Mitygy = 0,dh

J
ULy .o, U v+ -+ U, ..., U1 + V2,01
p: — .
Uiy .-+, U1 Uy, Up—1 — Uy - - -, U — U2
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Partitionen & g-Reihen

Wir wollen uns nun g-Reihen basteln, deren n-te Koeffizienten gegeben sind durch
Summen dber P;(n). Durch die Abbildung p erhalt man lineare Relationen zwischen
diesen g-Reihen.

Beispiel

Z Z v1-ve | "

n>0 \ (u,v)EP2(n)

Henrik Bachmann Die Algebra der bi-Klammern



Partitionen & g-Reihen

Wir wollen uns nun g-Reihen basteln, deren n-te Koeffizienten gegeben sind durch

Summen iiber P;(n). Durch die Abbildung p erhlt man lineare Relationen zwischen
diesen g-Reihen.

Beispiel

D2 wewm|dt=) o - |

n>0 \ (u,v)EP>2(n) n>0 \ p((u,v))=(u’,v")EP2(n)

5 1 B RS P ol (D SR P

n>0 \ (u,v)EP>(n) n>0 \ (u,v)EP2(n)
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Bi-Klammern

Farry,...,r > 0,81,...,8 >0undc:= (ri!(s; — 1)!...rl(s; — D))~ 1
definieren wir die folgende g-Reihe

S1y...,81 ry S1—1 ry, s1—1 mn
|: =cC- E E u1 Ul ...ul 'Ul q
ri,...,7]

n>0 \ (u,v)EP;(n)

=1 -1
_ Z LT LZ.Z ) ’U‘lgl .. .’U;l ugvi e fugy c Q[[ ]]
!l (s1 =D (s —1)! ¢ g
e 1! 1! 1 LI !
V1,...,01 >0

welche wir bi-Klammer von Gewicht 71 + - - - + 7 + S1 + - -+ + S; und Lange [
nennen. Mit BD bezeichnen wir den Q-Vektorraum der durch 1 und alle bi-Klammern
aufgespannt wird. Gilt 7y = - -- = r; = 0, so schreiben wir auch

S1y...4595] _[8 S]
0,...,0 |  Ftrot
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Bi-Klammern - Beispiele

|

3,

2]

2,2]
o

2,2]
o
1,1,1]
1,2,3]

[4,4,4]

1,3,1]

=Y " o1(n)q" = q+ 3¢ +4¢° + 7¢" + 6¢° + 12¢° + ..,
n>0

=2¢° + 7q* +23¢° +42¢° +89¢" + 142¢° +221¢° +342¢"° + ...,
= ¢ +3¢* +10¢° + 164° + 35¢" + 52¢° + 78¢° +120¢'° + ...,

= 712 (12¢° + 28¢" + 964° + 481¢° + 747¢"° + 2042¢"" + ... ) |

- (45 + 99" + 45¢° + 190¢° + 642¢™° + 1899¢™ +...) |

216

1
=1 (¢" + 20" +8¢" + 164" + 43¢ + 704" + .. ) .
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Bi-Klammern - Wa

@ Zwischen den bi-Klammern gibt es zahlreiche lineare Relationen. Das Beispiel

von eben entspricht z.B.
2,21 L1 9 1,1
0,0 |[1,1 0,2]"

@ Die Klammern [81, R sl] besitzen eine direkte Verbindung zu multiplen
Zeta-Werten durch eine Abbildung die einer Klammer [817 RN sl] den multiplen
Zeta-Wert ((s1, . . ., 8;) zuordnet.

@ Was haben aber die bi-Klammern mit multiplen Zeta-Werten zu tun ?

@ Dazu wiederholen wir zun&chst einige Begriffe und Ergebnisse fur die Klammern
[sla ceey Sl]'
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Multiple Zeta-Werte

Fir natiirliche Zahlen s; > 2, So, ..., §; > 1 nennt man

1
onmm)= Y

n
ny>..>n>0 L

multiplen Zeta-Wert (MZV) von Gewicht s + ... + s; und Lange [. Mit M Z bezeichnen
wir den Q-Vektorraum der durch alle MZV aufgespannt wird.

@ Das Produkt von zwei MZV kann wieder als Linearkombination von MZV
geschrieben werden (Stuffle Produkt), z.B.:

C(r) - C(s) = C(ry8) + C(s,7) +Cr +5).

@ Durch eine alternative Darstellung durch iterierte Integrate erhalt man eine zweite
Darstellung fir das Produkt von zwei MZV (Shuffle Produkt), z.B.:

=X ((027)+(02))) ctwn.

a+b=r+s
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Multiple Zeta-Werte - Relationen

Zwischen MZV gibt es viele lineare Relationen. Die erste Relation tritt auf in Gewicht 3
und ist gegeben durch

¢(3)=¢(2,1).
Weitere sind z.B.:
(4) = C(z, 1, 1)
¢(5) = 4(4 1) +¢(3,2) +¢(2,3),
16¢(3,2,2) = 18¢(5,2) +21¢(4,3) — 2((7) .
5619917 (12) = 168((5 7) + 150((7 5) + 28((9 3)
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Klammern - Filtrierungen

Gewichts- und Langenfiltrierung

Sei MD der durch 1 und allen Klammern [51, 3000 sl] aufgespannte Unterraum von BD.

Auf MD haben wir eine aufsteigende Filtrierung Fil‘.N gegeben durch das Gewicht und
eine aufsteigende Filtrierung Filr: gegeben durch die Lange. Fir A C MD schreiben wir

FilZV(A) o= <[31,...,sl] EA‘OSZSI@, S$1+ -+ 5 §k>Q
il
Fil(A) := ([s1,...,8,] € A|r < Z>Q.
Betrachten wir beide Filtrierung gleichzeitig schreiben wir auch FilZVZ’L = Filzv Fil}.

Mit gryV (A) = Fil}¥ (A)/ Fil}Y_, (A) bezeichnen wir die graduierten Anteile.
L W.,L
(gr;” und gry | analog)
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Klammern

Theorem

MD nat die Struktur einer bifiltrierten Q-Algebra (MD, -, FillV, Filf), wobei die
Multiplikation gegeben ist durch die gewdhnliche Multiplikation von g-Reihen und die
Filtrierungen FilYV and Fill; durch Gewicht und Lange induziert sind. Insbesondere ist

W,L W,L
Fil} "} (MD) - Fil; ) (MD) C Fi 5y | o (MD).

Fur das Produkt von zwei beliebigen Klammern gibt es explizite Formeln und die
Algebra M D ist ein Beispiel fiir eine sogenannte quasi-shuffle Algebra.
Beispiele:

[1]- (1] =2[1,1] + 2] - [1],

1
[A]- 2] =[L.2]+ 2.1+ [3] - 5 2],

1]-[2,1] =[1,2,1] +2[2,1,1] + [2,2] + [3,1] — 3[2,1].
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Klammern - Ableitungen

Theorem

Der Operator d = qd% ist eine Derivation auf M D und bildet FilZYl’L (MD) auf
WL
Fil; 5 1 (MD) ab.

Beispiele:
any =B+ 512 - [2.1],
af2) = 4] +203] - 121 - 4f3,1],
af2) = 204] + 3] + 121 - 202,2] - 213.1],

d[1,1] = [3,1] + 2[2, 1] + %[1,2] +11,3] —2[2,1,1] — [1,2,1].

Die zweite und dritte Darstellung fiir d[2] liefert die erste Relation zwischen Klammern
im Gewicht 4:
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Klammern - Ableitungen

Fur die Ableitung der Langen 1 Klammern haben wir folgende Darstellungen

Proposition

Sei k € IN, dann haben wir fiir beliebige s1, So > 1 mit k = s1 + so — 2 die folgenden
Darstellungen fur d[k]:

ko d[i] ! -
(Sl—].)k_ <81—1>[k+1]_
] o] = 3 ((;‘_i) + (;‘;:i)) (a,8].
atb=k+2

Die méglichen Wahlen fir s1 und s liefern | £ | lineare Relationen in FilZVéL(MD),
die vermutungsweise alle Relationen sind.
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Klammern - M Z

Wir definieren den Raum q M Z der zulassigen Klammern durch

qMZ ::<[51,...,sl] € MD ’81 > 1>Q'

@ Der Vektorraum g M Z ist eine Unteralgebra von MD.

e Esist MD = gMZ[[1]].

@ Die Algebra MD ist ein Polynomring tiber g/ M Z mit Unbestimmer [1], d.h. MD
ist isomorph zu g/M Z[T'| durch die Abbildung die [1] auf 7" abbildet.
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Klammern - M Z

Wir definieren den Raum q M Z der zulassigen Klammern durch

qMZ ::<[31,...,sl] € MD ’81 > 1>Q'

@ Der Vektorraum g M Z ist eine Unteralgebra von MD.
e Esist MD = gMZ[[1]].

@ Die Algebra MD ist ein Polynomring tiber g/ M Z mit Unbestimmer [1], d.h. MD
ist isomorph zu g/M Z[T'| durch die Abbildung die [1] auf 7" abbildet.

Beweisskizze:
@ Die ersten beiden Aussagen folgen durch die explizite Formel flr das
quasi-shuffle Produkt.

@ Die algebraische Unabhangigkeit von [1] folgt aus der Tatsache, dass nahe
qg=1gilt[l] =~ %{;q)aber[sl,...,sl] R~ mfﬂr
[$1,...,81] € QM Z.

L
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Klammern - Verbindung zu MZV

Proposition

Fir [s1, ..., 5] € Fil}¥ (@M Z) und die Abbildung Zj, definiert durch

Zi([sv, 1)) = lim(1 = @) fs1, - s

gilt
_ C(sl,...,sl), s1+--+s =k,
Zk([sh...,sl])—{ 0, S14+--+s<k.

Die Abbildung Zj, ist offensichtlich linear auf Filzv(qMZ), d.h. lineare Relationen
zwischen Elementen in Filzv(qMZ) liefern Relationen zwischen MZV.

Beispiel:

4 =22,2 23,1 +8] - 52 = ((4)=20(2,2) - 2(3,1).
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Einschub: Modulformen

Definition

Die Q-Algebra der Modulformen und quasi-Modulformen ist definiert durch

Mq(SLy(Z)) = Q[Ga, Ge) und Mo (SLa(Z)) = Q[Ga, G4, Gy), wobei

1 1 1
Go=-—gg t0L Ga=qgpptH, Go=—gres + 16

Eine Modulform f = 3" - anq™ € Mg(SL2(Z)) mitag = 0 heiBt Spitzenform.

Proposition

Die Algebra der Modulformen und der quasi-Modulformen sind Unteralgebren von MD.
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Klammern - Verbindung zu MZV

Wegen MD = q M Z[[1]] kann man nun die Abbildung Zj, erweitern zu einer
Abbildung
Zy, : Fil)Y (MD) — MZ[T],

wobei [1] auf T" abgebildet wird.

Theorem
Fir den Kern von Zj, haben wir folgende Aussagen
@ Ists; + -+ s < kdanngilt Zy([s1,...,s1]) = 0.
o Fir ein beliebiges f € Fil}" ,(MD) ist Z;,(d(f)) = 0.
o Ist f € Fil}Y (MD) eine Spitzenform, dann gilt Z,(f) = 0.
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Klammern - Verbindung zu MZV

Beweisskizze: Fir p € R definiere

Q, = {Zanqn e Rl | an = 0<npl>} ,

n>0

Q)= {Z anq” € R[q]] | e > O0mita, = O(nple)} .

n>0

Fur p > 1 definiere wie zuvor Z,, fir f =Y _,anq"™ € R[[g]] durch

n>0
Z() = lim (1= ) 3 and"

n>0
Um das Theorem zu beweisen zeigt man zunachst folgendes

e Z, isteine lineare Abbildung von Q, nach R
o O, CkerZz,
e dQ., 1 C ker(Z,), wobei wie zuvor d = qdiq.

o Fir beliebige S1,...,8 > 1qilt[s1,...,5]] € Qcsytots+1-
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Klammern - Verbindung zu MZV

Beispiel I: Wir haben gesehen, dass die Ableitung von [1] gegeben ist durch
1
dii] = 8] + 52 - [2,1].

Durch den Satz ist d[1], [2] € ker Zs3, woraus ((2,1) = ¢(3) folgt.
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Klammern - Verbindung zu MZV

Beispiel ll: (Shuffle Produkt) Fiir s1 + so = k + 2 hatten wir
dlk _ _
)T =) e+ e Y () + ()
a+b=k+2
Wendet man Zo auf beiden Seiten an erhalt man das Shuffle Produkt fir MZV

cen-cen= X ((270)+(220)) .

a+b=k+2
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Klammern - Verbindung zu MZV

Beispiel lll: Fir die Spitzenform A = kann man folgende Darstellung zeigen

1
A =1 1 2
5 F 6o 68[5, 7] + 150[7, 5] + 289, 3]
1 83 187 7 5197
* 1408 2= 14400 4]+ 6048 161 - @[8] 691 [12].

Anwenden von 212 auf beiden Seiten liefert die Relation

561979174(12) = 168¢(5,7) + 150¢(7,5) 4+ 28¢(9,3) .
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Klammern - Einschub: Dimensionsvermutung

Seien dj, und dj, definiertdurch dp = d, =1,dy =d}; =0,ds =d5) =1und
fir k > 2 durch

di, =dp—o+di_3, e =2d)_o+2d)_.

e Esistdimg ngV(MZ) = dy, (Zagier).
o Esistdimq gr)¥ (M Z) = d.
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Klammern - Einschub: Dimensionsvermutung

Seien dj, und dj, definiertdurch dp = d, =1,dy =d}; =0,ds =d5) =1und
fir k > 2 durch

di, =dp—o+di_3, e =2d)_o+2d)_.

o Esistdimq gr)¥ (MZ) = dj, (Zagier).
o Esistdimq gr)¥ (M Z) = d.
k 0| 1 213|415 6 7 8 9 10

de [1]ol1[1]1]2]2]3]4]5] 7
d, [1]o[1]2]3|6]10] 18] 32]56| 100 | 176 | 312

11 12 13 14

552 | 976
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Klammern - Verbindung zu MZV

Zusammenfassend haben wir folgende Elemente im Kern von Zy., d.h. Méglichkeiten
um Relationen zwischen MZV mit Hilfe von Klammern zu beweisen

@ Elemente mit niedrigerem Gewicht, d.h. Elemente in Filzv_1 (MD).
@ Ableitungen

@ Spitzenformen

Da 0 € ker Zj, liefern natiirlich auch Relationen zwischen Klammern selbst
Elemente im Kern.
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Klammern - Verbindung zu MZV

Zusammenfassend haben wir folgende Elemente im Kern von Zy., d.h. Méglichkeiten
um Relationen zwischen MZV mit Hilfe von Klammern zu beweisen

@ Elemente mit niedrigerem Gewicht, d.h. Elemente in Filzv_1 (MD).
@ Ableitungen
@ Spitzenformen

@ Da0 € ker Zj, liefern natiirlich auch Relationen zwischen Klammern selbst
Elemente im Kern.

Sind das alle Elemente im Kern von 7}, ?
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Klammern - Verbindung zu MZV

Zusammenfassend haben wir folgende Elemente im Kern von Zy., d.h. Méglichkeiten
um Relationen zwischen MZV mit Hilfe von Klammern zu beweisen

@ Elemente mit niedrigerem Gewicht, d.h. Elemente in Filzv_1 (MD).
@ Ableitungen
@ Spitzenformen

@ Da0 € ker Zj, liefern natiirlich auch Relationen zwischen Klammern selbst
Elemente im Kern.

Sind das alle Elemente im Kern von 7}, ? Nein!

Henrik Bachmann Die Algebra der bi-Klammern



Klammern - Verbindung zu MZV

In Gewicht 4 gilt folgende Relation fiir MZV

(4)=<(2,1,1),
d.h. es gilt offensichtlich [4] — [2, 1, 1] € ker Z,. Dieses Element I&sst sich aber
nicht schreiben als Linearkombination von Ableitungen oder Spitzenformen. Es lasst
sich aber zeigen, dass

[4] - [2,1,1] = 5 (d[1] +d[2]) - %[2} 3+ {2»1}

1
2 1,0

und [3(1)] € ker Z4. D.h. um den Kern von Z, komplett zu bestimmen muss man die
Verbindung von bi-Klammern zu den gewdhnlichen Klammern verstehen.
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Bi-Klammern vs Klammern

@ Das Beispiel zeigt insbesondere, dass [fé] € MD.
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Bi-Klammern vs Klammern

@ Das Beispiel zeigt insbesondere, dass [fé] € MD.

° E’é] € ker Z ist kein Zufall, da im wesentlichen "fast alle" bi-Klammern

[Suu-ysl
T1y..45T1

s1etsitr e liegen.

] mit 7; > 0 fur mindst. ein 1 < j < [im Kern von
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Bi-Klammern vs Klammern

@ Das Beispiel zeigt insbesondere, dass [fé] € MD.

° E’é] € ker Z ist kein Zufall, da im wesentlichen "fast alle" bi-Klammern

[Sun-ysl
T1s.-45T1

] mit 7; > 0 fur mindst. ein 1 < j < [im Kern von
s1etsitr e liegen.
@ Kann man eine bi-Klammer als Linearkombination von Klammern schreiben
erhalt man daher "fast immer" eine Relation von MZV.
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Bi-Klammern vs Klammern

@ Das Beispiel zeigt insbesondere, dass [fé] € MD.

E’é] € ker Z, ist kein Zufall, da im wesentlichen "fast alle" bi-Klammern

[i:’:;] mit ; > 0 for mindst. ein 1 < j < [ im Kern von
s1etsitr e liegen.

@ Kann man eine bi-Klammer als Linearkombination von Klammern schreiben

erhélt man daher "fast immer" eine Relation von MZV.

Welche bi-Klammern lassen sich als Linearkombination von Klammern
schreiben?
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Bi-Klammern vs Klammern

@ Das Beispiel zeigt insbesondere, dass ﬁ(l)] € MD.

E’(ﬂ € ker Z, ist kein Zufall, da im wesentlichen "fast alle" bi-Klammern

[ii:’:j] mit ; > 0 for mindst. ein 1 < j < [ im Kern von
s1etsitr e liegen.

@ Kann man eine bi-Klammer als Linearkombination von Klammern schreiben

erhélt man daher "fast immer" eine Relation von MZV.

Welche bi-Klammern lassen sich als Linearkombination von Klammern
schreiben?

Vermutung
Alle bi-Klammern lassen sich als Linearkombination von Klammern schreiben, d.h.

BD = MD.
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Bi-Klammern vs Klammern

@ Das Beispiel zeigt insbesondere, dass ﬁ(l)] € MD.

E’(ﬂ € ker Z, ist kein Zufall, da im wesentlichen "fast alle" bi-Klammern

[ii:’:j] mit ; > 0 for mindst. ein 1 < j < [ im Kern von
s1etsitr e liegen.

@ Kann man eine bi-Klammer als Linearkombination von Klammern schreiben

erhélt man daher "fast immer" eine Relation von MZV.

Welche bi-Klammern lassen sich als Linearkombination von Klammern
schreiben?

Vermutung

Alle bi-Klammern lassen sich als Linearkombination von Klammern schreiben, d.h.

BD = MD.

Ziel: Verstehe die Relationen in BD.
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Bi-Klammern - Erzeugendenreihen

Fur die Erzeugendenreihe der bi-Klammern der Lange [ schreiben wir

Xi,... x|
LEPPERr ()
S1y-+- 5,51 s1—1 s1—1 ri—1 ri—1
) [r RN B O Ll S 7
S1,...,51>0 1 1ol
T1,...,71>0
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Bi-Klammern - Erzeugendenrelhen

Firn € INsetze L, (X) 1= 15 eX = € Q[lg, X

Fir alle [ > 1 haben wir folgende zwei Darstellungen fiir die Erzeugendenreihe

X1,.... X
Yi,...,Y

l
= Z H equjLuj (X])

up > >up >0 j=1

l
= Z H euj(Xz+1—j—XL+2—j)Luj (Yl 4 Yl—j+1)

up>->u >0 j=1
(mit X;41 :=0)
Korollar (Partitionsrelation)
Furalle [ > 1 gilt

}/'l+"'+}/’la"'7Y1+Y‘23Y1
Xl7Xl—1_Xl7-"7X1_X2

X1, X|
Wilgoooq ¥
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Bi-Klammern - Partitionsrelation

Korollar (Partitionsrelation in Lange 1 und 2)

Furr,r1,72 > 0und s, s1, s2 > 0 gilt
s|  (r+1
rl o |s—1]"

[31,52}: Z (_1)k<81—1+k>(rg+j>|:7'2+j+1,7”1—j+].
rur) A2 k i Jes—1—k. s1—1+k
0<k<sz—1

1,17 [2,2 ES

11,1/ (0,0 0,0’

3,3 [1,1 1,11 (1,1
0,0 _6[0,4] 3{1,3%[2,2}’

2. 2] 2,2 2,2 3,1 3,1
b — 72 ) b 74 b 2 bl .
11 {0,2] i [LJ [0,2] " {1,1]

Beispiel:
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Bi-Klammern - Algebrastruktur

Ln(X) - Lo (Y) = coth (X - Y) In(X) = Ln(Y) _ Ln(X) + La(Y)
2 2 2
_ By, k—1 k—1 Ln(X) - Ln(Y)
=3 X — V) (La(X) + () La(Y) ) +
k>0
Beweis: Per Definition ist
eX e X 2
und durch direktes Nachrechnen erhalt man
1 1

Dies liefert die erste Zeile und die zweite folgt aus der Definition der Bernoulli-Zahlen:

X By .,
o D D
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Bi-Klammern - Algebrastruktur

@ ("Stuffle Produkt der Erzeugendenreihen in Lange 1")

‘X1 ’XQ X, X n X2, Xy I S 1 ( X1 Xs
Y Y, Y1,Ys Yo, 11 X1 —Xo \|1+Y, Yi+Y,
o Bi k-1 X3 k—1| X2
—(X; - X - .
+,§ ) Vi+vs T Yi+Y,
@ ("Shuffle Produkt der Erzeugendenreihen in Lange 1")
Xi| | Xo| | X1+ Xo, Xy | | Xo+Xo, X0
Vi| |Y2| |2, Y1 Y, Y, -1
n 1 X1+ Xo| | Xi+Xo
Yi—-Ys Y Y,
— By ko1 (| X1+ X2 ro1] X1+ Xo
— (Y] — Y- -1 .
+kz=:1 (1= Y2) ( v D "
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Bi-Klammern - Algebras

Beweisskizze:

@ Fir das Stuffle Produkt betrachte

Xq1] | X
I ED SENIGTACED S MCSINES
1 2 n1>0 ng >0
D SR o
niy>ngs >0 ng>ni >0 ni=ns>0
X, X [ X2, X
-t o s

und benutze flr den letzten Term das Lemma.

@ Das Shuffle Produkt folgt, indem man auf beiden Seiten im Stuffle Produkt die
Partitionsrelation anwendet.
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Bi-Klammern - Stuffle Produkt

Korollar (Stuffle Produkt)

Fir 1,89 > Qund 1,79 > 0ist
S S S1, S S92, 8 ry+r S1+ s
e S v B A
1 T2 71,72 72,71 71 1+ 72
aF <T1 +T2) SZI (_1)52_13814’52—]' (51 =+ s2 _j - 1) |: .7 :|
i i (s1+ 52— j)! 51— Tyt

i (’/’1 —|—7“2) i (_1)51—1le+52_j (81 + 59 —7J — 1) |: J :|
r1 (s1+ 82— j)! s2—J T1+ T2

Jj=1

Beachte: Setzt man 1 = 7o = 0, so sind alle auftretenden Elemente in MD und
das Produkt entspricht genau dem quasi-shuffle Produkt der Klammern.
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Bi-Klammern - Shuffle Produkt

Korollar (Shuffle Produkt)

Fir s1,89 > 0und 1,79 > 0ist

si| |s2| _ Z s1t+sa—j—1\[ri+r—k (=1)72* s$1+82—4,]
1 T2 e S1 —] T1 k,'rl +7re — k
0<k<rgy
s1+s2—j—1\(ri+r2—k ri—k|S1+82—7,7
+ -7
0<k<r;
n s1+852—2)[s1+s2—1
s1—1 rr+re+1
+ S1+82—2 Tzl(_l)TZBT1+T27j+1 ri+r2—jJ 81+ 82— 1
s1—1 = (ri+r2—75+1) =3 J
n 51+ 82 —2) = (=) Brygry—ji1 (ri+m2—3)|s1+s2—1
s1—1 = (ri+mr2—7+1)! ro —j J
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Bi-Klammern - Algebra

Mit Hilfe der beiden Produkte I&sst sich somit zeigen, dass die bi-Klammern [ﬂ in
MD enthalten sind. Dies ist gleichbedeutend damit, dass d[k] € MD.

Der Q-Vektorraum BD der bi-Klammern ist eine (Q-Algebra mit Derivation d = qd% und

es gilt
S1y...,8] S1,...,8i-1,8+1,811,...,8
d|: ) ) :|:Z<5](T]+1)|: ) 997 997 s 925+1 5 Ol )
T1yeeoy Tl = rl’...77‘]’71,71]’—’_1,7‘]‘4»1,...,rl
Beispiel:

E+1

d[k;]:k:[ X ] d[31,32]:51[

5141, 59 5 81,80+ 1
1,0 20,1 |

Der Satz zeigt, dass man die bi-Klammern auch als partielle Ableitungen der
gewdhnlichen Klammern auffassen kann.

Henrik Bachmann Die Algebra der bi-Klammern



Zusammenfassung

@ bi-Klammern sind g-Reihen deren Koeffizienten durch Summen Uber Partitionen
natlrlicher Zahlen gegeben sind.

@ Die Unteralgebra M D besitzt durch die Abbildung Z, eine direkte Verbindung
zu MZV. Der Kern von Zj, enthalt alle Relationen zwischen MZV.

@ Viele der bi-Klammern liefern Elemente im Kern von Zj.

@ Vermutungsweise sind alle bi-Klammern in M D und fir die kleinste Lange ist
dies Klar.

@ Hoffnung: Durch die beiden Produkte in 3D erh&lt man geniigend Relationen
zwischen bi-Klammern um diese Vermutung (zumindestens flr Sonderfélle) zu
zeigen.

@ Happy birthday Nils !
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