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Note nach Klausurpunkten




1. Die alternierende Gruppe A4 ist die von den geraden Permutationen von Sy ge-
bildete Untergruppe. Zeige: ((123)) C Ay ist nicht normal.

( 4 Punkte )

Losung:

Die von dem 3-Zykel (123) erzeugte Untergruppe ist {1, (123), (132)}. Konjuga-

tion von (123) mit (12)(34) gibt (142), denn (12)(34) ist selbstinvers und
(12)(34)(123)(12)(34) = (142).

Da (142) nicht in ((123)) liegt, ist ((123)) nicht normal.



2. Sei G eine abelsche Gruppe, T'(G) ihre Torsionsuntergruppe und ¢ ein Homomor-
phismus G — R. Zeige: T(G) C ker ¢.

( 3 Punkte )

Losung:

Sei g € T(G). Dann gibt es nach Definiton von T'(G) ein n € N\ {0} mit ng = 0.
Also gilt ¢(0) = ¢(ng) = ne(g). Da n # 0 und R ein Integritétsbereich ist, also
keine Nullteiler hat, folgt ¢(g) = 0.



3. Finde eine Kompositionsreihe der alternierenden Gruppe Ay4. Zeigen Sie, dass die
von Thnen angegebene Reihe auch tatséchlich eine Kompositionsreihe ist.

( 8 Punkte )
Losung:
Die alternierende Gruppe A4 besteht aus den geraden Permutationen von Sy und
|Ayg| = %—4‘ = 45! = 12. Eine Kompositionsreihe ist durch
129((12)(13)) 2 ((12)(34), (13)(24)) < Ay
gegeben.

Die triviale Gruppe 1 ist offenbar normal in ((12)(13)). Das ((12)(13)) nor-
mal in ((12)(34),(13)(24)) ist, folgt, da ((12)(13)) zwei Elemente hat und
((12)(34), (13)(24)) vier, der Index von ((12)(13)) in ((12)(34), (13)(24)) also zwei
ist.

Uber die Slowsiitze sieht man, das ((12)(34), (13)(24)) normal in Ay ist: Die An-
zahl der 3-Sylowgruppen ist entweder 1 oder 4. Da es in A4 mehr als zwei Elemente
der Ordnung 3 gibt, z.B (123), (132) und (134), ist ng nicht 1. Es gibt also vier
3-Sylowgruppen in A4. Damit folgt, dass es nur eine 2-Sylowgruppe in Ay gibt,
die normal in Ay ist, denn die 3-Sylowgruppen bestehen insgesamt aus 8 Elemen-
ten der Ordnung 3 und somit bleiben wegen |A4| = 12 noch 4 Elemente fiir die
2-Sylowgruppen. Diese ist durch ((12)(34), (13)(24)) gegeben, da beide Erzeuger
Ordnung 2 haben.

Man sieht ((12)(13))/1 =2 Z/27Z und ((12)(34), (13)(24))/{((12)(13)) = Z/27Z. Aus
[Ag : ((12)(34),(13)(24)/)] = 4 folgt auch A4/((12)(34),(13)(24)/) = Z/3Z, die
Faktorgruppen sind somit alle einfach.



4. Sei A ein kommutativer Ring und m C A ein maximales Ideal. Sei jedes Element
von 1+m := {14+a | a € m} eine Einheit von A. Zeige: A besitzt nur ein maximales
Ideal.

( 3 Punkte )

Loésung:

Sei x € A\ m. Da m maximal ist, ist (z) + m = A. Es gibt also y € A,n € m
mit yz +n = 1. Nach Voraussetzung ist also xy eine Einheit. Also ist auch z eine
Einheit.

Es ist also jedes Element in A \ m eine Einheit. Somit enthélt jedes nicht in m
enthaltene Ideal eine Einheit, ist also gleich A und somit nicht maximal. Also ist
m das einzige maximale Ideal von A.



5. Der Ring Z[i] ist definiert als die Menge
Zii]={a+b-i€Cla,beZ} CC
versehen mit der Addition und Multiplikation komplexer Zahlen. Zeige
Z[i)* ={1,-1,4,—i},

wobei Z[i]* die Einheitengruppe von Z[i] ist.
( 3 Punkte )

Losung:

Die Elemente {1, —1,4, —i} sind offenbar Einheiten. Sei umgekehrt w eine Einheit
von Z[i]. Dann gilt wz =1 fiir ein z € Z[i] \ {0}. Dann gilt auch wzwz = 1, also
lwz|? = |w|?|z|? = 1. Es folgt ww = |w|?> = 1. Schreibt man w = x + iy, dann ist
w? = 22 +y? = 1. Das bedeutet, dass entweder x = £1,5y = 0 oder z = 0,y = +1
ist. Insgesamt gilt also Z[i]* = {1, —1,i, —i}.



6. Schreibe f = X3Y + X3Z +Y3Z + Y3X + Z3X + Z3Y als Polynom in den
elementarsymmetrischen Polynomen si, s9, s3 € Q[X,Y, Z].

( 5 Punkte )

Losung:

Esist s =X+4+Y + 2,50 =XY+YZ+ XZ und s3 = XY Z. Ordne f lexikogra-
phisch (wie im Skript 13.6). In dieser Ordnung ist X3Z der grosste Term. Man
rechnet

fi=f—siso = —2X*V? - 2X27? —2Y?Z? —5XY Z? - 5X*YZ — 5XY?*Z.
Das grosste Monom in f; ist —2X?Y 2. Damit rechne man weiter
fo=f—stsy+2s5=—-X?YZ - XY?*Z - XY Z°
Die rechte Seite des letzten Ausdrucks ist —s;s3. Somit gilt

f= 5%52 — 25% — $183.



7. Sei f = X?+1€F3(X] und g = X2+ X + 2 € F3[X]. Bestimme h € F3[X] so,
dass

F3[X1/(f) = Fs[X]/(9)
r—h

ein Isomorphismus ist.

( 5 Punkte )

Losung:

Betrachte den Ringhomomorphismus ¢ : F3[X] — F3[X], X — X — 1. Dieser ist
surjektiv und bildet wegen ¢(f) = (X —1)2+1=X2-2X+4+2=X?4+X+1=g
f auf g ab, steigt also ab zu einem surjektivem Homomorphismus F3[X]/(f) —
F3[X]/(g). Sowohl f als auch g sind irreduzibel, also sind beide Ringe sogar
Korper. Offenbar ist diese induzierte Abbildung nicht die Nullabbildung, also
schon ein Isomorphismus.



8. Sei a = V/5v/7 und ¢ eine primitive dritte Einheitswurzel.

i. Zeige, dass L = Q(a, ¢) der Zerfillungskorper von f = X6 — 52 .73 ist,

ii. Zeige, dass Aut(Q(«,()/Q(¢)) ~ Z/6. (Sie diirfen ohne Beweis benutzen,
dass f irredizibel iiber Q(() ist.)

( 3+ 4 Punkte )

Loésung:

i. Die Nullstellen von f in C sind {a, (%a, (a, —a, (2a, —Ca}. Als Unterkérper
von C enthilt der Zerfillungskorper L somit « und ¢ = o 'Ca. Es folgt
Q(a,¢) € L. Da f sechs Wurzeln in Q(a, ¢) besitzt, zerfillt f iiber Q(«, ()
in Linearfaktoren. Somit gilt L C Q(«, (), also L = Q(«, ().

ii. First observe that Q(¢) = Q(&) where £ denotes the sixth root of unity. Then
we can use Thm 20.2 in the script to define have an injective morphism

Aut(Q(a, €)/Q(C)) = pe ~ Z/6
o(a)

S:0— —= € up
o

To see that ® is also surjective we use the fact that f is irreducible. So, we
have |[Aut(Q(a, ¢)/Q(¢))| = degf = 6. Hence, surjectivity follows.



9. Sei G eine Gruppe. Fiir jede Primzahl p sei n, die Anzahl der p-Sylowgruppen
von G. Finde n,, fiir alle Primzahlen, die die Gruppenordnung teilen in den Féllen
|G| =5-7und |G| =5-31.

( 4 Punkte )

Loésung:

i. Es ist |G| = 35, ny = 1 mod 7 und n7 teilt 5, also ist ny = 1. Ebenso gilt:
ns = 1 mod 5 und ns teilt 7, also ns = 1.

ii. Hier ist ng; = 1 mod 31 und teilt 5, also n3; = 1. Analog sieht man, dass ny
gleich 1 oder 31 ist.



10. Sei K ein Korper und ¢ € K algebraisch iiber K mit Minimalpolynom vom Grad
1 modulo 2, also Irr(c, K) = 1 (mod 2). Zeige, dass K(c) = K(c?) gilt.

( 4 Punkte )

Losung:
Es gilt [K(c) : K(c?)] € {1,2}, denn X% — ¢? = 0 in K(c?)[X] hat ¢ als Wurzel.
Weiterhin ist

K(0) : K] = [K(c) : K(A][K () : K]

und somit folgt, da wegen Irr(c, K) = 1 (mod 2) der Grad [K(c) : K| ungerade
ist, [K(c) : K(c?)] = 1. Also liegt ¢ in K(c?), woraus die Gleichheit K (c) = K(c?)
folgt.



