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Note nach Klausurpunkten




1. Sei G =7Z/20 und H die Untergruppe ([4]).

a) Bestimme die Anzahl der Linksnebenklassen von H in G.
b) Finde die Ordnung des Elementes [6] + H im Quotienten G/H.
c) Ist der Quotient G/H zyklisch? Begriinde!

( 6 Punkte )

Loésung:

a) Es gilt H = {[0], [4], [8],[12], [16]}. Damit folgt

|G| 20

G:Hl=—=—=
Demnach gibt es 4 Linksnebenklassen von H in G.
Diese sind

[0] + H = {[0], 4], [8], [12], [16]}
[+ H = {{1], 5], [9], [13], [17]}
2]+ H = {[2], (6], [10], [14], [18]}
3]+ H = {[3], [7], [11], [15], [19]}.

(Diese Liste war nicht gefragt.)
b) Die Ordnung von =z = [6] + H = [2] + H in G/H ist die kleinste positive
natiirliche Zahl n mit nz = H. Offenbar ist ¢ H und
z+oc=(2]+H)+(2]+H)=[4]+H=H.

Die Ordnung von [6] + H ist demnach 2.

c¢) Der Quotient G/H ist zyklisch, weil der Quotient einer zyklischen Gruppe
wieder zyklisch ist.



2. Sei G = 72 x Z/E))2 x 7,/2 x (Z)7)%. Bestimme ganze Zahlen dy,ds, ..., d, mit
dilditq firi=1,..,n—1,sodass G = Z/d; X --- x Z/d,, gilt.

( 4 Punkte )

Losung:

G (Z/5)? X Z)2 x (Z])7)® x 7?
SZ/5X L5 XL)2XL]TXL]TXL]TXZLXT
>~ 7)7T X L)5 X L)T X LJ2 X L]5 X L)T X T X Z
~Z7)TXL)5-TXL)2-5-TXL XL
=~ 7.)7 x /35 X Z)T0 X Z x Z

Demnach gilt d; = 7,dy = 35,d3 = 70,d4 = 0,d5 = 0.



3. Zeige: ((12),(345)) C S5 ist nicht normal.
( 4 Punkte )

Losung:

Die Zykel (12) und (345) vertauschen und erzeugen demnach eine Gruppe des Iso-
morphietyp Z/27Z x Z/37Z. Man rechnet (23)(345)(23) = (245) und dieser Dreizy-
kel ist nicht in dem Faktor der Ordung drei der von (12), (345) erzeugten Gruppe
enthalten, da sein Tréiger nicht {3,4,5} ist.



4. Sei G eine Gruppe der Ordnung 351 = 27 - 13. Zeige: G hat eine nichttriviale
normale Untergruppe.
Hinweis: Betrachte die Anzahl der Sylow Untergruppen.

( 4 Punkte )

Loésung:

Die in der Gruppenordnung auftretenden Primzahlen sind 3 und 13. Nach den
Sylowsétzen gilt n13 = 1 mod 13 und ni3 teilt 27. Also n13 = 1 oder ni3 = 27.
Ist n13 = 1 so ist die 13-Sylowgruppe normal. Im Fall ny3 = 27 gibt es, da jede
13-Sylowgruppe prime Ordnung hat und sich diese Gruppen nur trivial schneiden,
27-12 Elemente der Ordnung 13. Es bleiben 27 Elemente, die die 3-Sylowgruppen
bilden. Hier hat jede 3-Sylowgruppe die Ordnung 27, also folgt ng = 1. In jedem
Fall hat G eine normale Untergruppe.



5. Sei A ein kommutativer Ring, m # A ein Ideal, so dass alle x € A\m Einheiten
sind. Zeige: A besitzt genau ein maximales Ideal und dieses ist durch m gegeben.

( 4 Punkte )

Losung:

m ist maximal, da jedes Ideal, das m echt enthélt, eine Einheit enthélt, also gleich
A ist. Jedes nicht in m enthaltene Ideal enthélt nach Voraussetzung eine Einheit,
ist also gleich A und somit nicht maximal. Insgesamt ist m das einzige maximale
Ideal von A.



6. Sei R ein kommutativer Ring. Ein Element r € R heifit nilpotent, falls es ein
n € N\{0} gibt mit ™ = 0.
a) Zeige: N := {r € R : r ist nilpotent} ist ein Ideal.

b) Zeige weiterhin, dass N im Schnitt aller Primideale von R enthalten ist.
( 5 Punkte )

Losung:

a) Sei a,b € N und r € R. Dann ist ” = 0 und " = 0 fiir m,n € N\ 0. Nach
dem Binominalsatz gilt

vy =37 (m * ”) (i,

]
=0

fir alle i € {1,--- ,m+n} ist also ¢ > n oder m +n — i > m, also entweder
a’ = 0 oder ™"~ = (. Insgesamt also (@ — b)™™™ = 0 und somit ist
a—0b € N. Das N unter Multiplikation mit R abgeschlossen ist folgt aus
(ra)™ = r"a™ = 0. Damit folgt dann auch, dass fiir a € N7 —a = —1a und
0 in N liegen.

b) Sei N' = (Mperyp prime P- Ist @ € N so gilt a™ = 0 € p und demnach ist o™ in
jedem Primideal p von R enthalten. Also ist auch a € N'.



7. Zeige: Das Ideal (X2 — Y?2) C R[X, Y] ist kein Primideal.

( 3 Punkte )

Losung:

Sei f =X2-Y? = (X-Y)(X+Y). Keiner der beiden Faktoren liegt in (f), denn
keines der beiden Ideale (X —Y) und (X +Y) liegt in (f). Aus a # 0 und a € (f)
folgt ndmlich deg a > 2: Es gilt a = f-r, r # 0 und somit deg a = deg f +deg r,
weil R ein Korper ist. Es folgt deg a > deg f = 2.



8. Sei f=2X10—-25X3+10X2 - 30 € Q[X]. Zeige: Q[X]/(f) ist ein Korper.
( 3 Punkte )

Losung:
f ist irreduzibel nach Eisenstein. Da Q[X] ein Hauptidealring ist folgt, dass das
Ideal (f) maximal ist, also ist Q[X]/(f) ein Kérper.



9. Sei F' = Q(~/2,1). Zeige: [F : Q] = 16.
( 4 Punkte )

Losung:
Nach Eisenstein ist X® — 2 irreduzibel iiber Q, also gilt [Q(3/2) : Q] = 8. Diese
Koérpererweiterung ist reell, also hat X2 + 1 keine Nullstellen in Q(+/2) und ist
als Polynom vom Grad 2, somit iiber diesen Korper irreduzibel. Die komplexen
Nullstellen sind 4, —i. Insgesamt folgt [Q(+/2,1) : Q(v/2)][Q(V/2) : Q] = [Q(V/2,1) :
Q] = 16.



10. Sei a € C eine Nullstelle des irreduziblen Polynoms f = X3 — 3X — 1 € Q[X].
Sei F' = Q(a). Zeige: Es gibt ein 0 € Aut(F/Q) mit o(a) = 2 — a?. (Wenn Sitze
der Vorlesung benutzt werden, gib die genaue Referenz an.)

( 6 Punkte )

Losung:
Da die Automorphismen von F' iiber Q nur durch Permutation der Nullstel-
len der Minimalpolynome von Elementen von F' operiert, miissen wir zunéchst
iiberpriifen, dass 2 — a? ebenfalls eine Nullstelle von F ist. In der Tat folgt aus
f(a) =0 in F die Relation

o =3a+ 1.

Man rechnet weiter o® = 3a+ 1, also a* = 30 + a und o = 3a? + a3 =
3(3a% + ) + 3a+ 1 = 9a® + 6a + 1. Mit dieser Vorbereitung folgt

f@e-a*)=2-a*)?-32-a% -1
=8—12a2+6a* —a® -3(2-0) -1
=1-9a%+6a*—af
=(6—6)a+(—9+18—-9)a*=0.

Da 2 — a? # a haben wir also zwei verschiedene Nullstellen von f in Q(a) ge-
funden. Wegen deg f = 3 zerfillt demnach f in Q(«) in Linearfaktoren. Also ist
Q(«) der Zerfallungskorper von f € Q[X] und ist also wegen char Q = 0 eine Ga-
loiserweiterung von Q. Benutze schlieflich, dass Aut(Q(«)/Q) transitiv auf den
Nullstellen von f = Irr(a, Q) operiert, um o zu finden.

Den letzten Schritt kann man expliziter und etwas einfacher auch durch direkte
Anwendung von Satz 17.4 aus der Vorlesung ersetzen mit K = Q, L = M =
Q(«). Der Satz liefert in der Tat ein o € Aut(Q(a)/Q), der die Nullstelle & von
f = Irr(a, Q) auf die Nullstelle 2 — a? von f abbildet.



