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1. EIGENSCHAFTEN KOMPLEXER ZAHLEN

(1.1) Es sei R(+, ) der Korper der reellen Zahlen. Wir deuten die Menge
C=R*=RxR={(z,9) | v,y € R}

als die Punktmenge der Anschauungsebene, indem wir uns jeden Punkt (x,y) durch seine

Koordinaten x,y beschrieben denken.

Fiir die Punkte der Anschauungsebene fithren wir durch die Festsetzungen

(x,y) + (u,v) == (x+u,y+v)| Va,yuveR,

(,y) - (u,v) := (zu — yv,2v + yu) | ¥V z,y,u,v € R

eine Addition und eine Multiplikation ein. Auf diese Weise entsteht ein Kérper C(+, -) mit
dem Nullelement (0,0) und dem Einselement (1,0), genannt Kérper der komplexen
Zahlen. Die Subtraktion in C(+,-) ist gegeben durch

(z,y) — (u,v) = (r —u,y —v) Va,yuvelR,
und die Division in C(+, ) ist gegeben durch

(z,y)/(u,v) = Ei:g; = (fgiz;}, uxzvj_v%u) fir x,y,u,v € R mit (u,v) # (0,0).
(Man beachte das Verbot der Division durch (0,0).) Wegen

(2,0) + (y,0) = (x +y,0) und (x,0) - (y,0) = (z-y,0) Vz,y eR
wird in Rx{0} genau so gerechnet wie in R. Deshalb nimmt man die Identifikation

x=(z,0)| V x€R vor und erhilt damit R als ,,z—Achse“ der Anschauungsebene und
als Teilkorper von C(+, ).
Man setzt |i := (0,1) |, und wegen (z,y) = (z,0) +(0,1) - (y,0) V z,y € R folgt

(z,y) = x +iy| ¥ z,y € R. Uberdies ergibt sich i> = (0,1) - (0,1) = (=1,0) = —1.

iR
iy =](0,y) X +iy=(xy)

1=](0,1)

-1=[(-1,0) 1=\(1,0)
(0,0)

— k- Rx{0}

(x,y)-(u,v)=(zu — yv, TV + Yu)
(x+iy)- (utiv)=ru—yv+i(zvt+yu)

(@, y)+(u, v)=(z+u, y+v)
r+iy + utiv=c+u+i(y+v)

Aus historischen Griinden bezeichnet man ¢ als die imaginire Einheit. Man nennt R
die reelle Achse und {(0,y) |y € R} = {yi | y € R} =: Ri =: iR die imaginire Achse.
Bei der Darstellung von 2 € C = R? in der Form z = z + iy mit 2,y € R nennt man z
den Realteil und y den Imaginirteil von z, in Zeichen: © = Re(z) und y = Im(z).
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Die Henge E={(z,y) R |o* +3” =1}

wird als Einheitskreis bezeichnet. Es gilt 1,—1,7,—i € E und genauer = + iv/1 — 22,
r—ivV1—22€E Ve Rmit —1<x<1, d.h. E besteht aus unendlich vielen Punkten.
(1.2) EsseiR; :={ze€R|0<z}, R*:=R\{0} und C* := C\{0}. Man setzt fest:

Die Zahl |z +iy| = /2?2 + y?> € R, wird der Absolutbetrag von z + iy fiir z,y € R
genannt. Es handelt sich hierbei um eine Erweiterung des fiir R erklérten Absolutbetrages,
denn fiir z € R ist || = V22, Der Absolutbetrag 148t sich geometrisch deuten:

iR Sind z = x + iy und w = u + v komplexe
iyl J 7 = xHy Zahlen mit x,y,u,v € R, so wird die Zahl
d(z,w) = d(z + iy, u + iv)
. ~ =@ PER,
i! WUV x-u im Hinblick auf den Satz des Pythagoras der

R Abstand oder auch die Distanz der Punkte
OT 1 u X z und w genannt.

Wegen z — w = (x—u) + i (y—v) ist dann |d(z,w) = |z — w||, und fiir w = 0 ergibt

sich [d(z,0) = |z| |, d.-h. der Absolutbetrag einer komplexen Zahl ist thr Abstand vom sog.
Ursprung 0 = (0,0).

Die Abbildung

~ R z=x+1y
1y k:C—oC:izt+iy—ao+iy =x—1y

R (fiir x,y € R) wird Konjugation genannt; sie
0 L X ist ein Automorphismus des Korpers C(+, -) mit

hervorragenden FEigenschaften und wird auch
als die Spiegelung an R bezeichnet.

-1y — .
Z=x—1Y

In den Grundvorlesungen wurde gezeigt:

1

(1.3) a) Es gilt kor =idc, alsok=r""und| Z:=(Z)=2 | ¥V z€C.
b) Esist z4+7Z =2-Re(z) <2-|z| und z—Z =2i-Im(z) V ze€C.
¢) Esist| 7=2 & zeR| V zeC.

d) Esistz+Z =0 & zeRi V zeC.
e) Esist|z|=z|=|—-2 V z€C.
f) Bsist[ 2+ 7 €R| und | 2-7=|2/2€R, | V 2€C.

g) Es gilt z+w

Z4+w N z—w=Z—-w ANAz-w=z-w V zweC.
w

h)Esistwil:%:.—:w vV oweC.

l) Esist||z-w|=|z]-|w|| V zweC.
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(1.4) Dreiecksungleichung, 1. Fassung: |z +w| < |z| + |w] V z,w € C* mit z/w & R,.
Dreiecksungleichung, 2. Fassung: ||z] — |w|| < |z —w| V z,w € C,
Dreiecksungleichung, 3. Fassung: |a —c¢| < |a—b| +|b—¢| YV a,b,ceC.

(1.5) Der Einheitskreis E ist eine Untergruppe der Gruppe C*(+). Es gilt 271 =7 V z € E,

it=i=—i umdE={2€C| |z|=1}={2€C| 27 =1}

it (1.6) Ist z € C*, so ist | z/|z| € E|wegen |z/|z|| = 1. Dann

7=|z|-¢

existiert genau ein ¢ € [0, 27 mit z/|z| = cost+isint = ™,

also mit |z = |z| - " | Hierbei ist ¢ die Liinge des Bogens

{e”| 0 < z < t}, der sich auf dem Einheitskreis E beim
Durchlaufen gegen den Uhrzeigersinn von 1 bis e ergibt,
wobei Im € > 0 V¢ €]0,7[ und Im e < 0 V¢ €], 27|

sowie 9 =1 A ™2 =i A 7 =—1 A €372 = —j gilt.

e et =t | und |e* =e & s—t € 2nZ = {2n-m|m € Z} |

(1.7) Fiir s, t € R gilt

Ist z € Cin der Form z = r-¢* mit r € R, A s € R gegeben, so bezeichnet man

das Paar (r;s) := r - € als eine Polarkoordinatendarstellung von z mit r = |z| als

Absolutbetrag und mit s als Argument.
Sind z1, z9 € C in der Form z; = (115 s1) und 2z = (r2; s9) gegeben, so folgt

(%) |2z1-20=1(r1-79; 81+ 82)|, d.h.zwei komplexe Zahlen werden multipliziert,

indem man die Absolutbetrige multipliziert und die Argumente addiert.

(1.8) Ist eine komplexe Zahl A gegeben, so ist durch diese nicht nur der Punkt A, sondern
auch das Paar (0, A) festgelegt, welches man durch einen geradlinigen Pfeil von 0 nach
A veranschaulichen kann. Ein solcher Pfeil wird auch als sog. Ortsvektor des Punktes
A bezeichnet. Es hat sich bewéhrt, fiir eine komplexe Zahl A neben der geometrischen
Deutung als Punkt zugleich auch die geometrische Deutung als Ortsvektor zuzulassen.
Davon werden wir, wo es sinnvoll erscheint, Gebrauch machen.

(1.9) Sind A, B € C mit A # B, so werden
[A,B] .= {A+X(B—A) | A\e R A 0 <\ <1}|die Verbindungsstrecke von A,B,

[A, B) := {A4+X(B—A) | A€ R, }|der Strahl aus A durch B und

(A,B) :={A+AX(B—A) | A e R} ‘ die Verbindungsgerade von A,B genannt.

Mit der Abkiirzung U+RV = {U4+X-V | A € R} fiir U,V € C
erhalten wir | (A, B) = A+R(B—A) | fiir A, B € C mit A # B.
Bei dieser sog. Parameterdarstellung von (A, B) wird A ein
A B-A Aufpunkt und B—A ein Richtungsvektor von (A, B) genannt.

Fir U,V € C mit V # 0 ist U+RV = (U,U+V) eine Gerade
mit Richtungsvektor V. Man setzt 0 + RV =: RV und erhalt
0 (0,V) =RV =R(A-V) V&R
Punkte A, B, C, ... heiflen kollinear, wenn sie gemeinsam auf einer Geraden liegen, sonst
nichtkollinear. Es gilt:

B
<A,B>,
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(x) Ortsvektoren A, B € C sind genau dann linear linear unabhingig, wenn die Punkte
0, A, B nichtkollinear sind.

Sind A, B, X ¢ C U so sagt man, X liegt zwischen A, B, wenn X € [A, B] ist.
Z.B. liegt A+B A+3(B—A) zwischen A, B, und wegen |A — A+B| |A+B B]

wird A—i_TB dle Mitte von A, B und auch die Mitte von [A, B] genannt.

(1.10) Es sei G die Menge aller Geraden von C. Dann gilt:

(1) Sind X,Y € C, so gibt es genau ein g € G mit g > X,Y. Es ist g = (X,Y).
Zwei Geraden g=A+RB und h=C+RD mit
A, CeC und B,DeC* heilen parallel, in
Zeichen: g || h, wenn g=h V g N h=0 gilt,
andernfalls nichtparallel, in Zeichen: g }f h.
Man erhalt:

2) gllh & FINER*: B=AD < RB=RD.

(3) Zu jedem X € C gibt es genau ein k € G mit
E>X Nk|g.
Man nennt k die Parallele durch X zu g und
notiert k als (X || g).

(4) Die Parallelitit ist eine Aquivalenzrelation auf G. Zu g € G gehort die Aqui-
valenzklasse (g ||) :={he€G | g | h}, genannt Parallelbiischel in Richtung g.

(5) Sind g,h € G mit g }f h, so ist [gNh|=1 2. Wir sagen, zwei Geraden schneiden
sich, wenn sie genau einen Punkt gemeinsam haben.

(6) Sind g,h,k € G mit g|| h, soist (ghk < hlk).

(1.11) A, B, C seien nichtkollineare Punkte von C, also auch paarweise verschieden. Dann
heiBt {A, B,C} ein Dreieck und (A, B,C) ein geordnetes Dreieck mit den Ecken
A, B,C. (Im zweiten Fall kommt es auf die Reihenfolge der Ecken an, im ersten nicht.)

Zu (A, B,C) gibt es genau ein D € C mit {D} = (A (B,C))N(C| (B, A)). Man erhilt
’D =A-B+ C" und nennt D den 4. Parallelogrammpunkt zu (A, B, C).

C C F A+B
D B
D A+C
B B A
C
A A 0

Ferner heifit (A, B, C, D) ein Parallelogramm, in Zeichen: #(A, B,C, D).

Es gilt hier (A, B) || (C, D) und (B,C) | (D, A). Fiir M = 43¢ folgt 11 = BEL qn,
M ist zugleich die Mitte von [A, C] und [B, D] und wird der Dlagonalenschmttpunkt
oder die Mitte von (A, B,C, D) genannt.

!Das Symbol ,, ;“ bedeute ,,paarweise verschiedene Elemente von*.
2Ist M eine Menge mit n Elementen fiir ein n € Ny := {0,1,2,3,4,5,...}, also eine endliche Menge,
so schreiben wir |[M| = n. Ist M keine endliche Menge, so notieren wir dies als |M| = oo
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Zum Dreieck {A, B,C} lassen sich die Parallelogramme (A, B,C,D), (B,C, A E),
(C,A,B,F)mit D=A—B+C, E=B—C+ A und F =C — A+ B konstruieren.

Weiter zeigt sich nun, da} die ‘Additian von komplexen Zahlen‘ nach den folgenden

Regeln erfolgt:
Sind 0, A, B nichtkollinear und ist C € (0, A), so sind

(A,0,B, A+B) und (A+B, B,C, A+C') Parallelogramme.
(1.12) Sind A, B £ C, so heiit die Punktmenge s4 5 := {X € C||A-X| = | X—-B|}

die Mittelsenkrechte oder Symmetrieachse von A, B. Offenbar gilt s4 g = sp 4 sowie

A, B ¢ sap und A+B € (A, B) N sa p. Genauer erhalten wir:
(1) Fir C € C und D € C* qilt | sc+ip,c—ip = C+RD |.

(2) Bsist | sap="TB 1 Ri(B-4) G |.

(3) G ist die Menge aller Mittelsenkrechten.
Beweis: (1): Fir X € C ist
X € scyip.c—ip & | X—(C+iD)]? = |X—(C—iD)|* & 1<:;f)( —(C)—iD)-(X=C)+iD) =
(X—-C)+iD)-((X—C)—iD) <« < (X-0)2iD = (X-0)-2iD & (X— C’)/D =
(X—C)/D "7 (X-C)/DeR & & XeC+RD. (2),(3): Fiir C = }(A+B) und
D :=1i(B—A) ist C+iD = A und C—iD = B. Deshalb fiihrt (1) auf (2), und aus (1), (2)
folgt (3). O
(1.13) Zwei Ortsvektoren A, B € C heiflen (im Punkt 0) orthogonal, in Zeichen: A1 B,
wenn d(—A, B) = d(A, B) ist.
Wir haben dann A1L0 A 0LB V A, B € C, und im Falle A, B € C* folgt

() ALB & s 4458 "2 RiA=RB & RA=RiB"E? Acs 55 BLA

(1.14) Geraden g = A’+ RA und h =
=B +RBmit A/, BBe CNA,BecC*
heiflen orthogonal oder senkrecht,
in Zeichen: g L h, wenn A1 B gilt, wenn
also ihre Richtungsvektoren orthogo-
nal sind.

Nach (1.12) und (1.13) gilt
(1) |(A,B) Lsap VA B S C|.

Weiter erhalten wir mit (1.9), (1.10) und (1.13) fiir g, h, k € G:
(2) Aus gLh folgt [gNh|=1und hlg.
(3) Ist gLh, so gilt (klg < k|| h), d.h. die zu g senkrechten Geraden bilden ein
sog. Parallelbiischel, das ist eine maximale Menge paarweise paralleler Geraden.

(4) Zu jedem X € C gibt es genau ein [ € G mit [ 3 X A [1lg. Man notiert [ als
(XLg) und nennt [ das Lot von X auf ¢. Ist {F'} = g N, so wird F als der
Fulpunkt des Lotes von X auf g bezeichnet.

B

-A
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2. BEWEGUNGEN DER ANSCHAUUNGSEBENE

In dem sehr lesenswerten Buch ,,5000 Jahre Geometrie“ von C. J. SCRIBA und P. SCHREI-
BER (ISBN 3-540-67924-3, Berlin 2000) findet sich auf Seite 300 die Bemerkung:

»Aus heutiger Sicht ist die[se] Verzahnung von geometrischen und algebraischen Methoden
Voraussetzung und Kern einer leistungsfiahigen Mathematik.

Die vorangehenden Erorterungen diirfen als Ausgangspunkt einer solchen Verzahnung
verstanden werden und sollen uns nun helfen, wichtige geometrische Abbildungen néher
kennenzulernen.

A. Grundeigenschaften ebener Bewegungen

(2.1) Gegeben seien Abbildungen a4 : C — C und «ay : C — C. Dann gilt
(].) a1 = Oy <= [O./l(X):CYQ(X) \V/XEC]

Ferner kann man die Abbildung a; oy : C — C : X — ay(as(X)) betrachten. Man sagt,
a1 0 ap entsteht aus o und o durch Verketten und liest a; o i als ,,a; nach as“ oder
als , a1 Kreis . Es gilt

(2) aroay(X)=ai(a(X)) VXeC,
d.h. auf X wird zuerst as und dann oy angewendet. Das Verketten ist assoziativ, denn
sind o, g, aig Abbildungen von C in C, so fiithrt ag o (a0 a3) (X) = aq((ag 0 a3)(X)) =
ap(a(as(X))) = (a1 oaz)(ag(X)) = (o) oz (X) VX e€C mit (1) auf
(3) ajo(aoasz)=(ajoay)oas.
Die folgende Definition ist grundlegend fiir alles weitere:
Eine Abbildung o : C — C heifit distanztreu oder Bewegung, wenn die Bedingung
(¥) |a(X)—aY)|=|X-Y| V X,Y €C erfillt ist.
Ausgehend von dieser Festlegung zeigen wir
(2.2) Satz. Sind oy und oy Bewegungen, so ist auch oy o ag eine Bewegung.

Beweis: Fiir X, Y € Cist |y oag(X) —ajoaa(Y)| =|a(X) —a(Y)|=|X -Y|. O
(2.3) Satz. Ist A € E und B € C, so ist die Abbildung |cap:C—C: X — A X+B

eine bijektive Bewegung, ebenso auch die Abbildung aZ}B :C—-C:Y —-A(Y-B)|
Ist PeC, Qe C* und NeR, so gilt

(1) [aap(PAQ) = ans(P)+AAQ|  (2) [ans(P+RQ) = aip(P)+RAQ|

Durch asp werden Geraden, Strahlen, Strecken und Streckenmittelpunkte auf
Objekte gleichen Typs abgebildet. Man nennt a4 p eine gerade Bewegung von

C. Es sei B* die Menge aller geraden Bewegungen von C.

Beweis: Wegen AA = |A]> = 1ist AA(Y-B))+B=Y NA((AX+B)-B)=XVY, X €C,
d.h. a4 p und 042713 sind zueinander inverse Abbildungen. Ferner gilt
laap(X)—aap(Y)|=|A-X—-AY|=|A|-|X-Y|=|X-Y|V X,Y € C. SchlieBlich ist
asp(P+AQ) =A(P+AQ)+B = (AP+B)+ AQ), und damit folgt die Behauptung. O
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(2.4) Satz. Ist A € E und B € C, so ist die Abbildung |Bap:C — C: X — AX+B

eine bijektive Bewegung, ebenso auch die Abbildung ﬁ;lB :C—C:Y — A(Y-B)|
Ist PeC, Qe C* und NeR, so gilt

(1) Bap(P+XQ) = Bap(P)+NAQ|, (2)|Bas(P+RQ) = B45(P)+RAQ|.

Durch 34,5 werden Geraden, Strahlen, Strecken und Streckenmittelpunkte auf
Objekte gleichen Typs abgebildet. Man nennt 34 p eine ungerade Bewegung von

C. Essei B~ die Menge aller ungeraden Bewegungen von C.

Beweis: Wegen AA = |A]> = 1ist A(A(Y—B))+B=Y A A(AX+B)-B)=XVY,X € C,
d.h. 845 und 62’13 sind zueinander inverse Abbildungen. Ferner gilt
1Ba.5(X)=Bap(Y)|=|AX-AY|=|A|| X-Y|=|X-Y|V X,Y € C. Schliefilich ist
Bap(P+AQ) = AP+AQ)+B = (AP+B)+\AQ, und damit folgt die Behauptung. O

(2.5) Transitivitétssatz. Sind R, S,U,V € C mit |[R—S| = |U-V| # 0, so gibt es genau
ein a€ BT mit a(R)=U A a(S)=V und genau ein S€ B~ mit S(R)=U A B(S)=

Beweis: Fiir A, B € C gilt (AR+B=UANAS+B=V & A=(U-V)/(R—S)AB=V—AS)
und (AR+B=U A AS+B=V < A=(U-V)/(R-S) A B=V—AS). O

Im weiteren benotigen wir
(2.6) Lemma. Sind X,Y € C mit |[X|=1Y| A | X —1]=|Y — 1|, soist Y € {X,X}.

Beweis: Gemés (1.3)f) gilt XX=YY AN (X-1)-X—-1)=(Y - 1) (Y — 1) und damit
XX =YY A Y =X +X —Y. Durch Einsetzen fiihrt dies auf XX =Y - (X +X —Y),
d.h.esist 0= (Y —X)- (X —Y) und damit Y € {X,X}. O

Mit (2.3) - (2.6) erhalten wir

(2.7) Satz. Die Menge aller Bewegungen von C ist B :=BT UB™.

Beweis: Nach (2.3) und (2.4) ist jedes Element von B eine Bewegung. Umgekehrt sei nun «y
eine beliebige Bewegung von C. Dann ist v € B zu zeigen: Es gilt |y(1) —~(0)|=]1-0| =1,
und nach (2.5) gibt es eine Bewegung a =a 4 5 € BT mit a(0) =~(0) A a(1)=~(1). Nach
(2.2) und (2.3)ist atoy: C — C: X — X' nun eine Bewegung mit 0'=0 A 1'=1.
Fir X eC folgt dann |X'|=|X'-0|=|X-0|=|X| A |X'—1|=|X'-1'|=|X—1]|, also
X"e{X,X} gemiB (2.6). Giibe es jetzt U,V € C\R mit U'=U A V'=V, so erhielten
wir (U=V)-(U-V)=|[U=V=|U'-V'P=|U-V|?=U-V)-(U-V),also U-(V-V) =
=U-(V—V) und damit U = U im Widerspruch zu U ¢ R. Mithin gilt entweder o' oy =
=y oder atoy=[9, also y=a € B oder y=a o0 1y € B~ gemiB (2.4). O

(2.8) Corollar. Die Bewegungen sind parallelititstreu und orthogonalititstreu, d.h. fir
YEB und g, h € G gilt (g h=~(g) || v(h) N (9Lh = 7(g9)Ly(h)).

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus (2.7), (2.3)(2) und (2.4)(2).— Weiter folgt

(2.9) Satz. Mit dem Verketten als Verknipfung bilden die Bewegungen von C eine
Gruppe B (o). Die identische Abbildung idc = an ist das neutrale Element von
B (o), und Btist eine Untergruppe von B (o). Es ist Bt "B~ = (). Fir A € E und
B € C ergibt sich aapok = Pap=Koazgp, wobei k = [ die Konjugation ist,
und fiir o,/ €BTund 3,3 €B~ ist oo, Boa€B™ sowie aoa/,foF €BT.
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Beweis: Die erste Aussage gilt wegen (2.1) — (2.4) und (2.7). Fiir A,C € Eund B, D, X €C
folgt aapoacp(X)=A(CX+D)+B = AC-X+(AD+B), und mit (2.3) ist dann klar,
daBl Bt eine Untergruppe von B (o) ist. Offenbar gilt auch g pok = fap =Ko aip fiir
A€E A BeC,und wegen kox = idc impliziert dies die letzte Aussage. Gibe es o, o' € BT
mit ok =a’ € B-NBT, so wire k = a™ ! oo’ € BT mit x(0) = idc(0) A k(1) = idc(1)
im Widerspruch zu x #idc und (2.5). O

(2.10) Punktmengen L, M von C heilen kongruent bzw. gleichsinnig kongruent
bzw. gegensinnig kongruent, wenn es ein v € B bzw. v € Bt bzw. v € B~ gibt
mit y(L) = M.

Entsprechend werden n—tupel (Ay,...,A,),(B1,...,B,) mit A;,;B; € C fir n > 2
kongruent bzw. gleichsinnig kongruent bzw. gegensinnig kongruent genannt, wenn
es ein v € B bzw. v € Bt bzw. v € B~ gibt mit v(A;) = B; firi =1,...,n.

Kongruenz und gleichsinnige Kongruenz besitzt die Grundeigenschaften einer Aquivalenz-
relation, da B und B* Gruppen sind.

Kongruenz ist die beste Beziehung, die zwischen verschiedenen Figuren bestehen kann,
denn sie bedeutet , Ubereinstimmung in allen Stiicken“. Deshalb wird Kongruenz auch
gern mit ,,Deckungsgleichheit® iibersetzt, da sich Bild und Urbild verzerrungsfrei aufein-
ander beziehen lassen.

(2.11) Es ist iiblich, Bewegungen anhand dessen zu unterscheiden, was ,festgelassen®
wird. Dazu definieren wir: Ist v eine Bewegung von C, so wird ein Punkt X als Fixpunkt
von 7 bezeichnet, wenn (X) = X ist.

Entsprechend wird eine Gerade g eine Fixgerade von v genannt, wenn v(g) = g ist,
wenn also g ,als Ganzes“ (nicht unbedingt elementweise) festbleibt.

Beispiel: R ist Fixgerade der Bewegung 7 : C—C : X—X+1, aber 7 hat keinen Fixpunkt.
Fiir jede Bewegung ~y gilt:

(1) Wenn ein PunktY der Schnittpunkt von zwei verschiedenen Fizgeraden g, h von 7y ist,
soisty(Y) € v(g)Ny(h) =gnNh={Y}, d.h. dann ist Y ein Fizpunkt von .

(2) Wenn ~ einen Fizpunkt X und eine Fizgerade g hat, dann sind auch (X||g) und
(XLg) Fizgeraden von «. ( Beweis: (1.10)(3), (1.14)(4), (2.8).)

(2.12) Sind o,y € B und ist |a/ =yoa oy~ so sagt man, o’ entsteht aus a durch

Transformieren mit . Nach (2.9) gilt

(1) (veBt < deBt) A (aeB” <o €B).

Als weitere wichtige Eigenschaft notieren wir fiir X € C und g € G :

(2) X ist genau dann ein Fizpunkt von o, wenn v(X) ein Fizpunkt von o/ ist.

(3) g ist genau dann eine Fizgerade von o, wenn y(g) eine Fizgerade von o ist.
Beweis: FirY e CUG st a(Y) =Y & o/ (7(Y)) =vyoaoy toy(Y)=7(a(Y))=~(Y). O

B. Translationen und Punktspiegelungen

(2.13) Ist A € C, so wird die gerade Bewegung ’TA C—-C: X - X+ A‘ als eine

Translation oder als eine Verschiebung von C mit der Lénge |74| := | A| bezeichnet.
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Fir A, B, X eCgilt Taomp(X)=(X+B)+ A=X+A+ B =745(X), also
(1) ’TAOTB = TasB :TBOTA‘.

Insbesondere ist dann 7407_4 =7T_407T4 :, d.h. 74 ist eine Bijektion mit
(2) |(ra)' =74l

Dies bedeutet, dafl die Menge 7 aller Translationen von C eine abelsche Untergruppe
von (B*)(o) ist, die vermittels A — 7,4 isomorph zu C(+) ist. Wir erhalten

(3) |7a(C+RD)=714(C)+RD || C+RD|fiir A,CeC A DeC*
d.h. 74 bildet jede Gerade auf eine dazu parallele Gerade ab.
Fir A,D € C*und C € C ist (174(C)+RD = C+RD < 74(C) e C+RD &
& A=714(C)—-CeRD < RA=RD), und mithin haben wir
(4) |Talg) =9 & g||RA|fir g € G und A € C*.

Ist 7 € 7 \{idc} und ist g € G mit 7(g) = g, so bezeichnet man das Parallelbiischel (g ||)
wegen (4) als die Richtung von 7 und nennt 7 eine Translation in Richtung g.

Ist A # 0, so wird 74 als echt bezeichnet, und dann gilt [74(X) # X V X € C|, d.h.
dann hat 74 keinen Fixpunkt.

Wegen R+ A=S & A=S5—Rfir A R,S € C erhalten wir

(5) Sind R,S € C, so ist |7pg:C—C:X — X+ (S — R)| die einzige Translation,
die R auf S abbildet.

Damit folgt

(6) ’TR’S = TS,R‘ A ’7’07,4 =Ty = TX,XJFA‘fiir R,S,A, X €C,

(7) |Tps=m1wy & S—R=V-U & S—R+U=V|fir R, S,UV €C,

(8) ]TR,S OTsT =T8T OTRS = TRT ‘ fur R, S,T € C.

(2.14) In Verbindung mit (1.11) fithrt (2.13)(6)-(8) auf die folgenden Figuren:
X+4

U
4 X
Yy
0 0 YR YR
(2.13)(6) (2.13)(6) (2.13)(7) (2.13)(8)

Hierbei wird die Anwendung einer Translation 74 auf einen Punkt X jeweils durch einen
geradlinigen Pfeil von X nach 74(X) = A+ X =: Y veranschaulicht.

Dieser Pfeil ist durch das Paar (X,Y) mit X = Ful = Anfang und Y = Kopf = Spitze
festgelegt und wird deshalb mit dem Paar (X, Y) identifiziert, d.h. (X,Y") wird als Pfeil
von X nach Y deklariert.

Zwei Pfeile (R, S), (U,V) heiBen parallelgleich, wenn |S— R =V —U| und damit
Tr,s = Tu,v ist, wenn sie also zur gleichen Translation gehoren (vgl. (2.13)(7)).

Nach (1.11) sind (R, S), (U,V) im Falle R # S A U ¢ (R, S) genau dann parallelgleich,
wenn (S, R, U, V') ein Parallelogramm. ist.

Die Figur zu (2.13)(8) zeigt, wie man das Verketten von Translationen durch Aneinan-
derhdngen von Pfeilen veranschaulichen kann.
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(2.15) Ist D € C, so wird die gerade Bewegung D:C—C:X — —X+2D| als die
180°~Drehung um D und zugleich als die Punktspiegelung an D bezeichnet.

Wegen (D(X) = X & X = D) ist D der einzige Fizpunkt
von D, und wegen (X + D(X)) = D ist D bzgl. D
die Mitte zwischen Bild und Urbild fir jedes X € C. Dies
bedeutet, dafl alle Geraden durch D Fizgeraden von D sind.
Damit folgt aber, dafl jede Gerade auf eine dazu parallele
Gerade abgebildet wird (vgl. (2.8)) und da nur die Geraden
durch D bei D festbleiben, denn gébe es weitere Fixgeraden,
so gibe es auch weitere Fixpunkte. Man verifiziert sofort

(1) |DoD=idec A D=D"|.
Wir setzen C:={X | X € C}. Fiir A, B,C € C erhalten wir dann
(2) AoBoC=(A-—B+C)*=CoBoA,
(3) AoB = To.(a-B) N Ao To.(A-B) = B A T9.(A-B) © B=A A ToA = an,
(4) AoB=BoA & A=B,
(5) (C U T) ist eine nichtkommutative Untergruppe von B

Zum Beweis vergleiche man die Ubungen.
C. Drehungen, Spiegelungen und Gleitspiegelungen

(2.16) Wir legen fest:
(1) Eine Bewegung 0 wird Drehung um den Punkt D oder mit dem Drehzentrum
D genannt, wenn D der einzige Fixpunkt von ¢ ist, oder wenn § = id¢ ist. Eine
Drehung heifit echt, wenn sie von der identischen Abbildung id¢ verschieden ist.

(2) Eine Bewegung o heifit Spiegelung an der Geraden g mit a, := g als Achse,
wenn g die Menge aller Fixpunkte von o ist.

(3) Eine Bewegung heifit Gleitspiegelung, wenn sie weder Translation noch Drehung
noch Spiegelung ist.

Mit (1)—(3) erhalten wir eine {ibersichtliche Einteilung der Bewegungen. Im Detail gilt:

(2.17) Satz. Sind C, D € C mit D # 0, so existiert zur Geraden g = C +RD genau eine
Spiegelung g mit der Fixpunktmenge g. FEs gilt:

a(g)=aogoat VaeB.
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Beweis: § sei durch (1) definiert. Wegen |D/D|=1ist §€B~. a) Nach (2.5) gibt es ein
v €B' mit v(0)=C A y(|D|)=C+D. Es folgt y(R)=g und ' :==yokoy ' €B~. Da x
die Fixpunktmenge R hat, hat x" nach (2.12)(2) die Fixpunktmenge g. Aus (1) folgt durch
Einsetzen, dafl g die Punkte C' und C'+D festlafit, und dies gilt dann auch fiir g—l Nach
(2.5) ist g das einzige Element von B~ mit dieser Elgenschaft und folglich ist g =x'= g%

b) Aus a) folgt (2), und (3) gilt, weil [|[X—-U| = |g(X)—g(U)| = |g(X)-U| V U € g] auf

9 C sxgx) VX EC\y fithrt (vgl. (1.12)).

¢) Sind R,S € C mit R # S und ist g = sgg, so gilt g = 3(R+ 5) + Ri(R — S5) gemiB
- R-S % R+S\y, R+S _ R-S , R+S

(1.12), und mit g(R) = — =T (R— —2i_ )+ —21- =5t —2i_ = S folgt (4).

d) Es gilt g(g) = g. Da g orthogonalitétstreu ist, ergibt sich g(U +RiD) = g(U)+RiD =

U+RiD V U € g,also g(h) = hfir h € G mit h L g. Hitte § noch weitere Fixgeraden,

so hétte g nach (2.11)(1) auch weitere Fixpunkte. Damit ist (5) gezeigt.

e) Es seien U,V € g mit U # V. Da 07(\9/) und a0 go o ! nach (2.9) Elemente von B~
sind, die o(U) und a(V) festlassen, ist (6) gemaf (2.5) giiltig. O

(2.18) Corollar 1. Ist & € B~ und besitzt o (wenigstens) einen Fixpunkt, so ist o eine
Spiegelung.

Beweis: Es sei A € C mit o(A) = A. Wegen o € B~ gibt es ein B € C mit «(B) # B

Hierbei ist |B—A|=|a(B)—A|, also A € g:=spam). Mit (2.17)(4) folgt g(B)=a(B )

und dann fithrt g(A) = A = «(A) mit (2.5) auf g =a. O

(2.19) Corollar 2. Jede gerade Bewegung ist entweder echte Drehung oder Translation.
Jede ungerade Bewegung ist entweder Spiegelung oder Gleitspiegelung.

Beweis: Ist « = ayp € Bt mit A € Eund B € C (vgl. (2.3)), so gilt [« € T & A=1].
Ist und ist D € C, so ist [a(D)=D < (1-A)D=B < D=B/(1—A)], d.h. a ist
eine echte Drehung um D, und es folgt |a(X) = A(X—D)+D V X € C|. Zusammen mit
(2.18) fuhrt dies auf die Behauptung. O

(2.20) Corollar 3. Jede gerade Bewegung ist ein Produkt von zwei Spiegelungen.
Jede ungerade Bewegung ist ein Produkt von drei Spiegelungen.
(Dies erklirt die Bezeichnungen ,gerade“ und ,ungerade®.)

Beweis: a) Ist € BT, so gibt es nach (2.17) ein g € G mit §(6(0)) = 0. Nunist god € B~
mit Fixpunkt 0, und nach (2.18) ist dann go d = h fiir ein h € G, also § = j o h.

b) Ist « € B™, so ist ko € BT, also,%ooz:)aobundazlfoaObmlt a,beG. O

(2.21) Satz. Sind g,h € G mit h || g, so ist Bgf] eine Translation. Genauer

fihrt h || g auf hog=Typ_ay=DBoA firAegundBe (ALg)Nh.

Sind g,h € G und gibt es ein D € gN h, so ist ho g eine Drehung um D.
Beweis: Ist g = A+ REund h=B+REmit A, B £ C AN E=i-(A—-DB), soist
hog(X) = £ ([ £ X-A)+A]-B)+B=X~ A+B+—(A B)=X+2(B—A) Y X €C,
alsohog—TQ(B ):BoA Wenn es ein D € g N h gibt, ist hog(D) D. O
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Spiegelung Translation Drehung Gleitspiegelung

(2.22) Satz. Ist ¢ eine Gleitspiegelung, so gibt es genau eine Gerade g und genau eine

Translation T # idc mit ([ =goT=70g A 7(9) =9 N Yotp=TorT|

Man nennt ay := g die Achse und 7 := 7 den Schub von .

Die Achse g von 1 ist die einzige Fixgerade von 1.

Uberdies ist g die Menge aller Mitten zwischen Bild und Urbild bzgl. .
Beweis: Es sei 9(X) = AX +B V X € Cmit A€ Eund B € C. Dann ist ) o (X)) =
AAX+B)+B=X+AB+B ¥ X eC, alsopoy =707 fir 7 := T 45,5,
Es folgt 771 o)(B/2) = A(B/2) + B — (AB + B)/2 = B/2, und nach (2.18) gibt es dann
ein g € G mit 77! o) = g, also mit ¢ = 70 g und mit p "' o7 = g~ = §. Dies impliziert
P =1 to(porh) =9 toror = gor und damit 70§ = got, also § = TogoT ! 106) 7@
und g = 7(g). Wegen 7 o7 = 9 01 ist 7 durch ¢ festgelegt, damit aber auch g wegen
g =7 to1. Wire 7 = idc, so wire 9 eine Spiegelung.
Hitte 1 eine Fixgerade h # g, so wire h N g = (), denn sonst hétte ¢ einen Fixpunkt.
Damit ergébe sich aber g(h) = g(7(h)) =1(h) =h im Widerspruch zu (2.17)(5).
Fir C := 7(0), X € C und Y := g(X) fihrt (2.17) auf M :=(X+Y)/2 € g, und wegen
7(9) =g folgt g= M+RC und [X+¢(X)]/2=(X+Y+C)/2=M+C/2 € g. Fir U € g
ergibt sich U =[(U—C/2)+v¢ (U—C/2)]/2, und damit ist alles gezeigt. O

D. Verketten und Transformieren von Bewegungen

Fiir unsere spiteren Untersuchungen benotigen wir sehr genaue Kenntnisse iiber das
Verketten und das Transformieren von Bewegungen. Zunéchst legen wir fest:

(2.23) Wir sagen, Geraden von C liegen im Biischel, wenn
sie einen gemeinsamten Punkt besitzen, oder wenn sie paar-
weise parallel sind.

Mit dieser Redeweise folgt
(2.24) Dreispiegelungssatz. Fiir g,h,k € G gilt:
(1) Liegen g, h,k im Biischel, so ist go hok eine Spiegelung.
(2) Ist johok =mm mit m € G, soist johok =kohog, und g, h,k,m liegen im
Biischel
Beweis: a) Gibt es ein D € gNhNk, so ist §oh ok nach (2.18) wegen §o ho k(D) = D
eine Spiegelung.
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b) Ist g || h || k, so sind 7 := o h und o := h o k nach (2.21) Translationen, und fiir
X €kund Y :=7(X) folgt johok(X) =Y sowie johok(Y)=gooor(X) 0
—joroo(X)=gogjohohok(X)= X. Demnach vertauscht jo h ok die Punkte X, Y
und hat deren Mitte (X +Y") geméB (2.4) als Fixpunkt. Nach (2.18) ist g o h o k dann
eine Spiegelung. ¢) Aus a) und b) folgt (1).

d) Es seigoﬁoic = m vorausgesetzt. Dann gilt l%oﬁog =mtl=m —gofzofcsowie
Goh=1mok A gom = hok. Ist nun g N h = {D} mit D € C, so ist D der einzige
Fixpunkt von §o h = 1 o k, und mit (2.21) folgt D € g N h N kNm, also (2).

Analog ergibt sich (2) im Falle m }f g V h }t k, und andernfalls gilt g || h || k& || m. O

(2.25) Corollar 1. Geraden g, h,k von C liegen genau dann im Biischel, wenn g o hok
eine Spiegelung ist. \
Beweis: (2.24). O

(2.26) Corollar 2. Sind g, h € G fest vorgegeben und ist k eine beliebige Gerade, die mit
g und h im Biischel liegt, so gibt es genau eine Gerade m mit g o h=rmok und
genau eine Gerade n mit g o h=Fko n, und die Geraden g, h,k,m,n liegen im
Biischel. Demnach kann man bei der Darstellung der geraden Bewegqung o = Goh
durch Spiegelungen eine der beiden Spiegelachsen frei vorgeben.

Beweis: Nach (2.17) und (2.24) sind m und n durch m = johok und 7 = ko goh
festgelegt und liegen mit g, h, k im Biischel. O

Als wichtige Aussage iiber Drehungen zeigen wir
(2.27) Satz. Fir jedes D € C bilden die Drehungen um D eine abelsche Gruppe

Dreh (D)(o). Es ist Dreh (D) = {0pa|a€R} mit |dpq(X) =€ (X—D)+D
V XeC. Fir o, € R gilt |0pa©°0pg=90pat+p|- Die reelle Zahl o wird ,der”

Drehwinkel von ép, genannt. Fir o, 3 € R ist |0po =0pp & a—0B € 2nZ]|.

Fiir a € 217 ist 6p o = idc, und fir o € 74277 ist 6p, die Punktspiegelung D.

Beweis: Wegen dp (D) = D und wegen (2.3) und (2.19) (mit Beweis) besteht Dreh (D)
genau aus den angegebenen Abbildungen. Fiir o, 3 € R folgt ép o0 0ps =" 0p.ats, also
auch dp 300p o = dp a+g. Damit ist klar, daB8 Dreh (D)(o) eine abelsche Gruppe mit dem
neutralen Element idc = dp o und der Inversenbildung (55}a = 0p,—q ist. Fiir o, 8 € R ist
[0po =D g b2y Opa(D+1) = dpg(D+1) & e~ =€ @ a—f € 2nZ)]. Demnach ist
6D,O = 5D,27rm und 5D7ﬂ+27rm(X) = (SDJ(X) = —(X—D)+D vV Xe C, VmeZ. O

(2.28) Sind Winkelgroflen im Bogenmafl gegeben, so kann man diese nach der Formel
x° = x-w/180 | in das Gradmafl umrechnen. Demnach ist 0°=0, 60°=7/3, 90°=7/2,
180° =, 360° =27. Man bezeichnet die Drehung dp 4o auch als a°~Drehung um D.
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Es sei r € R* und rZ := {r-m | me€ Z}. Fir z,y € R wird die Aussage auch
in der Form notiert, und man sagt dann, ,x ist r-kongruent zu y*“ oder ,x

1st modulo r kongruent zu y “ oder ,x stimmt mit y bis auf ganzzahlige Vielfache von r

iiberein®. Man bestitigt sofort, daB =, eine Aquivalenzrelation auf R ist.

Nach (2.27) sind die Drehungen 0p o und 0p g genau dann gleich, wenn a und 8 modulo
21 kongruent und damit modulo 360° kongruent sind.

(2.29) Sind g, h € G, so gibt es genau ein « € [0, 7] mit € € (0 || g) N E und genau ein
B € |a, a+r| mit e € (0 || h) NE. Wir bezeichnen | < (g, h) := f—a| als die Grofle des
G-Winkels (g, h). Offenbar ist < (g, h) € [0, 7[. Wir erhalten
Fall 2:

p-a

(2.30) Satz. Sind g,h € G, so gilt:
(D [gllhe S(g,h)=0°] A [gLh < $(g,h) =90°]. _
(2) Ist D € g N h und ist v =<(g,h), so ist 0p~(g) = h und |6pay = hog|, d.h. der
Drehwinkel von ho § ist doppelt so grof wie J(g,h) (vel die 3. Figur vor (2.22)).

Beweis: Mit den Bezeichnungen aus (2.29) folgt [g | h & €@ =¢” & o = 3] und
[gLh LAY jeia = ¢if o eilatn/) = b & a+m/2 = ], also (1). Nun sei v = —a.
Wegen g = D+Re und h = D+Re® und 6p ,(D+¢') = e-¢’*+D € hfolgt 6p~(g) = h.
Ferner ist ho§(D+1) = h(e?* 4 D) = 200~ 4- D = ¢2/((D+1)—=D)+D = dp oy (D+1),
und dies fithrt mit (2.5) auf die Behauptung. O

(2.31) Die GroBle des G-Winkels (g, h) wird gemafl (2.30) nach der folgenden Regel
bestimmt: Man dreht den 1. Schenkel g von (g, h) mathematisch positiv in den 2. Schenkel
h wvon (g, h) und mifit den entstehenden Drehwinkel. Im Detail erhalten wir

(2.32) Satz. Fir g,h,k,l € G und D € C und o € R gilt:

() gk ARl = 9(g.h) =<(k,1).

(2) Degnhnknl = [I(g,h) = (k1) < Goh = kol ].

(3) (g,h) =9(k,1) & S(h,g) =< k) & S(g,k) =<5(h,1).

(4) (g, h)+%(h k) = %(g, k).

(5) ghh = 4(g9,h) =7—%(h,g).

(6) [peB" = J(p(g9),p(h) =9(g,h)] A [ €B™ = ((g),v(h) =%(h,g)].
(7) [ eB AY(g) =g = 3(k,g9) =4(9,¢(k))].

(8) ¥(9,0p.a(9)) == a.

(9) agnZ = g4 dpalg)
Beweis: Wegen [g || kAR |1 = (g]0)= (k|| 0)A(h]| 0)=(l] 0)] fihrt die Definition
von J auf (1). Damit diirfen wir im weiteren 0.B.d.A. von D € g N h Nk N1 ausgehen.

Fiir 4(g,h) =: fund < (k,l) =: ~ folgt ) o o
(=7 © 20=2y & 0pa2g = 0p2y ) hog = lok < goh = kol], also (2), und
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wegen [joh = kol < hoj = lok < gok = hol] f hrt (2) auf (3). Ist < (h, k) :=
(2.27) (2.30 - (2.30)

und (g,k) := 0, 0 ist dpagre) = Op2:©00pas = kJOho hoj = kog ' = 0D .20, also

2.
2(8 +¢) (_277) 20 und damit 5+ ¢ =, p. Dies impliziert (4), und speziell fir k = g }t h

ergibt sich §+ ¢ =, 0 mit 0 < ﬁ +e< 277 also 3 + & = m und damit (5)

Nun seien a, b, c € G. Wegen a( Joa DO Gobodod = aob gilt ( ‘<) ﬁ(a,b)‘

geméB (2) und (2.8), und mit (3) folgt analog (¢) | < (a,a(c)) =< (c, a) . Mit (4) fiihrt
Addition von (%) und (o) auf <(a(b),a(c)) =< (c,b). Damit ist (6) fiir den Fall ¢ = a
gezeigt, und wegen (2.20) gilt (6) dann auch allgemein.

Aus (6) folgt (7). Zum Beweis von (8) sei k € G mit dpq = kog (vgl. (2. 26)) sowie
(g, k) = o. Nach (2.30) ist & =5, 20, und mit ¥ (k,dpa(g)) = (k, k(g )) <)(g, k)
folgt dann < (g,0p.a(9)) (é)w 0+ 0 =2 , also (8). Fiir a &€ nZ fiihrt dies auf (9). O

(2.33) Neben den gerade betrachteten G-Winkeln benétigen wir nun auch ,,gewshnliche®
Winkel. Hierzu notieren wir einige bekannte Aussagen:

Das Skalarprodukt ,,o¢ auf C ist definiert durch

(1) (z,y)o(u,v):=zu+yv €R V (z,9),(u,v) € R* =C, und es gilt

(2) XoX=|X[2AXoY=YoX A Xo(\Y+Z)=A(XoY)+XoZ ¥V X,Y,ZeC, VAER.
Damit folgt Xo(=Y)=—(XoY)und |[X-Y|? = |X[*-2-X oY + |V|? also

(3) XoY =1(XP+|YP-|X-Y]) VX,Y eC.

Wegen der Distanztreue der Bewegungen impliziert dies

(4) (A(A)—p(C)) o (p(B)—p(C)) = (A—C)o (B—C) ¥ A,B,C€C, ¥ peB,

und mit (1.3) f) und (3) ergibt sich

(5) XoY =3XY+XY) VX, YeC.

Ist nun X = 7€ und Y = s-€¥ mit r,s € R, \{0} und o, € R, so fithrt (5) auf
X oY = |X||Y]| cos (a—f3). Da es genau ein ¢ € [0, 7] gibt mit cose = Cos( —03), folgt

(6) | XoY =|X||Y|-cose | mit |e €[0,7]|, € eindeutig bestimmt.

Man nennt | 4 (X,Y):=¢| die
Grofle des Winkels (X,Y) und
bezeichnet | J(7x,7y):=¢| als

den Winkel zwischen den
Translationen 7y, 7y. Ferner

heiBt | S(Z+R1 X, Z4+R,Y) :=¢
die Grofle des Wlnkel mit den Schenkeln Z+R, X und Z4+R,Y.

Ist {A, B, C} ein Dreieck und ist a:=|B—C|, b:=|C—A|, c:=|A—B|, a:=4(B—A,C—A),
B:=4(C—B,A-B), v:=4(A—C, B—C), so gilt

(7) a+ B+~ =180°, 8) [a=b & a=[], 9) [a<b & a< ],

d.h. die Winkelsumme im Dreieck ist 180°; im Dreieck liegen gleichlange Seiten gleich-

groflen Winkeln gegeniiber; im Dreieck liegt der grifiere Winkel stets der gréfieren Seite
gegentiber. (Zum Beweis vergleiche man die Ubungen.)
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(2.34) Sind g, h € G mit g || h, so wird m,, := {3(X+Y) | X € gAY € h} die Mittellinie

von (g, h) genannt. Es gilt (1) [mgp € G A g || mgn || h AN mgn(g) =h|, .

dennist g=U +RAmit U € CAA € C*und ist {V} = (ULh)Nh, so ist v\
Mon = {LUANAFV+pA) | A p € Ry = {LU+V)+L0+m)A | A peRy= £\ Y
=1(U+V)+RA € G mit g || mgy, || h, und mit (1.12), (1.13)(3) und (2.17) \
folgt mgyn(g) = h. Ist ¢» € B~ mit der Achse ay, so fithren (2.8), (2.17) \

und (2.22) auf  (2) |k ay = ap =mpymw Y ke G|. Wir zeigen nun Mg m

(2.35) Hauptsatz iiber das Transformieren von Bewegungen.
Sind A € (C*, D eC, g€ G und o €)0,27], so gilt:

(1) mogon™ 77(9) vineB.
(2) podpaop t =0dyp)a ¥ eB
(3) O(SDOCO’I/J —51/,(1) —a VZDEBi
(4) Es sein € B. Dann ist 7' := no1son ' die Translation Tya)—y), und es ist
|| = |7al. Ist g eine Fizgerade von T4, so ist n(g) eine Fizgerade von 7'.
Ist n =06p o, S0 ist T = Teia.4 .
(5) Essein € B. Ist1 eine Gleitspiegelung mit dem Schub 7, so ist nopon™! eine Gleit-
spiegelung mit dem Schub noTon™t, der Schublinge |7| und der Achse n(ay).
Beweis: (1) gilt geméf (2.17)(6).
(2), (3): Es sei n € B. Nach (2.12) ist 50 dp o 0" = 0yp),o mit o €]0,2x[, und
nach L (2.20) gibt es a, b € G mit dp,o = @ob. Ist nun @’ := n(a) und ¥’ := n(b), so ist
@ ol =nodgobon! = Oyp), - Fiir B :=<(a,b) fithren (2.30) und (2.32)(5),(6) auf
o =9 20 = a im Falle n € ]]33+ und auf o/ =9, 2(7—) = 2r—a sonst.
(4): Nach (2.12) hat 7" keinen Fixpunkt, und Wegen 7 € BT gilt dann 7 € 7. We-
gen 7'(n(0))—n(0) = n(A)—n(0) impliziert dies 7 = 7,(4)—n(), und damit folgt [7'| =
= In(A) — n(0)] = |A— 0] = |7a]. Im Falle n(X) = e (X—-D)+D V X € C ist
n(A) —n(0) = e A. Die verbleibende Behauptung folgt aus (2.12)(3).
(5): Es sei ¥ = go 1 mit 7(g9) = g gemiB (2.22). Ist ¢’ :=n(g) und 7/ :=noron!, soist
Y :=noont =g or nun wegen 7'(¢') = ¢’ und nach (2.12) eine Gleitspiegelung mit
der Achse ¢’ und dem Schub 7’. Nach (4) ist |7/| = |r|. O
SchlieBlich zeigen wir
(2.36) Satz iiber das Verketten von Bewegungen.
Es seien D, D" € C und v, € R\2rxZ. Dann gilt:

(1) Ist v+~ & 2nZ, so gibt es ein D" € C mit dp 0 dpr,yv = Opr, -y~

(2) Ist y+v' € 217, so0 ist 6p,y 0 Opr, €T .

(3) Ist T €T, so gibt es D", D" € C mit 6p 0T = dpr und 70 0p o = dpm 5

(4) Sind p, € B~ mit a, || ay, soist pop € T.

(5) Sind ¢, € B~ mit v := g (ay, ap) # 0°, s0 ist p o) = dpr oy fir ein D" € C.
Beweis: Fiir ¢ = aeivp und ¢ = gy g mit 7,7 € RA BB € C (vgl. (2.3)) gilt
poty L) o i g mit BY € C. Nach (2.19) impliziert dies (1), (2), (3).

(4), (5): Geméf (2.22) sei ¢ = Toa, und ¢ = Gy o 7’ mit 7,7 € 7. Dann ist p o ¢p =
=70 (ay,0ay) o7, und mit (3), (2.13)(1), (2.21) und (2.30) folgt die Behauptung. O
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3. DISKRETE BEWEGUNGSGRUPPEN DER EBENE

(3.1) Eine Untergruppe U der Bewegungsgruppe B von C heifit diskret, wenn sie
endlich ist oder wenn sie eine echte Translation kleinster Lénge enthalt, d.h. wenn ein
T € Ty :=TNU existiert mit 0 < |7] < |7'| V7' € Ty.

Wir werden sehen, daf§ diskrete Bewegungsgruppen geeignet sind, gewisse Muster zu un-
terscheiden und zu klassifizieren, wie man sie z.B. bei rosettenformigen Kirchenfenstern
oder bei regelméfligen Wandmustern vorfindet:

9
\)
e
G
\y
A
€

20
(J

3
N
Q\Q

L/
(2

\:\!g.

P
/‘
2
)
9
o)
b
k]

e

\
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Rosette Friese Ornament

Derartige Muster entstehen in der Regel durch systematisches Zusammensetzen von sog.
Motiven, das sind gewisse beschriankte Teilmengen von C. Bei dem Versuch, eine gute
Ubersicht zu gewinnen, werden die folgenden sehr einfachen Motive eine besondere Rolle

spielen:
AEHDb P /\+ | 3 Fo e 3

Dabei kann man sich die letzten drei Motive durch Rotation des Buchstabens P entstanden
denken.

Den kiinstlerischen Wert eines Motivs und damit verbundener Muster konnen wir mathe-
matisch nicht erfassen, wohl aber gewisse Symmetrieeigenschaften.

A. Symmetriegruppen

Vorbereitend stellen wir zunéchst fest:

(3.2) Satz. Ist Ml eine Teilmenge von C, so ist By := {a €B | a(M)=M} eine Unter-
gruppe von B, genannt Symmetriegruppe von M.
Ferner ist By, :={a €BT|a(M)=M} eine Untergruppe von BT, genannt gerade
Symmetriegruppe von M.

Beweis: Offenbar ist idc € By, C By Sind o, 8 € By (bzw. € By;), so gilt a o 8 (M) =
=a(f(M))=a(M)=M, also o 3E€Byy (bzw. €B;}). Ist « € By (bzw. €B;), so fiihrt
a(M)=M auf M=a H(a(M))=a"'(M), d.h. es gilt a~! €Byy (bzw. €B;). O

Es wird sich herausstellen, dafl es zwischen den Symmetriegruppen gewisser Teilmengen
von C und den diskreten Untergruppen von B enge Beziehungen gibt. Um dies zu ent-
wickeln, ben6tigen wir die folgenden Aussagen:
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(3.3) Satz. Ist M eine Menge von Untergruppen einer (abstrakten) ') Gruppe G(-), so ist
auch (M :={aeG|lacl Y UEM} eine Untergruppe von G(-).

Beweis: Offenbar ist idc € (9N, und sind «, € (M, so fiihrt (o, FEU = aofBEUN
ANated YUeEM) auf aoBe M A ate M. O

(3.4) Satz. Ist M eine nichtleere Teilmenge einer (abstrakten) Gruppe G(-), so gibt es
eine kleinste Untergruppe < M > von G(+), die die Elemente von M enthilt.
Man nennt <M > die von M erzeugte Untergruppe.

Beweis: Wir betrachten den Durchschnitt D aller Untergruppen von G(-), welche M
umfassen. Nach (3.3) ist D eine Untergruppe von G(-), die M umfafit, und dabei die
kleinstmogliche, weil jede andere Untergruppe, die M umfafit, auch D umfafit. O

B. Zyklische Gruppen und Diedergruppen

(3.5) Ist ne N:={1,2,3, ...} und sind a4, ..., o, Elemente einer (abstrakten) Gruppe G(-),
so schreiben wir auch < ay, ..., a, > statt < {aq,...,a,} > und bezeichnen ay, ..., v, als
erzeugende Elemente der Untergruppe <aq, ..., a, > von G(+).

Ist « ein beliebiges Element von G, so ist die von « erzeugte Untergruppe <a> von G(-)

darstellbar in der Form |<a> = {a"|n € Z}|.

Denn o' ist (definitionsgemiB) das neutrale Element von G(-), und wegen

(x) lal=a A a™-a"=a""=a"-a™ AN a™=(a™)! Vm,neZ

ist {a™ |n € Z} eine o und damit auch <a> umfassende Untergruppe von G(-), die wegen

<a> 3 ad a, a7t a? a2, 0?73, ... nun mit <a> identisch ist.

Wenn die Untergruppe <a> endlich ist und aus genau n Elementen besteht, dann wird
die natiirliche Zahl n auch die Ordnung von « genannt, in Zeichen: n = ord («), und
dann heiit <a> eine zyklische Gruppe der Ordnung n. Wegen (x) ist <a> eine
abelsche, also kommutative Untergruppe von G(-). Genauer zeigen wir

(3.6) Satz. Ist G(-) eine (abstrakte) Gruppe und ist o« € G ein Element der Ordnung
n € N, so ist die Gruppe |Z,(+,) :=10,1,2,3,....n—1}(+,)| mit der Addition

T x+y, fallsx+y<n
nY = r+y—n  sonst

Vr,ye€ L,

vermittels der Zuordnung | : Z,— <a>: k — oF | isomorph zur Gruppe <a> (-).
k

Kurz: Ist |<a>| = n € N, so werden die Potenzen o~ von « verknipft, indem
man die Exponenten modulo n addiert. Insbesondere ist 3™ = 3° V 3 € <a>.

Beweis: 1) Da |[<a>| = n € N ist, konnen nicht alle Potenzen von « verschieden sein,
d.h. es gibt r, s € Z mit r < s und mit " = o, also mit a® = o fiir t := s —r € N. Nun

sei m die kleinste Zahl aus N mit (1) |[a™ =aP|. Ist k € Z mit (2) [o* =], so ist
k=q-m+pmitqgp€eZ N 0<p<m (Satz iiber die Division mit Rest), und es folgt

a? =af = a?™P = ()7 a? = (a®)?- aP = P, also p = 0 wegen 0 < p < m und wegen

der Minimaleigenschaft von m. Dies bedeutet k = ¢ - m, also (3) |m|k|(m teilt k).

) Hier ist ,,-“ eine abstrakte(!) Verkniipfung wie ,,*“.
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Sind jetzt r, s € {0, ..., m—1} mit r < s, so folgt (4) , denn sonst wire a*~" = o,

und dann wére m nach (3) ein Teiler von s — r im Widerspruch zu 0 < s —r < m.

Ist andererseits u € Z beliebig gewéhlt, soist u =v-m+w mit v,w e Z N 0 <w < m,
und es folgt o = "™ = o* mit w € {0,...,m—1}.

Damit ist gezeigt, dal <a> aus den paarweise verschiedenen Elementen o, !, ..., a™ !
besteht, d.h. es ist [m = n], und ¢ ist eine Bijektion.

2) Sind r, s €{0, ...,n—1} mit r+s<n, so ist p(r+,s) =@(r+s) =a"*=a"a®* = p(r)-@(s).
Sind r, s € {0, ...,n—1} mit r+s>n, so ist @(r+,s) =p(r+s—n) =" " =a"afa™" =

= a"-a%a® = o(r) - ¢(s). Mithin ist ¢ ein Isomorphismus. O

(3.7) Nach (3.6) sind alle zyklischen Gruppen der Ordnung n € N isomorph; von jeder
solchen Gruppe sagt man, sie ist eine C),, eine zyklische Gruppe mit n Elementen.

Ist neN und D e€C, so ist die Untergruppe | <6p, on/m>={0p k2xm |k €{0,...,n—1}}

von BY(o) neben|Z,(+,)| das wichtigste Beispiel einer zyklischen Gruppe der Ordnung n.

Weitere Beispiele sind {0}(+) und {1}(-) fiir Cy, ferner {1, —1}(-) und {idc, k}(o) fiir Cy
sowie {1,7,—1, —i}(-) fur Cj.

Man beachte, daf eine zyklische Gruppe mehrere Erzeugende haben kann; z.B. ist neben
i auch —i ein erzeugendes Element von {1,4, —1, —i}(-).

(3.8) Eine (abstrakte) Gruppe G(-) heit Diedergruppe der Ordnung 2n, wenn gilt:
(D1) Es ist |G| = 2n mit n € N.
(D2) G(-) besitzt eine zyklische Untergruppe U der Ordnung n
(D3) Es gibt ein 0 € G\U mit |62 =0 AN 0o =p"1oc VBeU]|.
Ist G(-) mit (D1), (D2), (D3) vorgegeben und ist U = <d> mit ord (§) = n, so gilt
(1) |G ={d",...6" 006, ...,000"}|. Ist |0} :=cod” fiir k =1,...,n|, so folgt

(2) |G ={d"..0"01,..,0,} ={000,...,000,,01,....,0,}

mit [0} =..=02=0" und|o0B=p"loo,| VBEU, VEke{l,..n}
denn o1, ..., 0, sind paarweise verschiedene Elemente von G\U, und fiir £ = 1,...,n und
B €U gilt ooy, = cgooodt = A of = godFocod® = godFodFoo = 0¥ sowie

oo 3 =00 d%o 3 = 0o fod" = flogod* = foay.

(3.9) Sind G(+) und G'(:) Diedergruppen der Ordnung 2n mit n € N, so wird in beiden
vollig analog gerechnet, und mithin sind sie isomorph. Von jeder solchen Gruppe sagen
wir 1, sie ist eine D", eine Diedergruppe mit 2n Elementen.

Beispiel. Ist 0 =g mit g€ G und ist D € g, so gilt fiir jedes n € N:

Die Untergruppe | <0p,ox/n , 0> | von B(o) ist eine Dy.. Diese ist nichtabelsch fiir n> 3.

Beweis: Nach (3.7) ist U := <6>={0", ..., 0"} fiir § := dp 2./s eine zyklische Untergruppe
der Ordnung n von <d,0>. Wegen Y C BT und 0 € B~ ist 0 € U. Ist k€ {1,...,n} und
ist o3 :=006% so gilt 0x €S und D € a,, (= Achse von o}) gemiB (2.24). Damit folgt
codt=0,=0,"'=(00d*) 1 =(0")"too fir k=1,...,n, d.h. <6par/m, o> ist eine D7,
Ist n>3,s0ist 6 1=¢""1#§' alsocod 1 #£006 =100, O

1) Wir bevorzugen die Bezeichnung D? anstelle von D,, wegen |D?| = 2n.



20 (3.10) Diskrete Bewegungsgruppen der Ebene

C. Rosettengruppen

Im weiteren bezeichne S die Menge der Spiegelungen aus B~.
Die endlichen Untergruppen von B(o) heifen auch Rosettengruppen.

Wir werden bald sehen, wie es zu dieser Benennung kommt. Zunéchst zeigen wir

(3.10) Satz. Ist U eine endliche Untergruppe von B(o), so gilt:
(1) Esist T NU = {idc}.
(2) Es gibt ein D € C mit UT:= BtNU C Dreh(D).
(3) Ist U™ := B N U#D, so besteht U™ aus Spiegelungen an Achsen durch D.

Beweis: a) Gibe es ein 7 € T NU mit |7| # 0, so wire {7 | n € N} eine unendliche
Teilmenge von U. Also gilt (1).
b) Gébe es in U~ eine Gleitspiegelung 1, so wére 1 o € (TNU) \ {idc} entgegen (1).
c) Es gebe ein dp, € U mit 0 < o < 27. Gébe es nun eine echte Drehung ¢ mit Zentrum
E # D in U, so wire podp _,0p " @8 dp(D),—a €ine Drehung um (D) # D, und nach
(2.36)(2) wire dy(p),—a © 0p,o dann wegen dy(py,—a 7# 55’1(1 eine echte Translation entgegen
(1). Mithin ist U C Dreh(D). Gibe es in U~ eine Spiegelung g mit g € GA g Z D, so
wire 0p o 0 g nach (2.24) eine Gleitspiegelung aus U entgegen b). Also gelten (1), (2), (3).
d) Es sei Ut = {idc}. Gibt es 0,0’ € U™, so folgt 0o =idc = 0o0’, also 0 = 0’ € S und
U ={idc,o}, und dann sei D € a,. Sonst sei D € C beliebig. Damit folgen (1), (2), (3). O
(3.11) Satz. Ist U eine endliche Untergruppe von Bt (o), so gibt es ein D € C und ein
n €N mit (U = <0p,oxm>|, d.h. dann ist U(o) eine C,.
Beweis: Ist U] = 1, so ist U = {idc} = {0p,2r} V D € C. Ist U] > 2, so gibt es
nach (3.10) ein D € C und ay,...,q, € ]0,27] mit oy < a9 < ... < @, derart, dafl
U={0D.0,,0D.a30D.a,} ist. Sind r,;s € {1,...,n} mit r < s, so fiihrt
U3 pa, o 51_71% =" 0Das—a, Mit 0 < as—a, < ay auf ay—a, € {aq,...,a5_1}. Wegen
0< g — g < Qg — Q5o < ... < g — a1 < ag folgt (o — g1, 005 — g9, ..., s — ) =
= (aq,...,a5-1), also ay — a1 = oy fur s = 2,...,n. Dies impliziert oy = s - oy fiir
s = 2,..,n, und wegen idc € U ist dann 27 = «a, = n - «a;. Mit § = 0p 2r/n folgt
0p,a, = 0p, s.2x/m = 0° fiir s = 1,...,n, und daraus ergeben sich mit (3.7) die angegebenen
Aussagen. O

(3.12) Satz. Ist U eine endliche Untergruppe von B(o) mitU € BT, so gibt es einn € N,
ein D € C und og,...,0, €S mit
(1) Es ist o9 = 0 und D € ay, N ...Nay, .
(2) Istn > 2, so ist| S(ag,_,,00,) = 7/n0| fiir k=1, ..., n.
(3) Esist opo o1 =06 und U NBT = <> fiir 6 == 0p,2n/n-
(4) EsistU = {5',...,0", 01,....,0,} mit 0,08° =500, Vr,se€{l,..,n}
(5)
(6)

5) Es ist U = <og,01> und U = <6, 00>.
6 ’L{Jr =UNBT ist eine C,

, und’L{ ist eine D;“.

Beweis: Nach (3.10) besteht U aus Drehungen und Spiegelungen, die alle einen Punkt
D e C festlassen. Nach (3.11) gibt es ein n € N mit U+ = <6> fiir 0 := dp, 2x/m, d.h.
Ut = {0%,...,6"} ist eine C,. Wir withlen ein oy € U N B~ und setzen o}, := oy o 6F
fir k = 1,...,n. Zu jedem 0 € U N B~ gibt es ein r € {1,...,n} mit o900 = §", und
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dann ist o = o,. Damlt ist U = {d',...,0", 01, ...,0,} gezeigt. Wegen o, 0° € UNS ist

0,00° = (0,08) 1 =500, Vrs 6 {1,...,n}, und folglich sind (1) und (3) — (6)
giiltig. Ist n > 2 und ist Y(a,,_,,a,,) = B fir k € {1,...,n}, so fithrt (2.30) wegen
Op_100, =09006 ogyodk =" oag00906" =8 =0p an/m auf 206y = 27/n, also auf
Br = m/n fir k € {1,...,n}. Damit ist auch (2) bewiesen. O

Wir zeigen nun, daf§ die endlichen Untergruppen von B(o) sich als Symmetriegruppen

E

%///\\i 2N

= 36—Rotor = 36—Stern

(3.13) Satz. Es seien A,B,D £ Cmit D ¢ s := [A, B] und mit |D—A| < |D—B|. Fiir
n €N und § :=6p,ar/m sei M:={D}U{*(s) | k € {1,...,n}}. Dann gilt:
(1) Ist 5((D, A),(A, B)) = m/4, so ist By eine C,,. (Hier heifft M ein n-Rotor.)
(2) Sind D, A, B kollinear, so ist By eine D'. (Hier heifst M ein n-Stern.)

Beweis: a) Da D als separater Punkt von jedem Element aus By festgelassen wird, besteht

By aus Drehungen um D und ggf. aus Spiegelungen mit Achsen durch D.

b) Ist sj, := 0%(s) fiir k € {0, ...,n}, 50 ist " ({51, .., 8n}) = {8140, s s Srts v } = {51, -+, Sn }

fir r =1,...,n, d.h. es ist <6> C By.

c¢) Liegt Fall (2) vor, so ist o(s) = s fir o := (D, A)”, und nach (2.24) ist o(s;) =

oc0dk(s)=0"Fo0(s) =s, 4 fiir k=1,...,n, also 0 € By und damit <§,0> C By Fiir

r=1,..,nund o, := 0" oo ist 0, € By mit 0,(s) = s,.

d) Es sei a € By Dann gibt es ein 7 € {1,...,n} mit a(s) = s,, also mit a(A) = §"(A)

und «(B) = ¢§"(B). Ist a € BT, so fiihrt (2.5) auf a = §". Damit ist B, = <d> gezeigt.

Nun sei o & By;. Wegen (2.32)(5),(6) und < ((D, A), (A, B))= < (6"({D, A)),d"({(A, B))) =
<)( ((D, A)),a((A, B))) kann dann nicht der Fall (1) vorliegen, d.h. im Fall (1) ist

IB%Jr = <0>. Im Fall (2) fithrt ¢) mit (2.5) auf @ = o,, und folglich ist dann
BM = <5 o>. Damit ist alles gezeigt. O

(3.14) Bemerkung. Wenn eine Figur durch endlich viele Drehungen mit sich zur Deckung
gebracht werden kann, aber nicht durch unendlich viele Drehungen, so ist die zugehorige
Symmetriegruppe nach (3.13) genau dann eine C,,, wenn keine Symmetrieachse existiert.

D. Die sieben Friesgruppen

(3.15) Im folgenden sei U stets eine diskrete Untergruppe der Bewegungsgruppe B(o),
und es sei Ty, := T NU # (). DefinitionsgemiB gibt es in 7y, eine Translation 74 mit A € C*

und mit | |74| < |7] V7€ Ty\{idc}|. Wir setzen YT :=UNBT und Y~ :=UNB".

Ist g € G, so heiit g eine U-Gerade, wenn es ein 7 € T\ {idc} mit 7(g) = g gibt.
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Ist g eine U-Gerade, so wird eine Translation 75 € Ty mit B € C* A 75(g) = ¢ eine
kleinste Translation in Richtung ¢ genannt, wenn |75| < |7| V 7 € T\{idc} mit
7(g) = g ist. Ferner heifit ¢ € G eine S-Achse, wenn § € U~ ist, und eine Gl-Achse, wenn
Gg&U Ng=ay fiir ein ¢ € U ist.

Bevor wir auf Friesgruppen nédher eingehen, beweisen wir zunéchst die folgenden allge-
meinen Aussagen:

(3.16) Satz. Fiir jedes r € Ry ist To, :={7 € Ty | |7| <7} eine endliche Teilmenge von Ty.

Beweis: Es sei r € Ry und M := {7(0) | 7 € 7<, }. Dann ist |M| = |7<,|. Angenommen, es
ist [M| = oco. Dann gibt es eine Folge (Ap)neny mit A, € M A A, # A, Vn,m SN,
und wegen [A,| <r Vn €N ist (A,)neny eine beschrinkte Folge komplexer Zahlen.
Diese besitzt nach dem Satz von Bolzano- Weierstraf§ eine konvergente Teilfolge (B, )nen
mit B, € M A B, # B,, Vn,m £ N, und dann gibt es n,m € Nmit 0 < |75,-p,,| =
= |B,—Bn| < |Ta|- Wegen 75, _p,, = 75, © rgi € Ty, widerspricht dies der Minimalitét
von |74]. Deshalb sind M und 7<, endlich. O

(3.17) Corollar. Ist g eineU-Gerade, so ezistiert eine kleinste Translation T in Richtung

g, und dann ist|Ty(g) := <tp> = {Tmp | m € Z}| die Menge aller Translationen

in Richtung g. Neben Tg ist nur noch 7_p eine kleinste Translation in Richtung g.

Beweis: Die Existenz von 75 folgt aus (3.16), und offenbar ist 7,5 € {7 €Ty | 7(9) = g}
YV m € Z. Ist andererseits 7¢ € 7y mit 7¢(g) =g, so gibt es ein A € R mit C' = AB und
weiter dann ein n € Z mit [n— A| < 1. Es folgt 7,5 ¢ = Twpo75' € Ty A Tup_cl(g) =g
A |twp—c| = InB—=C| = |n—A||B| < |rg|. Mit der Minimalitéit von |7g| erhalten wir
’7'an0| :0, also TC = TnB- O

Ist c e U~ NS, so werde 7, := idc der Schub von o genannt. Damit folgt

(3.18) Satz. Ist tp eine kleinste Translation in Richtung einer U-Geraden g, so gilt:

(1) Gibt es ein D € g mit D €U, so ist Py(g) :={X | X = D43 B ANmeZ} die Menge
aller Punktspiegelungen aus U, die g festlassen. Fir € Ty(g) und )N(GPu(g)
istTo X =X o1\, Es ist <7, D> = Ty(g) U Pulg).

(2) Ist g eine S-Achse, so ist U= (g) = {Tmp o § | m€Z} die Menge aller Elemente
aus U~ mit der Achse g. Fir T € Ty(g) und v €U (g) ist T o) = oT. Ferner
ist <1, g> = Ty(g) VU (g).

(3) Ist g eine Gl-Achse, so ist U™ (g) :=={Tmppog | mMEeZ Nm/2¢Z} die Menge aller
Elemente aus U~ mit der Achse g. Fir 7 € Ty(g) und p €U (g) ist Top =1 orT.
Ferner ist <tgj, o §> = Ty(g) UU (g).

(4) Istyp=aoT=ToacU” mitay=alg N 17y =7, s0ist {Tup 0 ¥ | mEL}=
={h o7 | h="Tupp(a) N meZ} dic Menge aller Elemente aus U~ mit dem
Schub T und einer zu g orthogonalen Achse. Uberdies gilt
(Z) TmBOw:TmB/QOwOTnTLlBﬂ:wOT,mB, (Z’l) CL.,—mBOwITmB/Q(CLw) VY meZ.

Beweis: (1) Nach (2.15) und(2.35)(4) ist Tmp oD = DoT_,p fiir jedes m € Z eine Punkt-

spiegelung aus U mit dem Fixpunkt i (D+7,5(D(D))) = 3(D+mB+D) = D+2B € g.

Ist £ € ¢g mit E ¢ U, so ist EoD @15 To(E—D) @17 T € Ty(g) mit n € Z, also

E = D+nB/2. Mit (2.15) impliziert dies die Behauptung.
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(2) Nach (2.22) ist 7,,p 0 § = § © T fiir jedes m € Z\{0} eine Gleitspiegelung mit der
Achse g. Ist ¢ € U™ mit ay, = g, soist Yo g = Ty (.47 o € Ty(g) mit n € Z, also

Y = T,p 0 g. Mit (2.22) impliziert dies die Behauptung.
(3) Es sei ¢ € U, und es sei ¢ € U~ mit g = ay. Wegen Tyy(g) 2 o) = 14 07y ist

3.17 ) - .. .
Ty © T (8.17) Tmp Mit m € Z, also 7y, = 7y,,p/2 und ¢ = 7,,,p/2 © g. Wiire m/2 € Z, so wire

Ty € Ty(g), also g = (gomy)o 7-1;1 =)o 7'1;1 € U entgegen der Voraussetzung. Deshalb
ist m/2 ¢ 7. Fiir jedes n € Z ist T(4m/2)B©J = TaB © Tmp/20§ = Tpp 0¥ = 0 T,p € U.
Deshalb ist auch 75,5 0 g € U, und damit folgt die Behauptung.
(4) Ist m € Z, so gibt es nach (2.21) h, k € G mit
h|klla A Tmp=hoda A TmB/QZiIOZZ:%Od.
Nach (2.21) ist 7,,p/2(a) = h, und mit (2.22) erhalten wir
(hoa)o(aor)=hor=(hok)o(aor)o(aok)=(aoT)o(aoh),
d.h. es folgt (i) und die Gleichheit der aufgefiihrten Mengen. Mit (2.35)(5) fiihrt (i) auf (ii).
Ist nun ! = 7yp(a) mit A € R und mit loT € U, soist U 3 (loT)oyp™t = (loT)o (77 oa) =
—Jog* ToAB 34T T,p Mit n € Z, also A = n/2. Damit ist alles gezeigt. O
(3.19) Wir bezeichnen eine Gleitspiegelung als wesentlich, wenn ihr Schub nicht in 7y
liegt, sonst als unwesentlich. Die in (3.18)(3) erfaiten Gleitspiegelungen sind wesentlich,
nicht dagegen die aus (3.18)(2). Im weiteren sei U, stets die Menge aller wesentlichen
Gleitspiegelungen aus U~
Eine diskrete Untergruppe U von B(o) heifit Friesgruppe, wenn sie echte Translationen
enthélt und wenn diese sdmtlich die gleiche Richtung haben.
Im folgenden sei U stets eine Friesgruppe.

Nach (3.17) gibt es ein A € C* mit | Ty = {Tyna | m € Z} = <74>|.

Die zu RA parallelen Geraden sind jetzt die ¢-Geraden im Sinne von (3.15). Da 74 und
7_4 die einzigen Translationen kleinster Lange in 7y, sind, fiihrt (2.35)(4) auf

(1) Fliir jedes p € U ist poTaop™t € {Ta,7_a}.

Ist 0po € U mit D € C A «a € [0,27], so ist dann ¢ - A € {A, —A} gemiB (2.35)(4),
also a € {0, 7}. Demnach gilt

(2) Jede echte in U enthaltene Drehung ist eine Punktspiegelung.
Mit (2.34)(4) folgt auBerdem
(3) IstneU, soist n(RA) || RA.
(4) IstnelUd NS, soist a, || RA V a,LRA.
(5) IstnelU™\'S, soist a, | RA.
Denn es ist n on € Ty\{idc}, also 7, = Ta/2 mit m € Z\{0}. Weiter folgt
(6) Sind @, € U™ mit a, || ay || RA, so ist a, = ay.
Denn sonst wére ¢ o) € T\T, gemaB (2.24).
(7) Ist D € C mit D € U und ist ¢ € Y~ mit a, || RA, soist D € ay,.
Denn nach (2.24) wire sonst ¢ := Do € Y™\ S mit ay,LRA. Mit (7) und (3.18)(1) folgt
(8) Gibt es ein D € C mit D €U, so istUt= <7, D>="T,U{X| X=D+5ANmEL}.
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(3.20) Unter Verwendung von (3.18) und (3.19) kénnen wir nun die sieben Friesgruppen
angeben. Welche Abbildungen ,,im wesentlichen® vorhanden sind, geben wir links jeweils
fiir eine Strecke [X, 74(X)] = [X, X + A] mit einem X € C an, die auch ,,Hauptabschnitt*
genannt wird, denn was hier an Abbildungen aufgefiihrt ist, findet sich — durch Trans-
formieren mit 7,,4 — bei jeder der Strecken [X+mA, X+(m+1)A] mit m € Z wieder.

Ein Punkt (gezeichnet als kleiner Kreis) steht hier fiir eine Punktspiegelung, eine , kriftige“
durchgezogene Linie fiir eine S-Achse und eine gestrichelte Linie fiir eine Gl-Achse. Nach
(3.18)(2),(3),(4) und (3.19) sind mit diesen Achsentypen die sémlichen Elemente von U~
beschrieben.

In der Mitte fithren wir eine Bezeichnung und ein oder zwei Erzeugendensysteme fiir die
Friesgruppe U auf, und rechts geben wir eine Menge M an, deren Symmetriegruppe iso-
morph zu U ist. Bei den Bezeichnungen steht , F* fiir Friesgruppe, ,,1¢ fiir ¢dc, ,,2“ fiir
Drehung der Ordnung 2, ,m* fiir ,mirror* (Spiegel) und ,,g* fiir wesentliche Gleitspiege-

lung. o .
Die sieben Friesgruppen

TA ] U=UT=<T4> .PPPPPPP -
- m T T Flg U=<n> non=ry ..pbpbpbp..

- Flm)|| U= <Ts,h> h|RA ..EEEEEE ..
| |k | U=<7a k>, kLRA ~AAAAAA ..
3 S U=UT=<ts,X>=<XY> ../ //]]]]/] -
—— 1 [F2mll] U =<7, X, h>, h | RA L HHHHH ..
- o - o] [F2ml]  w =<7, X,E>, kLRA AVAVAVAVARS

Es ist ersichtlich, daf§ es sich hier um Friesgruppen handelt, die sich z.B. als Symmetrie-
gruppen der rechts angegebenen Muster ergeben.

Zu kléren bleibt nun aber, ob es nicht noch weitere Friesgruppen gibt. Dies konnen wir
wie folgt ausschlieflen:

F1, F2|: Es sei Y~ = (). Dann liegt der Fall F1 vor, wenn es keine Punktspiegelung gibt,
sonst der Fall F2 (vgl. (3.19)(8)).

Flg, Flm||, FlmL |: Wenn U~ # () und U+ = T, ist, dann sind alle Achsen der Elemente

von U~ parallel, denn sonst wire Ut # T, gemif (2.21). Nach (3.18) und (3.19) liegt
dann notwendig einer der angegebenen Félle vor.

F2m|| |: Es gebe ein X € C mit X € Y+ und ein h € G mit h € 2~ und mit & | RA. Nach

(3.19)(8) ist U+ = <74, X>. Nach (3.19)(7) ist X € h, und nach (2.24) ist X o h = k
fir k := (XLh). Nach (3.18)(2),(3),(4) und (3.19) gibt es in Y~ nur die aufgefiithrten
Spiegelungen und die zur S-Achse h gehorigen Gleitspiegelungen.
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: Es gebe ein ¢ € U~ und ein X € C mit X € U*, aber es liege nicht der Fall
F2m|| vor. a) Ist ay || RA, so ist X € a, gemiB (3.19)(7). Uberdies fithren (2.24) und
(3.19)(5) auf X o¢p = k mit k € G A kLRA. b) Ist ay LRA, so fithrt (3.19)(5) auf
¢ = k mit k := a,, und nach (2.24) ist  := X ok € Y~ mit a, | RA. ¢) Nach a), b) und
(3.18)(2),(3) ist g := (X || RA) im vorliegenden Fall eine Gl-Achse, und die Elemente von

U~ sind gemiB (3.18)(3),(4) zu beschreiben. d) Ist (Y, h) € CxG mit Y,k € U, so fiihrt

(2.24) auf Y ¢ h, und wegen (h(Y))™ RO f oV oh et und n F2Y Sy j(y) trifft dann

jede Spiegelachse die Mitte zwischen zwei Zentren von Punktspiegelungen aus /. Das ist
der durch F2m_ beschriebene Fall.

(3.21) Die Frage, wie man die Friesgruppe eines moglicherweise komplizierten Musters
erkennt, ist nicht immer leicht zu beantworten.
Wir empfehlen folgendes Vorgehen:

1. Man bestimmt eine Translation kleinster Lénge.

2. Man priift, ob es Punktspiegelungen gibt.

3. Man priift, ob es Geradenspiegelungen gibt.
Je nachden, ob vorhandene Achsen parallel oder senkrecht zur Translationenrichtung sind,
ergeben sich dann die entsprechenden Fille.

E. Die siebzehn Ornamentgruppen
(3.22) Eine diskrete ebene Bewegungsgruppe heiit Ornamentgruppe, wenn sie echte

Translationen in verschiedener Richtung enthélt.

Im folgenden sei U stets eine Ornamentgruppe, und wieder sei 7 :=7 NU, UT:=UNBT,
U :=UNDB7, und U, sei die Menge aller wesentlichen Gleitsiegelungen (vgl. (3.19)).

B-4 B A+B Nach (3.16) gibt es A, B € C* mit RA # RB A 74,7 € Ty,

A sodaB [l < 7| V€ Ti\{ide}] ist
B
und daB ||7p| < |17¢| V 70 € Ty mit C ¢ RA| gilt.
Die Moglichkeit |74] = |7p| ist hierbei nicht ausgeschlossen.
A 0 ’CA A

Indem wir ggf. A gegen —A austauschen, konnen wir 0.B.d.A.

von | (74, 75) =< (A, B) < 90°| ausgehen.

Fiir alles weitere bleiben A und B fest gew#hlt. Wir bezeichnen RA und RB als erste
und zweite Hauptrichtung von 7y, ferner R(B—A) und R(A+B) als erste und zweite
Diagonalrichtung von 7j,.

Wegen der Minimaleigenschaften von 74 und 75 ist |75| < |rp_a|, d.-h. im Dreieck
{0, A, B} ist |A] < |B| < |B—A|, und nach (2.33)(9) ist dann 60° < (A, B). Folglich gilt

(1) 160° <<4(A,B) <90°|. Aus (A, B) < 90° folgt 0 < Ao B geméf (2.33)(6), also
—2A 0 B <2A0 B und damit |[B—A|*> < |A+B|?. Dies impliziert

@) [Iral < I8l <I7p-al < I7asnl].

Als fiir alles weitere wesentliche Aussage zeigen wir nun

(3.23) Hauptsatz 1. Es ist | Ty = {Tmasnp | m,n € Z}|.
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Beweis: 1) Es ist Tpainp =74 0o7h € Ty Y m,n € Z.

2) Ist C' € C* mit 7¢ € Ty, so gibt es, da {A, B} eine Basis von C ist, Elemente z,y € R
mit C = xA + yB. Weiter existieren dann m,n € Z mit |[z—m| < 1/2 A |y—n| < 1/2.
Fiir D :=mA+nB ist T7o_p = 7c o 75, € Ty, und mit (1.4) folgt

me—pl=(z—m)A+ (y—n)B| < |z—m||Al+]y—n||B] < 5(|A|+|B]) < 5(|B|+|B|) =|7sl.
Nach der Definition von B fiihrt dies auf 7c_p € 7y(RA), und geméf (3.17) existiert
dann ein k € Z mit 7¢_p = 7. Dies impliziert aber 7¢ = 744 © Tp = T(mir)a4np. O

(3.24) Es sei D e C. Dann wird die Punktmenge {74105 (D) | m,n€Z} das zu U
gehorige Gitter mit dem Ursprung D genannt.

O 1) (e} O O (e}
1 B T lé/
o O—=0 o o o o O—=0 o
A TaA
gewohnliches Gitter Rautengitter mit |B| = |B—A]

Sind X,Y € C* mit RX # RY und gilt 7x,7v € 7y sowie |7x/|, |1y| < |75], so heifit das
Parallelogramm (D, D+X, D+X+Y, D+Y') eine Hauptzelle dieses Gitters, und jedes
daraus durch Verschieben mit 7,,44,5 fiir m,n € Z entstehende Parallelogramm heif3t
Zelle dieses Gitters. Offenbar liegt jeder Punkt von C auf dem Rand oder im Inneren
einer solchen Zelle.

Sind bestimmte Figenschaften einer Zelle erkannt, so gelten diese auch fiir jede andere
Zelle, wie man entweder durch Anwenden oder durch Transformieren mit einer geeigneten
Translation aus 7;; erkennt. Deshalb kann man sich bei vielen Untersuchungen auf eine
Hauptzelle beschranken.

Ist C' € C* mit 7¢ € Ty und mit |7¢| = |74|, so wird die Gerade RC' eine Minimalrich-
tung von U genannt. Hierzu zeigen wir

(3.25) Satz. Die Gruppe U hat entweder eine oder zwei oder drei Minimalrichtungen.
Wenn es drei verschiedene Minimalrichtungen gibt, dann bilden je zwei davon
einen G-Winkel der Gréfie 0°, 60° oder 120°.

Beweis: Wenn U (wenigstens) zwei verschiedene Minimalrichtungen hat, so lassen sich
diese darstellen als Re?®-A und als Re?-A mit 7ua. 4, T.is.4 € Ty, wobei a, 8 € [0°,180°]
sind mit 0° < 7 := B—a < 180°. Weiter sind dann auch Teia(eiv_1).4 = Teis.4 © T_cia.a € Iy
und Teio(eiv41).A = TeiB. A O Teia. g € Ty. ' '

Wegen der Minimalitit von |74 folgt 2—2cosy = [e7—1]2>1 A 24+2cosy = e +1|> > 1,
also 1/2 > cosy A cosvy > —1/2 und damit (1) ‘60O < f—a <120°
Fiir den Fall o = 0° impliziert dies (2) ’60O < 3 <120°|, und fiir den Fall 5 = 180°
ergibt sich (3) ’60O < a < 120°|. Gilt nun aber 0° < a < § < 180°, so fiithren (1), (2),
(3) auf @ = 60° und 3 = 120°. O
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(3.26) Corollar 1. In Ty, gibt es entweder zwei (ndmlich T4 und 7_4) oder vier oder sechs
Translationen minimaler Lange. Im letzten Fall bilden je zwei dieser Translationen
einen Winkel, dessen Grifie ein ganzzahliges Vielfaches von 60° ist.

Beweis: Zu jeder Minimalrichtung RC' mit |C| = |A| gibt es in T (RC') genau zwei Trans-
lationen minimaler Lange, ndmlich 7¢ und 7_c. Mit (3.25) folgt die Behauptung. O

(3.27) Corollar 2. Ist RC' eine Minimalrichtung von U mit |C| = |A|, so ist auch
R(n(C)—n(0)) = (0 || n(RC)) fiir jedes n € U eine Minimalrichtung von U.

Beweis: Nach (2.35)(4) ist no7con™ = 7,c) - () €ine Translation aus 7y mit minimaler
Léange und mit n(RC) als Fixgerade. O

Als weiteres wesentliches Resultat erhalten wir die sog. kristallographische Beschrdankung:
(3.28) Hauptsatz 2. Ist ¢ eine Drehung aus U, so hat § die Ordnung 1, 2, 3, 4 oder 6.

Beweis: Sind ¢, 1) § <>, so fithrt (2.35)(4) auf poTs09™!, Yporgop™" § Ty mit
lpoTao ™| =|oTao0tp™!| = |ra|. Nach (3.26) ist dann |<§>| < 6. Die Moglichkeit
|<6>| = 5 scheidet aus wegen der Winkelbedingung aus (3.26). O

(3.29) Corollar. Es liegt genau einer der folgenden Fille vor'):

Es ist Ut = Ty. Je zwei Achsen von Elementen aus U~ sind parallel (falls vorhan-
den). Es gilt |Ta| < |75| und 60° < Y (74, 75) < 90°.

Es gibt Punktspiegelungen in U, aber keine Drehungen héherer Ordnung. Je zwei
nichtparallele Achsen von Elementen aus U~ sind orthogonal (falls vorhanden).
Es gilt |Ta| < |75] und 60° < (74, 75) < 90°.

Es gibt £90°-Drehungen in U, aber weder +£60°- noch +120°-Drehungen. Je zwei
nichtparallele Achsen von Elementen aus U™ schneiden sich unter 45° oder 90° oder
135° (falls vorhanden). Es gilt |T4| = |7p| und ¥ (7a,75) = 90°.

Es gibt £120°-Drehungen in U, aber weder £60°- noch +90°- noch £180°-Drehun-
gen. Je zwei nichtparallele Achsen von Elementen aus U™ schneiden sich unter 60°
oder 120° (falls vorhanden). Es gilt |Ta| = |75| und I (7a,75) = 60°.

Es gibt £60°-Drehungen in U, aber keine £90°-Drehungen. Je zwei nichtparallele
Achsen von Elementen aus U™ schneiden sich unter 30°, 60°, 90°, 120° oder 150°
(falls vorhanden). Es gilt |T4| = |75 und < (7a,75) = 60°.

Beweis: a) Nach (3.28) gibt es nur die aufgelisteten Fille. Wiirden die dort ausgeschlos-
senen Moglichkeiten fiir Drehungen existieren, so géibe es nach (2.27) 30°-Drehungen bei

D4/, und 30°- oder 60°-Drehungen bei [D3]. b) In den Fillen [D4], [D3] und [D6]

kann man 74 mit einer der vorhandenen Drehungen so transformieren, dafl eine Trans-
lation 7 € U mit C' ¢ RA entsteht (vgl. (2.35)). Indem man B geeignet in {C,—C}
wihlt, erhdlt man 75 € U mit |75 = |74| und < (74,75) = 90° im Falle sowie mit
J (74, 7B) = 60° sonst. ¢) Die Angaben iiber die Achsen von elementen aus U~ ergeben
sich unmittelbar aus (2.36),(5). O

(3.30) Mit (3.29) haben wir eine erste grobe Einteilung der verschiedenen Moglichkeiten
fir U4. Wenn man ein Ornament mathematisch analysieren mochte, wird man zuerst
versuchen, Translationen kiirzester Lange zu bestimmen und wird dann priifen, welcher

1) Dx“ bedeutet: I enthiilt Drehungen der Ordnung x, aber keine Drehungen héherer Ordnung.
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der Fille aus (3.29) vorliegt. Danach kann man dann anhand der weiter unten aufgefiihrten
zugehorigen Tableaus eine Detailanalyse vornehmen. Bevor wir hierzu kommen, zeigen wir

(3.31) Satz. Sindyp e U™ und X € C* mit 7x € Ty N P(RX) } RX, so gilt fiir D € ay,

und fiir Y € C mit 7v = orx otp™t:

(1) Es ist | X|=|rx|=|1v|=|Y| ARX#RY A X+Y 1L XY mit X+Y,X-Y €C*.

(2) (D,D+X,D+X+Y,D+Y) ist eine Raute mit (D+X, D+Y") Lay.

(3) Es ist ay = (D, D+X+Y) und tx1y(ay) = ay.

(4) Fiirn:=71x o gilt n €U A ay = Txj2(ay) N Ty = Ty © T(x4v)/2-

(5) Es sei |tx| < |rg|. Dann sind txiy und Tx_y kleinste Translationen in ihren
Richtungen, und a, ist genau dann eine Gl-Achse, wenn ay, eine S-Achse ist.

DX Beweis: (1): Nach (2.35)(4) ist | X|=|7x|=|7v|=|Y]

il N h und RX} ¢(RX) || RY. Dann ist X#Y A X#-Y,

4 d.h. essind X4V, X—Y € C* mit 0 = | X|*—|YV|* =
v D D+M D+X+Y — (X—i—Y) o (X—Y).

(2), (3): (D, D+X,D+X+Y,D+Y) ist ein Paral-

D+Y lelogramm mit |(D+X) — D| = |(D+Y) — D], also

eine Raute. Weiter ist 1) = ay o7y und 7v = @y o7y 07x 0 7'1;1 Oy = Gy © Tx © Gy Damit

folgt &w(D—i—X—i—Y) = dwOTXOTy(D) = &w OTx Ong OTXOEL¢(D) = TyOTX(D) = D+X+Y,

also D+X+Y € ay sowie (D+X, D+Y) || R(X-Y) LR(X+Y) || ay.

(4) Ist M == (X +Y)/2 und h := Spinm pix, SO ist h o Qyp @20 Tx_Mm, also

Tx = Tar 0 Tx = Tar 0 hody und U317 = 7x 07y 0 fy, = Ty © Tx © Ay = Ty © Tay © h Mt

an = h = TM/Q(h) = TMm/2 © T(X_M)/g(a¢) = TX/Q(G/w) und Ty = Ty O TM-

(5): Gébe es ein A €]0, 1] mit 7 € Ty fir Z := N(X+Y), so wire fir 7/ := (X+Y)—Z

auch 7z € Tpy. Wegen |Z| + |Z'| =2-|M| diirfen wir dann 0.B.d.A. von |Z| < |M| ausgehen.

Mit dem Satz von Pythagoras ergébe sich nun |7z| < |75| A |Tx_z| < |75| mit 7x_» € Ty,

also |7z| = |7a| = |Tx_z| < |7B|. Damit hitte U wenigstens zwei Minimalrichtungen, und

B wire falsch gewéhlt. Demnach ist 7xy eine kleinste Translation in Richtung R(X+Y).

Entsprechend ergibt sich die Behauptung fiir 7x_y.

Ist ¢ = @y, so hat n nach (4) den Schub 7/, und nach (3.18)(2),(3) ist a, dann ei-

ne Gl-Achse. Ist dagegen a, ¢ U, so ist 7_p o @y € U gemaB (3.18)(3), und es folgt

UDTxOoT_p0ay = Tx—n O Gy 1) ay, d.h. a, ist dann eine S-Achse. O

(3.32) Corollar. Ist ¢ € U™, so ist ay eine U-Gerade und entweder eine S-Achse oder
eine Gl-Achse. Die Elemente von U™ sind bekannt, wenn die S-Achsen und die
Gl-Achsen bekannt sind.

Beweis: Es gibt ein X € {A, B} mit RX [ ay. Im Falle RX || ay ist 7x(ay) = ay, und

andernfalls ist a, nach (3.31)(3) eine U-Gerade. Die verbleibenden Aussagen ergeben sich

dann aus (3.18). O

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun eine genaue Analyse der Ornamentgruppen
vornehmen:

(3.33) Der Fall [D1]:

Wie bei den Friesgruppen geben wir zunéchst eine Ubersicht an und begriinden dann,
warum damit alle Moglichkeiten erfafit sind. An die Stelle des Hauptabschnittes bei den
Friesgruppen tritt jetzt die Hauptzelle. Die Angaben zur Hauptzelle sind die gleichen wie
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bei jeder gewohnlichen Zelle. Bei den Bezeichnungen steht P fiir ,Pattern“ (Muster),
,C¢ fir centered® (zentriert — das ist der Rautenfall), ,m*“ fiir ,mirror* (Spiegel — es
gibt Spiegelungen) und ,,g* fiir ,, wesentliche Gleitspiegelung“. Wir zeichnen S-Achsen als
kraftige durchgezogene Linien und Gl-Achsen als gestrichelte Linien. Damit beschreiben
wir geméf (3.32) und (3.18) die Elemente von U~

Analyseschema:
UH0 U NSH#D U, 70
[D1]
U=0 U NS=10 U,=10
[P1] Pg] [P | Cn]
P P P P P P
Y U=U' = <74, 75> PP P P PP
P P P P P P
Tp P P P P P P
....... p b p b p b
_______ U= <Ta,7p,9> p b p b p b
_______ mit ALBAY o € {14,785} p b p b p b
Ay p b p b p b
h
B E E E E E E
U= <7a,7p,h> E E E E E E
mit ALBA(h||RAV A || RB) E E E E E E
E E E E E E
""" ) E E E E E E
—h U= <7p,78,h> E E E E E E
mit h(RA) f RAV h(RB) } RB E E E E E E
E E E E E E
Kommentar:

Aus den angegebenen Mustern erkennen wir, dafl die aufgefiihrten vier Fille unter der
Voraussetzung als Ornamrntgruppen und als Symmetriegruppen in Erscheinung tre-
ten. Es bleibt zu zeigen, dafl es keine weiteren Moglichkeiten gibt:

a) Ist U~ = (), so ergibt sich mit (3.23) der Fall [P1].

b) Ist ¢ € U~ mit (Y(RA) k RA)V ((RB) §f RB), so liegt die in (3.31) erfaite Situation
vor, und insbesondere ist dann U~ NS # @ A U, # 0. Dies ist der Fall [Cm], dessen
Details hinsichtlich der Lage der Achsen durch (3.27), (3.31) und (3.18) erfafit sind.

c) Ist v € U™ mit (Y(RA) || RA) A (¥(RB) || RB), so fithren (2.17) und (2.22) auf
(ap || RANay LRB) V (ay || RB A aypLRA), und insbesondere ist dann A L B. Ist jetzt
U NS =), so haben wir den Fall , sonst den Fall . Die Details hinsichtlich der

Lage der Achsen ergeben sich aus (3.18).
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(3.34) Der Fall [ D2]:

Im weiteren sei der Gitterursprung stets Zentrum einer Drehung grofitmoglicher Ord-
nung x mit z € {2,3,4,6}. Durch Transformieren mit den Elementen von 7;; sind dann
alle Gitterpunkte Zentren der Ordnung x. Wir sprechen kurz von z-Zentren und zeichnen
2-Zentren als kleine Kreise sowie die iibrigen Zentren als entsprechende z-Ecke. Ist E
ein x-Zentrum, so ist {¢ €U | p(F)=E} entweder vom Typ C, oder vom Typ DZ. Ist
x € {3,4,6}, so lassen wir das zu E gehorige z-Eck im ersten Fall ungefiarbt und fiillen
es im zweiten schwarz aus.

Analyseschema:
D2} U0 U NS#D U, #0 3 orthog. S-Achsen
U= UNS=40 U,=0 3 orthog. S-Achsen

[P2] Pgg Pmm Pmg Crnm

e /)

o) o) o) — Y+ — TA, T N / / / / / /
B8] U=tft = <rams, D> Sl T

Do O o} / / / / / /
T ~ A
L . ) U= <7475, D> mit ALB Vo
DO--E-Z-E--O Nipop e {Ta, 7B} NDo)p €S Y A Y
““’ VLA

h H H H H H H
U = <74, 75, D, h> mit ALB H HHHHH

D A(h[|RAVA|RB)AD€h H HHH H H
H H H H H H
~ NN N N
U= <Ta, 75, D, > Iilit ALB AR AR AR
Nipope{Ta, g} NDotp €S \ /N /N N
NN SN SN
HHHHHH

u:<TA,TB,5,iL>mitDEh H H H H H H
A (M(RA) f RAV h(RB) f RB) H HHUHH H
H HHH HH

Kommentar:

Wie bei bleibt zu zeigen, dafl es nur die aufgefithrten Moglichkeiten gibt:

a) Nach (3.18)(1) sind neben den Ecken einer Zelle auch die Mitten zwischen diesen
Ecken stets Zentren von Punktspiegelungen. Wegen der Minimaleigenschaften von 74 und
7p kann es gemifl (2.15)(3) keine weiteren Punktspiegelungen geben. Damit kennen wir

UT, und der Fall ist geklart.
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b) Sind 7 € Ty, ¢ € U und X € C mit X € U, so ist gpor/(vX)mp_l = (poT)oXo(r top™)
Element von ¢ und Punktspiegelung an ¢(7(X)) (vgl. (2.35)). Deshalb permutiert ¢ die
2-Zentren, und im Fall ¢ € U~ ist 3[(7(X)+¢(7(X))] € a,.

¢) Ist € U~ und ist D € C mit D € U, so so gilt [ay L a, | fiir ne {D o, o D} gemi
(2.36)(5). Hierbei fithrt (2.24) auf (1) |[v €S AD €c€ay = n€S A a, = (DLlay)| und
auf (2) |D€ay & neS|. Im Falle ((RA) }f RA) V ((RB) }f RB) gilt dann auch
(n(RA) f RA) vV (n(RB) }f RB), d.h. jetzt liegt der Fall in zwei zueinander orthogo-
nalen Richtungen vor — das ist der Fall .

d) Wie bei ergibt sich A L B, wenn nicht die Fille [P2], vorliegen. Deshalb

sind dann nur noch Fille moglich, die durch ,,orthogonale Uberlagerung von und
entstehen kénnen. Wegen c¢), (3.18), (3.20), (3.27) und (3.31) sind dies aber genau

die Fille |Pgg], und | Pmg|.

(3.35) Der Fall [D4]: Analyseschema:
D] U D 3 S-Achse || RA
U=0 ? S-Achse | RA
m o u [P4] Pdg P4m
o ] o U=Ut= <TA,TB,0D,x/2>

G Go G
Go P G
G do o

fo
Cie
Fo
Go do G P

u:<TA>TBj5D,ﬂ/2,¢> mit 0350 GgED 0360

DeayN potp=1arp

Fo
ﬂ%ﬁ%
fo DgE:aPo
Fo

++++ + + +

U:<TA,TB,5D,W/2,7L> ++++ + + +
mit D eh A h||RA + + 4+ 4+ + + +
++++ + + +

Kommentar:

Es ist [7a|=|7p| A 9(74,75)=90°. Indem wir ggf. A mit B vertauschen, diirfen wir
B = €'™/2. A voraussetzen. Uber die Informationen der Tabelle hinausgehend bleibt zu
zeigen, dafl es keine weiteren Moglichkeiten gibt:

a) Es sei 0 := 0pno. Geméa der Wahl des Gitterursprungs sind alle Gitterpunkte
4-Zentren und damit zugleich auch 2-Zentren. Die Verteilung der 2-Zentren fiir eine Zelle
ergibt sich aus . Da 74 09 einen Zellenmittelpunkt als Fixpunkt hat, wie man durch
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Anwendung auf D und D+A bestitigt, ist jeder Zellenmittelpunkt nach (2.36)(3) und
(3.24) ein 4-Zentrum. Die Zellenrandmitten sind 2-Zentren, aber keine 4-Zentren wegen
der Minimalitédt von 74 und 75. Damit folgt der Fall .

b) Es sei ¢ € U™. Ist p := ¢ o 6" mit k € {0,1,2,3}, so ist J(ay,a,) = k- 7/4 (vgl.
(2.36)(5)). AuBlerdem gilt n(RA) || RA VvV n(RA) || RB, da wir nur die Minimalrich-
tungen RA und RB haben. Deshalb ist jede Achse eines Elementes aus U~ parallel zu
RA, RB, R(A—B) oder R(A+B), und jede dieser Geraden tritt als Achsenrichtung auf.
Mit (3.31) folgt nun, dafl es S-Achsen und Gl-Achsen parallel zu R(A—B) und auch parallel
zu R(A+B) gibt, und aus (3.20) erkennt man, wie die S-Achsen relativ zu den 2-Zentren
liegen koénnen. Ist a,, Randgerade einer Zelle, so folgt 7, € <74> U <7p>, d.h. dann ist
a, eine S-Achse.

¢) Wenn irgendeine S-Achse irgend ein 4-Zentrum FE trifft, dann ist nach b) und nach
(3.9) jede Achse durch F und durch F + X fir X € {A, B,(A+B)/2,(A—B)/2} eine
S-Achse. Mit 7y, iibertragt sich dies auf alle 4-Zentren, und in Verbindung mit
ergibt sich dann der Fall .

d) Liegt nicht der Fall ¢) vor, so liegen die S-Achsen, die ja stets Mittelsenkrechten gewis-
ser 4-Zentren und auch gewisser 2-Zentren sind, notwendig wie in angegeben, und
nach (3.31) sind die Zelldiagonalen dann Gl-Achsen. Fiir die zu RA oder RB parallelen
Achsen besteht jetzt nach (3.34) nur die in beschriebene Moglichkeit, und damit

erhalten wir den Fall .
(3.36) Der Fall [D3]:

D3]

Analyseschema:

U D B S-Achse || RA

U 3 S-Achse | RA

= [P3] P3m| [P3ml] 0B oR R oR

0
P3

ok o ok R
| U=U"=<74,7B,0D 273> £ R R R

S
- = = >

P3m” U= <TA77—B75D,27r/37B> >_ >_ >_ >_
mit D € h A h||RA )T SR SR

- - - -
P P PN

U= <TA7TB75D,271'/377:L> /l\ /l\ /l\ /l\

mit D€ h A h || R(A+B) Lo

AL LA
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Kommentar:

Es ist |74| = |7p| =[7a-p| A (74, 75) =60°. Indem wir ggf. A mit B vertauschen, diirfen
wir B = /3. A voraussetzen. Uber die Informationen der Tabelle hinausgehend bleibt zu
zeigen, dafl es keine weiteren Moglichkeiten gibt:

a) Offenbar sind {D, D+A, D+B} und {D+A, D+B, D+A+B} gleichseitige Dreiecke
mit |A| = |B| = |A—B| = |A+B|/v/3. Demnach besteht jede Zelle aus zwei gleichseitigen
Dreiecken, die auch Halbzellen genannt werden. Was fiir eine Halbzelle gezeigt ist, gilt
entsprechend fiir jede andere Halbzelle, wie wir sehen werden.

b) Jede Halbzelle hat einen Schwerpunkt, der auch Mitte der Halbzelle genannt wird.
Fiir das Dreieck {D, D+A, D+B} ist dies der Punkt M := D+(A+B)/3. Mit (2.36)(3)
erkennt man durch Anwenden auf D und D+A, dafl 74 0 dp ar/3 = dar,2x/3 ist. Entspre-
chendes gilt fiir die zweite Halbzelle mit dem Mittelpunkt D+2M. Demnach treten neben
den Gitterecken auch alle Halbzellmitten als 3-Zentren in Erscheinung. Der minimale Ab-
stand fiir zwei verschiedene der aufgefiihrten 3-Zentren ist |74]/v/3.

c¢) Nach (3.35) werden die 3-Zentren durch jedes Element von U/ permutiert. Nach (3.29)D3
besteht U* nur aus Translationen und aus Drehungen der Ordnung 3. Gibe es noch an-
dere als die bereits erwihnten 3-Zentren, so hétte man Elemente 0g 2x/3, 0par/3 €U\ Ty
mit 0 < |E—F| < |7a|/v/3, und dann wire 7 := 0B,27/3 © Opax/3 Nach (2.36)(2) ein Element
von Ty mit 0<|7| <|74|, wie man durch Anwenden von g 2x/30 dpur/s auf F erkennt.
Wegen der Minimalitéit von |74] scheidet diese Moglichkeit aus. Damit ist der auf U~ = ()
bezogene Fall vollsténdig beschrieben.
d) Essei ¢y €U Tst n=1p 00}, 5 mit k€ {0, 1,2}, soist I (ay,a,) =k-71/3 (vgl. (2.36)).
Da n die drei Minimalrichtungen RA||, RBJ|, R(A—B)|| permutiert und da diese sich
unter 0° oder 60° oder 120° schneiden, ist <(RA, a,) € {0°,30°,60°,90°,120°,150°} (vgl.
(2.36)(5)), und mit (3.29)D3 folgt
entweder < (RA,a,) e {0°,60°,120°} V ke{0,1,2} - das ist der Fall | P3m|| -,

oder ¥(RA,a,) € {30°,90°,150°} V ke {0,1,2} — das ist der Fall | P3mL].
In beiden Féllen kommt wegen k € {0, 1,2} jede der Gradzahlen als Winkelgrofie vor.
Da es stets ein X € {A, B, A—B} mit n(RX) }f RX gibt, existieren nach (3.31) parallel
zu a, sowohl S-Achsen als auch Gi-Achsen.

e) Zu jeder S-Achse h gibt es ein X € {A, B,A—B} mit h } D+RX, und dann gibt
es auf D+RX zwei 3-Zentren E, F mit ( # [E, F] N h={G} so, daB |[E—F|=|r4| und
|G—E| <|74|/2 ist. Dann ist das 3-Zentrum A(E) eine Ecke oder die Mitte einer Halbzelle
mit Eckpunkt FE, und dies hat wegen h= sy A |E—h(E)| < |74| zur Folge, daB h ein
3-Zentrum (evtl. in einer Nachbarhalbzelle) trifft. Damit ist gezeigt, dafi jede S-Achse ein
3-Zentrum trifft.

f) Es sei U~ # (). Bisher war der Gitterursprung D ein beliebiges 3-Zentrum. Wegen e)
diirfen wir uns D derart gewéhlt denken, dafl es ein h€ G mit ‘fNL ceU" NDe h‘ gibt.
Nach (3.9) ist dann jeder Gitterpunkt das Zentrum einer in & enthaltenen D3.

Die in d) fiir den Fall | P3m || | bzw. angegebene Winkelaussage gilt nach (3.29)D3

fiir alle n € U~. Verbinden wir dies mit (3.18) und (3.31), so haben wir eine vollstandige
Beschreibung dieser Fille.
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(3.37) Der Fall |D6: Analyseschemas:

5] U0

(2o Pom % % B ®

: ’ U=U"=<Ta,TB,0Dx/3> % (%% ?%% %%'
ol e

o

* K ¥ ¥

U = <74, 75,0pr/3, h> KK KK
mit D € h K K K K

¥ K K ¥

Kommentar:

a) Da jedes 6-Zentrum zugleich auch 3-Zentrum und 2-Zentrum ist und da |74| = |75| =
=|Ta_p| mit J(74,75)=060° ist, lassen sich einige Ergebnisse aus (3.34) und (3.36) auf
die vorliegende Situation iibertragen.

Zunéchst bemerken wir, daf} jedes Element aus U separat die 2-Zentren, die 3-Zentren
und die 6-Zentren permutiert, daf jeder Gitterpunkt ein 6-Zentrum ist und dafl es wie in
(3.36) gentigt, Halbzellen zu betrachten. Nach (3.36)b) und (3.34)a) ist jede Halbzellenmit-
te (wenigstens) ein 3-Zentrum und jede Seitenmitte eines Halbzellenrandes (wenigstens)
ein 2-Zentrum. Die Existenz weiterer 2-Zentren bzw. weiterer 3-Zentren widerspréche
den Erérterungen zu bzw. . Damit haben wir eine vollstdndige Beschreibung des
Falles .

b) Es gebe ein ¢ €eUU~. Da ein X € {A, B, A—B} mit ¢ (RX) }f RX existiert, findet man
nach (3.31) parallel zu a,, sowohl S-Achsen als auch Gl -Achsen.

Die in (3.36)e) fiir 3-Zentren durchgefithrte Uberlegung gilt ganz analog auch fiir
6-Zentren, und damit ist klar, dafl jede S-Achse ein 6-Zentrum trifft. Ist £ ein sol-
ches 6-Zentrum, so ist {p €U | p(E) = E} gemiB (3.9) eine DY. Da alle 6-Zentren durch
Elemente von 7;; ineinander transformierbar sind, bestimmt jeder Gitterpunkt eine Un-
tergruppe des Typs D¢ von U.

Offenbar lassen sich auch die Winkelerorterungen fiir Achsen aus (3.36) iibernehmen,
mit dem Unterschied nur, daf§ die Disjunktion in e) zwischen | P3m|| | und nun
durch die Konjunktion dieser Fille zu ersetzen ist. In diesem Sinne entsteht die Figur zu

durch Uberlagerung der Figuren zu | P3m|| | und |P3m_L |. Damit ist der Fall
vollstéandig beschrieben.
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4. ISOMETRIEN DES ANSCHAUUNGSRAUMES

A. Grundeigenschaften des R3

Nach R. DESCARTES (1596-1650) lassen sich die Punkte des Anschauungsraumes durch
Zahlentripel beschreiben. Durch diesen Ansatz wird es moglich, geometrische Fragen mit
algebraischen Methoden zu behandeln.

(4.1) Die Menge R® = {(x,y,2) | z,y,2z € R} aller Tripel aus reellen Zahlen wird durch
die komponentenweise Addition

(1) (x,y,2) + (u,v,w) = (r+u,y+v,z+w)| Vazyzuv,welR

zu einer abelschen Gruppe R3(+) mit dem neutralen Element (0,0,0) und mit

(2) ($ayaz)_(uavaw):(x_uay_vvz_w) vm7y7zau7vaw€Rv

(3) —(z,y,2) = (—x,—y,—2) Vuz,y,z€R.

(4.2) Analog zum ebenen Fall deuten wir jedes Tripel A = (a, b, ¢) reeller Zahlen a,b, ¢

einerseits als Punkt des Anschauungsraumes und andererseits als Vektor (= Ortsvektor),
namlich als (geradlinigen) Pfeil, der vom sog. Ursprung 0 := (0,0, 0) zum Punkt A zeigt.

B=(d.e)

Ist A=(a,b,c) € R? so wird die Zahl
(1) | |[A] :=vVa2+b?+c2 e Ry

die Lange oder der Absolutbetrag des
Vektors A genannt. Ferner wird die Zahl

(2) | [A=B|=/(a—d)*+(b—e)*+(c—f)?
als der Abstand oder als die Distanz der
Punkte A = (a,b,c) und B = (d,e, f)
des R? bezeichnet. Dies basiert entsprechend
der nebenstehenden Figur auf dem Satz des
_

0=000 (@00 0.0 x PYTHAGORAS.

(4.3) Zwischen den Elementen von R, die jetzt auch Skalare genannt werden, und den
Vektoren des R? wird eine sog. skalare Multiplikation eingefiihrt durch

(1) /\(l’,y,Z) = ()\ZE,)\:%AZ) = (£E7y,2))\ VAJ,?J,ZGR

V2 =t2+u? =r?+s24-u?
Rfﬂ

z

Fiir A\, x € R und X,Y € R? gelten nach den Grundvorlesungen die Regeln
2)1- X=X A (-1)- X =-X,

B)ANX=0&)1=0V X=0,

(1) (X)X =X (=X) = —=(A- X) A (=A)- (=X) = A- X,

(5) A (- X) = (\-p) - X,

6) A (X+Y)=A- X+ A Y A XA (X=Y)=XA-X=-)Y,

(7)) Mp) - X=X X+pu-X N A=p) - X=X X—p-X.

Die abelsche Gruppe R3(+) zusammen mit der gerade eingefiihrten skalaren Multiplikati-
on wird der Vektorraum (R3 R) genannt, und der Ursprung 0 heifit auch Nullvektor.

)
3)
4)
) A
) A
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(4.4) Fiir a,b,¢,d, e, f € R setzt man
(1) |[(a,b,c)o(d,e, f) :=ad+be+cf € R|.

Durch (1) ist je zwei Vektoren A, B € R? eine reelle Zahl Ao B € R zugeordnet; diese
Zahl wird das Skalarprodukt von A und B genannt.
Fiir A € R und A, B,C € R? ergeben sich nach den Grundvorlesungen die Regeln

)

3) Ao(B+(C)=AoB+Ao(,

4) A-A)oB=X-(AoB)=Ao ()X B),

5) |A%:= Ao A= |A|?],
)
)
)

(A-Al = AA] A (Al =0 < A=0),
o(=B) = (AoB) und |[A—BJ? = |[A> —2.Ao B+ |BP,
o B =1(|A]*+ |B|* — |A-BJ?).
(4.5) Ist A€ R3\{0}, so bezeichnet man die Menge

A AL (1) |AT={X e R | [X—(-4)| = [X-A]}
\ als die Mittelsenkrechte von —A, A oder auch als
\ 0 die Symmetrieebene von — A, A. Die Elemente von
\

A+ heifien die zu A senkrechten oder orthogona-

-4 len Vektoren. Da stets ist, nennt man
J_ ==
AV (2) [&:= (4" [ AR \{0}}

die Menge der mit 0 inzidierenden Ebenen des R3.
Fiir AcR3\{0} und X e R folgt [X € At & |[X+A|=|X-A| & (X+A4)?=(X-4)? &
& 2Xo0A=-2X0A & XoA=0] sowie Ao A =|A]*>+#£0, also

3) [Xedl & XoA=0| A|AgAL] VAcR\{0}, VX RS

Wegen (3) werden Vektoren X,Y € R? genau dann senkrecht oder orthogonal genannt,
in Zeichen: X 1Y wenn X oY = 0 ist. Hierbei gilt

(4) [ XY © YLIX| VXY eR?

In diesem Zusammenhang ergénzt man (1) durch die Festsetzung .
(4.6) Fiir A, B,C € R3 setzen wir

(1) |IRA:={aA | aecR}
(2) |RA+RB = {aA+6B | o, € R} | und
(3) |RA+RB4RC := {aA+8B+~C | a, 3,7 € R}|.

Ist hierbei A # 0, so wird RA als ein eindimensionaler Untervektorraum bezeichnet.
Wegen 0 € RA VA € R*\{0} nennen wir

(4) |&o:={RA| AeR’\{0}}
die Menge der mit 0 inzidierenden Geraden.
Vektoren A, B € R?*\{0} heifien linear unabhingig genau im Falle RA # RB, wobei
(5) [RA#RB < A¢RB < B¢RA] gilt.
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Vektoren A, B,C € R*\{0} werden genau im Falle RA+RB+RC =R? als linear un-
abhiingig oder auch als Basis des R? bezeichnet.

Nach den in den Grundvorlesungen vorgestellten Regeln der linearen Algebra gelten fiir
die eingefiihrten Begriffe die folgenden Aussagen:
(4.7) Ist A= (a,b,c) € R®\{0} und ist X = (z,y,2) € R3, so fiihrt (4.5)(3) auf

(1) |[XeAlt & ar+by+cz=0]|.
Die Gleichung in (1) wird homogene lineare Gleichung in 3 Variablen genannt; sie
heifit nichttrivial wegen (a,b,c) # (0,0,0). Jedes Tripel (z,vy,2) € R mit ax+by+cz=0
wird als eine Losung dieser Gleichung bezeichnet.

Als Losungsmenge einer nichttrivialen homogenen linearen Gleichung in 3 Variablen ist
A* ein sog. zweidimensionaler Untervektorraum des R, d.h. es gibt eine Darstellung

(2) |A* = RB+RC| mit |B,C € AX\{0}|und [RB # RC].
Sind andererseits B,C' € A+\{0} beliebig gewihlt und gilt RB # RC, so ergibt sich (2),
und wegen A & At folgt auerdem

(3) [RA+RB4+RC = R3|.
Hierbei ist die Darstellung der Punkte des R? eindeutig geméf
(4) |zA+yB+2C = uA+vB+wC & (1,y,2) = (u,v,w)| V (z,y,2), (u,v,w) € R3.

(4.8) Wir setzen (1) |(RA)L := At| V A € R*\{0}. Dies ist sinnvoll wegen

(2) [AL =Dt & RA=RD| V A,DeR*\{0}.
Beweis von (2): Ist RA # RD, so ist AL N D+ als Losungsmenge des linearen Gleichungs-
systems [X oA =0 A X oD = 0] eine Gerade durch 0. Ist dagegen D = AA mit A\ € R*,
soist [XoA=0 & XodM=0& XoD=0VXecR3 also AL =D+ O
(4.9) Ist D € R*\{0} und ist A :=|D|™' - D, so fiihrt (4.8) auf

(1) [|[Al]=1 A D=|D|-A N Dt = At].
Wenn man in der vorliegenden Situation D durch A ersetzt, so wird D durch einen Vektor

gleicher Richtung mit der Lange 1 ersetzt, und man sagt, D wird zu A normiert. Hierbei
andert sich die Menge der zu D orthogonalen Vektoren nicht.

In A+ kann man offenbar einen Vektor B der Linge 1 finden. Da A und B in diesem Falle
linear unabhéngig sind, ist A N B+ nach dem Beweis von (4.8) eine Gerade durch 0, d.h.
es gibt einen Vektor C' der Lénge 1 mit

(2) |[A*NBt=RC A |[A|=|B|=|C|=1 AN ALB AN B1C AN CLA|.

Wegen (2) und wegen RA+RB+RC = R? wird {4, B, C} eine Orthonormalbasis oder
kurz eine ON-Basis des R? genannt.

In der angegebenen Weise konnen wir ausgehend von einem beliebigen Vektor D # 0 viele
ON-Basen finden. Unter all diesen ON-Basen wird die Basis

(3) {El, EQ, Eg} mit El = (1, O, 0) N EQ = (O, 1, 0) VAN Eg = (O, O, 1)
besonders hervorgehoben und als die Standardbasis des R? bezeichnet. Offenbar gilt
(4) | 2B\ +yEyt+zEs = (z,y,2) | YV (z,y,2) € R3.




38 (4.10) Isometrien des Anschauungsraumes

B. Isometrien des R3

(4.10) Eine Abbildung ¢ : R? — R? heifit Isometrie des R?, wenn
(1) |9(0)=0] A [[e(X)—p(Y)|=|X-Y| VXYV ER’
gilt. Die Isometrien des R3 sind also diejenigen distanztreuen Abbildungen des R? in sich,

die den Ursprung festlassen. Thre Geamtheit wird mit O3 bezeichnet.
Ist p € O3, so fithrt (1) mit Y = 0 auf

@ [P = IX]] VX eR?,

und weiter folgt

3) [p(X)op(Y)=XoY]| VXY RS,

denn wegen (2) ist (p(X))* = X? V X € R? und fiir X,V € R? gilt dann

(4) e(X)=p(Y)| = |X=Y]| & (p(X)=p(Y))? = (X=Y)? & ¢(X)op(Y)=XoY.
Aus (3) ergibt sich

(5) [X1Y & ¢(X)Lo(Y)] VX,V eR?

d.h. jede Isometrie ist orthogonalitatstreu.

Mit Blick auf (2) und (4) erhalten wir

(6) Ist ¢ : R? — R3 eine Abbildung mit (3), so ist ¢ € Os.

Fiir das Verketten ,,0¢ von Isometrien gilt

(7) Y o, € Oy,

denn sind ¢, 1) € O3, so ist [po(X)—pop(Y)| = [¢(X)—(Y)| = |X-Y] VX,V € R3,
und es gilt p o (0) = ¢(0) = 0.
Als weitere wichtige Figenschaften der Isometrien notieren wir
(4.11) Satz. Ist ¢ € O3 und existiert eine Basis {A, B,C} des R® mit
(A)=A AN o(B)=B A ¢(C)=C, soist ¢ = idgs.
Beweis: Fiir X € R* und D € {A, B,C} gilt p(X)oD = p(X)op(D) ® X o D, also
(p(X)=X)o D =0, dh. es sind A, B,C € (p(X)—X)L. Dann ist o(X)—X ¢ R3\{0},
und es folgt p(X)= X. Dies bedeutet ¢ = idgs. O
(4.12) Satz. Sind B, C unabhingige Vektoren des R3, so gibt es genau ein ¢ € O3\ {idgs}
mit p(B) = B AN ¢(C) = C. Die Fizpunktmenge von ¢ ist ¢ := RB+RC, und
© ist eine lineare Bijektion mit (1) | = @7, die in der Form
(2) |p:R*—R®: xA+yB+2C — —zA+yB+2C| V (z,y,2) € R?
mit A € (B* N CH)\{0} darstellbar ist.
Wir bezeichnen ¢ als die Spiegelung ¢ an der Ebene ¢ € €.
Beweis: Es sei A € BENC* mit A # 0. Nach (4.7) ist {A, B,C} eine Basis des R? mit
At =RB+RC =: ¢.
1) Ist  geméB (2) definiert, so ist ¢ eine lineare Bijektion mit (1), wie man sofort bestétigt,
und fiir X = 2A+yB+2C und Y = uA+vB+wC mit (z,y,2), (u,v,w) € R? fiihrt die
Beziehung B,C € At auf ¢(X) o o(Y) = (—xA+yB+2C) o (—uA+vB+wC) = X oY,
d.h. geméfB (4.10)(6) ist ¢ eine Isometrie mit ¢(B) =B A ¢(C) =C.

=

(4.10
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(2) Ist ¢ eine beliebige Isometrie des R® mit ¢»(B) = B A ¢(C) = C, so fiihren
(4.10)(5),(2) auf 1 (A) € B*NC*+ = RA mit [¢(A)| = |A], also auf p(A) = AV (A) = — A.
Im ersten Fall wire ¢ = idgs geméaf (4.11), und folglich ist ¥/(A) = —A. Nach (4.10)(7)
ist o~ 0 1) = p o1 nun eine Isometrie mit den Fixpunkten A, B,C, und mit (4.11) folgt
dann ¢! o1 = idps, also ¥ = . O
(4.13) Satz. Sind S,T S R* mit |S| = [T, so gibt es genau ein ¢ € € mit £(S) = T.
Hierbei ist e = (S—T)* und 3(S+T) € e.
Beweis: Es seien A := S—T und B,C' € A*\{0} mit RB # RC. Ist D := 1(S+T), so fiihrt
S?2=T%auf Ao D = %(S—T) o (S+T) =0, d.h. esist D € AL, und es gibt 3,7 € R mit
D = B4+~C. Nun ist S = 3A+D = A+3B++C und T = —%A—i—D = —sA+3B+1C,
und mit (4.12)(2) folgt dann &(S) = T fiir ¢ := AL, Ist § € &, mit 0(S) = T, so ist
ToX =06(S)o0d(X) O g0 x v X e §,also X € (S—T)+ =¢ V X €6 und damit
d=¢e. O
(4.14) Satz. Jede Isometrie des R? ist ein Produkt von zwei oder drei Spiegelungen an
Ebenen aus €.
Beweis: Es sei ¢ € Os. 1) Ist ¢ = idgs, so ist ¢ = o ¢ fiir jedes € € €. Ist ¢ # idgs und
ist A € R® mit p(A) # A, so ist |p(A)] = |A] # 0, und nach (4.13) gilt |¢(A) = A| fiir
=& op € Oz mit g, := (p(A)—A)*.
2) Ist ¢ = idps, so ist p = &1 = & 0 & 0 &. Ist ) # idgs und ist B € R3 mit ¢(B) # B,
so ist [¢(B)| = |B| # 0, und fiir €5 := (¢(B)—B)* und 1 := & 01 € Os folgt |n(B) = B
gemifl (4.13). Wegen A o ¢)(B) = 1)(A) o ¢(B) OO Ao Bist A e (¢¥(B)—B)* = e,.
Dies impliziert |[RA # RB | wegen B ¢ ¢ und auch £5(A) = A, also [n(A) = A]|.
3) Nach (4.12) gilt nun entweder 1 = idgs, also & 0 €1 0 ¢ = idgs und damit p = &; o &y,
oder es ist n = &3 fiir e3 := RA+RB, also £ 01 0 p = &3 und damit p =&y 0éy0é5. O

(4.15) Corollar 1. Jede Isometrie ist eine lineare Bijektion. Ist ¢ € Osz, so ist auch
ot € O3. Mit dem Verketten .0 als Verkniipfung ist Oz (o) eine Gruppe,
genannt orthogonale Gruppe des R3.

Beweis: Beim Verketten linearer Bijektionen entsteht eine lineare Bijektion. Deshalb folgt

die Behauptung aus (4.14), (4.12), (4.10)(7) und aus (£;0&5) 7! = £,0&; A (§1089083)7 ! =

253052051 fir €1,E2,€3 € @0. O

(4.16) Corollar 2. Die Isometrien des R® sind die Abbildungen des Typs

0 :R*—=R3: (x,y,2) = xA+yB+2C|,
wobei { A, B,C} eine ON-Basis des R? ist.

Beweis: 1) Ist ¢ wie angegeben dargestellt, so folgt p(X)o@(Y)=XoY V XY € R3,

und nach (4.10)(6) gilt dann ¢ € Os. 2) Ist ¢ € O3 beliebig vorgegeben, so ist {A, B,C'}

fir A := ¢(F1), B := ¢(E,),C := ¢(Fj3) nach (4.10)(2),(5) eine ON-Basis des R?, und

mit der Linearitat von ¢ geméf (4.15) folgt die angegebene Darstellung. O

Uber die Fixpunktmengen von Isometrien zeigen wir

(4.17) Satz. Sind d,¢ € & mit § # ¢, so ist die Gerade 0 Ne € B, die Menge der
Fixpunkte von 6 o €. Man bezeichnet 6 N e auch als die Achse von § o €.
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Beweis: Offenbar gilt 60&(X) = X V X € §Ne. Nunsei A € §Ne mit A # 0. Giibe es ein
B € R*\RA mit ¢ o &(B) = B, so wire &(B) = 0(B). Im Falle §(B) = §(B) = B
hitten wir dann ¢ = RA + RB = §, und im Falle £(B) = 0(B) # B ergibe sich
e = ((B)-B)* = (§(B)—B)* = 6 gemif (4.13). O

(4.18) Satz. Sind 1,609,635 € € mit e Nea Neg € B, so gibt es ein g4 € & mit
51052053 254.
Beweis: Ist €5 = €3, so0 ist €1 0 €9 0 £3 = £1. Im weiteren sei g9 # €3 und ¢ := &3 0 3. Dann
gibt es ein A € R*\{0} mit eaNez = RA C &1, und nach (4.17) ist RA die Menge der Fix-
punkte von . Weiter gibt es ein B € R3\{0} mit &y = B+, und wegen A € ¢, ist B € A*.
Nun seien C, D € A+\{0} mit At = RC + RD. Wegen p(A) = A und wegen C, D 1A
sind ¢(C), p(D) € A+ gemiB (4.10)(5). Wegen C, D € RA ist p(C) # C A (D) # D.
Gébe es ein A € R* mit o(C)—C = Ap(D)—D), so wire p(C—AD) = C—\D, also
C—-AD € RA N At = {0} und damit RC' = RD.
Demnach ist R(p(C)—C)+R(p(D)—D) = A+, und es gibt o, 3 € Rmit B = a(p(C)—C)+
+5(e(D)—D). Setzen wir nun P := «oC + (3D, so folgt und p(P)—P =
= a(p(C)-C) + B(p(D)—D) = B # 0, also |P € RA|. Wegen |p(P)| = |P| und
(p(P)—P)*+ = B+ = ¢, fiihrt (4.13) auf &,(P) = ¢(P), also auf | P = &, 0 ¢ (P)|.
Wegen A = &1 0 ¢ (A) und (4.12) gilt nun entweder &, o ¢ = idgs oder £; 0 ¢ = &4 mit
g4 := RA+ RP. Im ersten Fall wire ¢ = £;, und dann ware die Fixpunktmenge von ¢
eine Ebene. Folglich ist €1 063063 =¢&4. O

(4.19) Satz. Sind £1,e9,e3 € €y mit 1 NeyNeg = {0}, so ist O der einzige Fizpunkt von
€1 0E90E3.

Beweis: Wegen e Ney Neg = {0} ist g9 # €3, d.h. es gibt ein A € R3\{0} mit eo Ne3 =
= RA, und nach (4.17) ist RA die Menge der Fixpunkte von ¢ := &5 0 &3.

Angenommen, es gibt ein B € R*\{0} mit &, o ¢ (B) = B. Dann ist ¢ (B) = &(B). Im
Falle ¢ (B) = £;(B) = B wiare B € RANe; = {0}. Im Falle ¢ (B) = £,(B) # B wére
¢(B)oA=¢(B)oyp(A) 40 g, A, also A € (p(B)—B)*, und mit (4.13) ergiibe sich
g1 = (p(B)—B)* wegen |p(B)|=|B|, also A € £, NeyNes. Damit folgt die Behauptung. O

Als Folgerungen aus den bewiesenen Sédtzen notieren wir

(4.20) Dreispiegelungssatz fiir Isometrien. Sind €1,e9,63 € €, s0 ist & 0 &y 0 &3
genau dann eine Spiegelung an einer Ebene aus €y, wenn 1 Neg Neg € B ist.

Beweis: (4.18), (4.19). O

(4.21) Klassifizierung der Isometrien.

(1) Sind e1,e5 € &y, so heifit £, 0y eine Drehung oder eine gerade Isometrie. Die
Fizpunktmenge von &, o &y ist entweder der R® oder eine Gerade durch O .

(2) Sind e1,€9,e3 € €, so heift £, 09 0E3 eine ungerade Isometrie. Die Fizpunkt-
menge von €, o &y o £z ist entweder eine Ebene durch O oder die Menge {0}. Im
zweiten Fall wird €, o €9 0 €5 eine Drehspiegelung genannt.

(3) Bezeichnet OF bzw. O3 die Menge der geraden bzw. der ungeraden Isometrien,

so ist O3 N Oz =1.

Beweis: (1) folgt aus (4.17) und (2) aus (4.18), (4.19). Die Verschiedenheit der Fixpunkt-
mengen impliziert (3). O



Isometrien des Anschauungsraumes (4.22) 41

Als wichtige Aussagen iiber Drehungen zeigen wir

(4.22) Satz. OF ist eine Untergruppe von Os (o). Fir ¢ € OF und ,n € O3 gilt
potp, YopeOs, honeOF und YoOFf :={yod|deOi}=0;.

Beweis: 1) Sind 81,0, € OF, so gibt es A, B € R*\{0} mit §;(4) = A A &(B) = B.

Weiter gibt es dann ein ¢ € &, mit ¢ 5 A, B, und nach (4.18) gibt es 1,69 € & mit

010 =& N 08y =&y Esfolgt ;00 = (6, 0&) 0 (€0dy) = £ 08y € OF. Wegen

(308,) L =&1083€ OF Vez,e4 € & ist OF dann eine Untergruppe von Os (o).

2) Nach 1) liegt jedes Produkt von 5 bzw. 6 Spiegelungen an Ebenen aus &, in Oy bzw.

Oy . Insbesondere gibt es zu ¥, € OF ein 6 € OF mit ' on = §, und damit ist

n=1o0d € 1oy gezeigt. Dies impliziert O3 =1 o OFf. O

(4.23) Satz. Ist g € B, so ist OFf (9) :={p € OF | ¢(X) =X V X €g} eine abelsche

Untergruppe von OF (o). Die Elemente von OF (g) werden die Drehungen um die
Achse g genannt.

Beweis: Es ist idgs € OF (g). Sind ¢, € OF (g), so folgt o (X) = ¢ (X)=X sowie
X =90 1(X)V X €g, also por), o=t € OF (g). Deshalb ist OF (g) eine Untergruppe von
OF.Sind ey, ...,e4 € € mit g C 1 NeaNezNey und gilt  := &) 0&y sowie ¥ 1= £30&4 (vel.
(4.17), (4.21)), 50 folgt @ot) = (£,085) 0 (53084) = (51055083) 08, "2 (5408508,) 08, =
530(52051054) = 530(54051052) = (53054)0(51052) :1/1030. O
(4.24) Satz. Sind A, B unabhingige Vektoren des R? und sind p,v € OF
mit o (A) =¥ (A) N ¢ (B)=v(B), soist o = 1.
Beweis: Es ist 1o € OFf mit ptop(4) = A A v Lop(B) = B.Da0,AB
nichtkollinear sind, fithrt (4.21)(1) auf ¢! o ¢ = idgs, d.h. esist ¢ =1, O
SchlieBlich beweisen wir iiber Drehspiegelungen die Aussagen
(4.25) Satz. Die lineare Bijektion 0 : R® — R® : X — —X st eine Drehspiegelung
mit 0 =071 und mit 0(g) =g ¥V g€ &y. Es gilt Oop=¢o0 V pc Os. Man
nennt 0 die Punktspiegelung am Ursprung.

Beweis: Offenbar ist 0 eine lineare Bijektion mit 0 = 07!, und nach (4.10)(6) ist 0 wegen
(=X)o(=Y)=XoY V X,Y € R3 eine Isometrie. Aus —X = X folgt X = 0 fiir X € R?,
und folglich ist 0 der einzige Fixpunkt von 0. Offenbar gilt auch 0(g) =g V g € &, und
Oop(X)=—p(X)=p(—X)=po0(X) VX ER? VypeO;(vgl (4.15)). O
(4.26) Satz. Ist ¢ eine Drehspiegelung, so gibt es eine Drehung § um eine Achse g € B
derart, daff |(g) =g N Y =Eo0d=2050¢&| fir |e:=g*|ist
Dies erkldrt die Bezeichnung ,,Drehspiegelung®.
Beweis: Da 001 € OF ist, gibt es ein g € &, mit 0o (X) = X V X € g, also
mit v (g) = g. Ist nun ¢ := g+, so fithrt (4.12)(2) auf £ (X) = —X V X € g, und fiir
§ =201 € OFf folgt 6§ (X)=(600)o(001)(X)=X V X € g, dh.§ ist eine Drehung
um g mit € o § = 1. Wegen
) 5 6! 5 o 5 ot €
X>X=--X—> -X=>XVXecgund VY 56)=0()) —>Y—=>Y VYee
ist 200000 "2 ides, also ) = E0d = d o0& O
(4.27) Satz. Zu jedem o € O3 gibt es ein A € R3\{0} mit p(RA) = RA A ¢(AL) = AL
Beweis: (4.10)(5), (4.21), (4.26). O
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5. DIE SYMMETRIEN DER PLATONISCHEN KORPER

Unter allen regelméfligen Korpern sind die platonischen Koérper die einfachsten. Sie
wurden von PLATON (ca. 429 — ca. 348 v. Chr.) in seinem Werk ,Timaios® in Kapi-
tel 20 — 22 aus philosophischer Sicht und von EUKLID (ca. 360 — ca. 290 v. Chr.) in
seinem Werk ,Die Elemente“ im 13. Buch aus mathematischer Sicht untersucht.

Tetraeder . Oktaeder Hexaeder
Ikosaede. c‘ Dodekaeder

Jeder dieser Korper besitzt erstaunlich viele Symmetrien. Hierbei wird eine distanztreue
Abbildung ¢ : R?* — R? genau dann als Symmetrie des Kérpers bezeichnet, wenn sie
dessen Ecken permutiert.

Die Symmetrien eines jeden platonischen Korpers bilden mit dem Verketten als Ver-
kniipfung eine Gruppe, die im folgenden bestimmt werden soll.

A. Wiirfel, Oktaeder und Tetraeder

(5.1) a) Am vertrautesten unter den platonischen Korpern ist uns der Wiirfel, der auch
als Hezaeder (6-Flachner) bezeichnet wird.
Um dessen Symmetrien als Isometrien des R? zu erfassen, denken wir uns die Ecken eines
Wiirfels W in der Form Py, ..., Py, — Py, ..., — P, mit
P=(1,1,1), P,=(-1,1,—1), Py=(1,—1,—-1), P, = (-1, —1,1)

gegeben.
b) Eine Verbindungsstrecke zwischen zwei Ecken XY des Wiirfels W heifit

Kante von W, wenn sie die Lénge 2 hat,

Flichendiagonale von W, wenn sie die Linge 2v/2 hat,

Raumdiagonale von W, wenn sie die Liange 21/3 hat.
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Die Seitenmitten von W sind die Mittelpunkte der Flachen-
diagonalen, also die Punkte +F,, £F,, +F3, wie man nach-
priifen kann. Der Ursprung 0 ist die Mitte der Raumdiagonalen
dy := [Py, —Py] fur k =1, ..., 4 und wird die Mitte des Wiirfels
W genannt.
c) Es sei Gyy die Menge der Symmetrien von W. Ist p € Sy,
so folgt aus der Distanztreue von ¢, dafl ¢ die Kanten, die
Fldchendiagonalen und die Raumdiagonalen mittentreu per-
mutiert, d.h. ¢ 148t den Ursprung fest und ist deshalb eine
Isometrie des R3.
d) Wir betrachten die Isometrien

(1) o :R® - R3: (z,y,2) = xF, +yE3 — 2By, = (v, —2,7),

(2) as:R® = R3: (2,y,2) = xFy +yEs + 2B, = (2,7,v),

(3) az:R3> = R3: (1,y,2) - —xE3 —yFEy — 2F; = (—2,—y, —1).
Diese permutieren die Wiirfelecken, da jede dieser Ecken von der Form (z,y,z) mit
x,y,z € {1,—1} ist.
Die Isometrien a; bzw. ay bzw. ag haben die Fixpunktmengen RE; bzw. R(1,1,1) bzw.
R(1,0,—1), wie man nachrechnen kann, d.h. es handelt sich hier um Drehungen.

e) Fir k € N und m € {1,2,3} induziert oF, eine Permutation der Raumdiagonalen
dy,...,ds von W, die wir als Permutationen p¥, der Indizes 1, ..., 4 notieren kénnen, wobei
wir jeweils das Bild unter das Urbild stellen. Aus den Vorgaben erhalten wir dann

(1) oy _<1234> o _(1234) o _(1234)
pebr=A2341) 2T 1423) BT 1243)

wie man nachpriifen kann, wobei ::: jeweils fiir ,bewirkt“ steht. Da das Verketten der a,,
dem der p,, entspricht, folgt

1234 1234 1234

(5) a%:::p%=(3412>, 04?33517?:(4123)’ o pzll:(1234>’
1234 1234 1234

(6) a%:::p§:<1342>, 04%331])%:(1234)’ a%:::p§:<1234>-

f) Ist ¢ eine beliebige Permutation von {1,2,3,4}, so gibt es gemif (4), (5), (6)

einr € {1,2,3,4} mit pjog:1—1,

ein s € {1,2,3} mit pjopiog:1—1,2—2

ein t € {1,2} mit phopiopiog:1—1,2—2 3—3,
d.h. es gilt p§ o pj o p} 0 ¢ = idf1 234 und damit

(1) la=pi"opy*opy™|.
Demnach ist {pi,ps,p3} ein Erzeugendensystem der Gruppe Per{l,2,3,4}(o) aller
Permutationen von {1,2, 3,4}, die bekanntlich aus genau 24 = 4! Elementen besteht.
Dies bedeutet, dal die Drehungen aus &,y alle 24 Permutationen der Raumdiagonalen
von W ermoglichen, und mithin enthilt &, wenigstens 24 verschiedene Drehungen.

g) Wird die Kante [P, —P,] von W durch eine Drehung ¢ € &,y auf die Kante [ X, Y] von
W abgebildet, so gilt entweder p(P)) = X Ap(—FP2) =Y oder p(P) =Y Ap(—P,) = X.
Nach (4.24) gibt es dann aber in &y nicht mehr als zwei Drehungen, die [P, —P,] auf
[X, Y] abbilden. Da W genau 12 Kanten besitzt, enthélt &y, demnach héchstens 24 Dre-
hungen.
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Mit f) ist nun klar, dal es in &,y genau 24 Drehungen gibt. Jeder Verkettung von zwei
dieser Drehungen entspricht eine Verkettung der zugehorigen Permutationen der Raum-
diagonalen von W. Damit ist gezeigt:

(5.2) Satz. Die Gruppe ® (o) aller Drehungen, die den Wiirfel W auf sich abbilden,
ist isomorph zur Gruppe Per{1,2,3,4}(o). ®y operiert auf den Raumdiagonalen
von W genau so wie Per{1,2,3,4} auf den Zahlen 1,2,3,4.

(5.3) Bemerkung. Die Anzahl der Drehungen eines Wiirfels 148t sich direkt am Modell
ermitteln, indem man die echten Drehungen um die Raumdiagonalen und um die Verbin-
dungen sich gegeniiberliegender Kantenmitten bzw. Flachenmitten zéhlt.

Uber die damit gewonnene Zahl 24 geht die Aussage von (5.2) weit hinaus, denn hier wird
die Struktur der Gruppe der Drehungen von W beschrieben. Immerhin gibt es genau 15
nichtisomorphe Gruppen der Ordnung 24, und wir wissen nun mit (5.2), um welche dieser
Gruppen es sich handelt.

(5.4) Offenbar ist die Punktspiegelung 0 am Ursprung ein Element von &y, welches alle
Raumdiagonalen von W festliflt, welches aber keine Ecke von W festlafit.

L (4.21) .
Ist v € O3 NGy, soist ¢ := 001 € OF NGy = Dy, und mit 0 = 0! folgt
=00 Ist ¢ €Dy, soist 0oy’ € O3 NSy, und iiberdies gilt

Oop=00¢ & p=¢ V¢ €Dy Damit ist wegen (4.25) gezeigt:

(5.5) Hauptsatz 1. Die Gruppe Syy(o) aller Symmetrien des Wiirfels W besteht aus
genau 48 Elementen. Es gilt
(1) 066y AN0=0"A00p=pol VpcGy,
(2) Gy =Dn U {6 op|lpeDw}. (,U“ bedeutet ,disjunkte Vereinigung*®.)
Wegen (1) und (2) wird &y als das direkte Produkt der Gruppen ®y (o) und
{idgs,0}(0) bezeichnet. Hiermit ist insbesondere bekannt, um welche der 52
Gruppen der Ordnung 48 es sich bei Syy(o) handelt.
P4 (5.6) Die Seitenmitten des Wiirfels VW bilden die 6
Ecken {E, By, E5,—E1, —FE3, —E3} eines Oktaeders
(8-Flichners) Q. Das Oktaeder @ hat 12 Kanten
der Linge v/2, ferner 3 Diagonalen der Linge 2,
deren Mitten der Ursprung 0 ist. Die 8 Seitenflichen
von O sind die aus Kanten gebildeten gleichseitigen
Dreiecke. Ist ¢ eine Symmetrie von O, so permutiert
¢ die Ecken von O und damit auch die Diagona-
P, lenmitten von @, d.h. ¢ 148t den Ursprung 0 fest
und ist somit eine Isometrie des R®. Nach (4.16) gibt
es zu o genau eine Permutation (r, s, t) von (1,2, 3) mit
o(Ey) € {E.,—E,}, p(Ey) € {E;s, —Es}, o(E3) € {E:, —E;}, wobei jedes der Vorzeichen
+ in Frage kommt, d.h. gemif (4.16) gibt es insgesamt genau 3!-2-2-2 = 48 Isometrien,
die die Ecken von O permutieren.
Da diese Isometrien linear sind und da jede Ecke von W in der Form z F,+yFEs+2zFE3 mit
x,y,z € {1, —1} darstellbar ist, permutieren diese Isometrien zugleich auch die Ecken von
W. In Verbindung mit (5.5) fithrt dies auf
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(5.7) Satz. Die Symmetrien von Q sind identisch mit den Symmetrien von W.

(5.8) Bemerkung. Die Seitenmitten eines Wiirfels bilden ein Oktaeder, und die Seiten-
mitten eines Oktaeders bilden einen Wiirfel. Beide Kérper haben 12 Kanten, und ihre
Symmetriegruppen sind identisch. Deshalb werden Wiirfel und Oktaeder als zueinander
duale Korper bezeichnet.

(5.9) die vier Ecken Pi, Py, P3, P, des Wiirfels W bil-
den die Ecken eines Tetraeders (4-Flichners) T mit
sechs Seitendiagonalen des Wiirfels W als Kanten.
Die Kantenmitten dieses Tetraeders sind die Punkte
by, E5, E3, —E,, —F,, —F3, d.h. sie sind die Ecken des
Oktaeders O, dessen Diagonalen den Ursprung als Mitte
haben. Neben 7 ist dem Wiirfel W ein zweites Tetraeder
7' mit den Ecken —P,, — P, —P3, — P, einbeschrieben;
7 und 7’ sind kongruent vermittels der Isometrie 0.
Um die Symmetrien von 7 zu bestimmen, betrachten wir
die Isometrien 31 := 00 ay, By := as und G5 := 00 as,
wobel oy, ag, ag wie in (5.1)d) definiert seien.

Mit (5.1)(1),(2),(3) bestétigt man, dal (3, f und (3 die Punkte Py, P, P3, Py permu-
tieren. Da 0 jede der Raumdiagonalen di,ds,ds, ds von W festlaBit, permutiert (3, fiir
k =1,2,3 die Raumdiagonalen von W genau so wie ay.

Da nun jede Raumdiagonale d,, fiir m = 1,2,3,4 durch die Punkte 0 und P,, festgelegt
ist, permutiert §; fir k = 1,2,3 die Punkte Py, P, P3, P, hinsichtlich der Indizes genau
so wie die Raumdiagonalen dy, ds, d3, ds. Nach (5.1)e) haben wir dann die Entsprechung
By i p1, Bo i po, B3 it p3, wobei wir die Zahlen 1, 2, 3,4 jetzt als Indizes von Py, P, P3, Py
deuten konnen.

Gerade so, wie wir nach (5.1)g) mit py, ps, ps alle Permutationen von {1,2, 3,4} erzeugen
konnten, kénnen wir nun mit 3y, fs, f5 alle Permutationen von { Py, Py, P3, P,} erzeugen.
Demnach wird jede Permutationen von { P, P, P3, Py} durch eine Isometrie aus O3 indu-
ziert. Da eine Isometrie als lineare Bijektion durch die Bilder der unabhéngigen Vektoren
Py, Py, P5 festgelegt ist, folgt

(5.10) Satz. Die Gruppe &1 (o) aller Symmetrien des Tetraeders T ist isomorph zur
Gruppe Per{1,2,3,4}(o) und besteht aus 24 Elementen.

(5.11) Bemerkung. Aus (5.9) ist zusétzlich zu erkennen, dafl jede Symmetrie von 7°
zugleich eine Symmetrie von W und damit auch von 7’ ist, d.h. die Hélfte der Symme-
trien von W lait 7 und 7' jeweils als Ganzes fest. Dagegen werden 7 und 7 ' durch die
iibrigen Symmetrien von W vertauscht, wie man durch Vorschalten von 0 erkennt.

B. Gerade und ungerade Permutationen

In Verbindung mit der Untersuchung der Symmetriegruppen von Ikosaeder und Dodeka-
eder bendtigen wir die folgenden Begriffsbildungen:

(5.12) Gegeben sei die Menge M := {1,2,...,n} mit n € N\{1}. Ist p eine Permutation
von M, so wird

W o= 1 520

{r,s}eM> )—p(?”)

das Signum oder Vorzeichen von p genannt. Hierbei ist M, die Gesamtheit der
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2-elementigen Teilmengen von M, und fiir jede dieser 2-elementigen Teilmengen ist der
angegebene Quotient genau einmal als Faktor bei der Produktbildung aufzufiihren.

Demnach besteht das gesamte Produkt aus <T2L) Faktoren, denn <T2L> =n-(n—1)/2 ist

die Anzahl der 2-elementigen Teilmengen von M.

Da jede Permutation p von M zugleich auch alle zweielementigen Teilmengen von M per-
mutiert, kommen — abgesehen vom Vorzeichen — im Zéhler des gesamten Produktes die
gleichen Zahlen vor wie im Nenner, d.h. es gilt

(2) |sign(p) € {1,—1}].

(5.13) Beispiel. Die Permutation p; = (%
(2-1)(3=1)(3=2)(4=1)(4=2)(4-3) s—1__ _
(3—2)(4—2)(4—3)(1-2)(1-3)(1—4) ) —p(r) ~ p(r)—p(s) 7 {stEMs
gilt, notiert man zuerst alle Zahler (etwa systematisch nach Art eines Telefonbuches) mit
positiven Differenzen und schreibt dann in den Nenner unter jedes Urbild das entspre-
chende Bild. Jetzt reicht es, die Anzahl der negativen Faktoren im Nenner zu bestimmen
und diese Zahl als Exponenten fiir —1 zu nehmen.

Diese Anzahl ist zugleich die Anzahl der Nachbarvertauschungen erst fiir 1, dann fiir 2,
dann fiir 3, usw., die man benétigt, um die Sequenz der Bilder in die natiirliche Reihen-
folge zu bringen, und damit hat man ein vereinfachtes Verfahren zur Bestimmung des
Signums.

W Do

Z %) aus (5.1)(4) hat das Signum —1 wegen

T r—S

=(-1)*. Da »

(5.14) Die Permutationen mit dem Signum +1 heilen gerade, die iibrigen ungerade.
Von besonderer Bedeutung fiir uns ist die Aussage

(5.15) Satz. Sind p,q Permutationen von M := {1, ...,n} mit n € N\{1}, so gilt
sign (p) - sign(q) = sign(poq)|.

s: Es is . =
Beweis: Es ist H q(s)—q(r) H p(t)

{T‘,S}EMQ {t,’u}GMz _p(u)

- 11 =TI g(s)—q(r)  _ I 57

g M) =ar) " 22 pla()-pla(r) 11 poals)—poq(r)
Bei dieser Rechnung wird benutzt, dafi mit {r, s} auch {¢,u} fiir t:=¢q(r) und u:=q(s)
alle 2-elementigen Teilmengen von M durchlauft. O

Unter Verwendung von (5.15) zeigen wir nun

(5.16) Satz. Ist M := {1,...,n} mit n € N\{1}, so bilden die geraden Permutationen
von M eine Untergruppe A, der Permutationsgruppe Per(M)(o).
Es ist |A,| = %’ Man nennt A,, die alternierende Gruppe von {1,...,n}.

Beweis: 1) Offenbar ist idy € A,, und wegen (5.15) gilt pogq € A, V p,q € A,. Ist
p € A, so ist auch p~' € A,, denn andernfalls wire idy; = pop~t & A, gemif (5.15).
Demnach ist A4, eine Untergruppe von Per(M)(o).

2) Ist ¢ € Per(M)(o) definiert durch ¢(1)=2A¢q(2)=1Aq(x)=2 Vo € M\{1,2}, so ist
(2—1)/(1—2) der einzige negative Faktor bei der Bestimmung des Signums von ¢, d.h. es
ist sign (¢) = —1 und damit ¢ ¢ A,,. Uberdies ist ¢=¢q'.
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(5.15)
Ist nun f € Per(M)\ A, soist pg:=qof € A,,also f=qgopy€qoA,:={qop|peA,}.

(5.15)
AuBlerdem gilt gop € Per(M)\ A, A (qop=qgop’ = p=p') Vp,p' €A, Demnach
ist o A, = Per(M)\ A, A|go A,| =]|A,l|, und es folgt | A,| =|Per(M)|/2=n!/2. O

(5.17) Am beriihmtesten unter allen alternierenden Gruppen ist wohl die A5. Sie hat 60
Elemente, und aus ihren Eigenschaften 143t sich ableiten, dafl es keine allgemeine Losungs-
formel fiir Gleichungen 5. und héheren Grades geben kann, wéhrend solche Formeln fiir
Gleichungen 2., 3. und 4. Grades existieren. Untrennbar verbunden mit diesem bemer-
kenswerten Resultat sind die Namen NIELS HENRIK ABEL (1802 - 1829) und EVARISTE
GALoIs (1811 - 1832).

C. Der goldene Schnitt

(5.18) Sind A, B € Cund ist C € [A, B)\{A, B}, so sagt man, C teilt die Strecke [A, B]
im goldenen Schnitt, wenn fiir a = |A—C| A b = |B—C/| die Bedingung

(1) [(a+0)/b = b/a o a b .

A C B

erfiillt ist, wenn sich also die Gesamtstrecke zum gréfleren Streckenabschnitt so verhalt
wie der groflere Streckenabschnitt zum kleineren.

Die Zahl wird die goldene Schnittzahl genannt.

Aus (1) folgt ¢'+1 = (a+b)/b =b/a = ¢, also
(2) ’c‘l—i—l = c‘ A ’1—1—0 = CQ‘.

(1++/5), und wegen

DO —

Die quadratische Gleichung z?—z—1 = 0 hat die Lésungen x5 =

¢ > 0 gilt dann

3) |c= %(H\/S) = 1, 6180339887498948482045368343656... |.

Seit der Antike wird die Proportion des goldenen Schnitts als dsthetisch besonders an-
sprechend empfunden, und so kann man bis heute in Kunstwerken und Bauwerken immer
wieder eine Realisierung dieses Verhéltnisses vorfinden. Zur vertiefenden Lektiire wird das
schone Buch ,,Der goldene Schnitt“ von A. BEUTELSPACHER und B. PETRI empfohlen.

Wir werden bald sehen, daf§ der goldene Schnitt bei Tkosaedern und bei Dodekaedern eine
wichtige Rolle spielt. Um dies zu erkennen, zeigen wir (5.19) Konstruktionen

r a) Ist [A, B] vorgegeben, so

. konstruieren wir zunéchst einen

b [ Punkt D so, dal {A, B, D} ein
Dreieck mit (A4, B) L (A, D) und

72° 36° mit 5|A—B| = |A—D| ist. Der

4 4 C b B Kreis um D durch A treffe die

Strecke [B, D] in E. Dann trifft der Kreis um B durch E die Strecke [A, B] in einem
Punkt C, und dieser teilt [A, B] im goldenen Schnitt. Denn fiir a:=|A—C|, b:=|B—C|
und d:=|D—A| fiihrt der Satz des PYTHAGORAS auf (a+b)?*+d? = (b+d)?, d.h. es ist
a*+2ab=2d - b= (a+b)b und damit a(a+b)=0>.

b) Ist [A, B] vorgegeben, so konstruieren wir F' € C mit ¢BAF =72°\ 4ABF =36°.
Ist C € [A, B] mit $AFC =36°, so teilt C die Strecke [A, B] im goldenen Schnitt.
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Denn es gilt JACF =72°= 4AFB und 4 BFC=36°. Deshalb ist b=|C—F|=|A-F|,
und mit der Ahnlichkeit von (A, C, F) und (A, F, B) folgt dann (a+b)/b=10b/a.

(5.20) Satz. Die Diagonalen eines requliren Fiinfecks F
von C teilen sich gegenseitig im goldenen Schnitt,
und das Verhdltnis Diagonalenlinge/Kantenlinge
von F ist die goldene Schnittzahl.

Beweis: Es sei F = (A, B,C, D, E), wobei die Reihenfolge

der Ecken einer Randdurchlaufung von F entspricht, und

es sei {F} := (A,C) N (B, E). Aus Symmetriegriinden gilt

(A, B)|(E,C) N (A,CY||(E, D) N (E,B)||{D,C). Dann ist

(E, F,C, D) ein Parallelogramm, und die Dreiecke (F, C, D)

und (A, B, F') sind dhnlich.

Fir a := |[A—F| und b := |A—B| = |[E—D| folgt b = |FF—C| und |E—C| = |A—C| = a+b.

Dies fithrt mit der Ahnlichkeit der genannten Dreiecke auf a+b/b = b/a. O

D. Ikosaeder und Dodekaeder

0,0,
;)1)4\1)2/ ( K

(0,0,1)

(0,0,-1)

(0,0,-¢)
Das Gesteck G, P,

(5.21) a) Wenn man im R? drei rechteckige Postkarten gleicher Gréfie entsprechend der
obigen Figur ineinanderfiigt, so sprechen wir von einem Gesteck.

Werden die Punkte P, ..., Ps, —Fy, ..., —Ps geméfl der Figur mit Koordinaten versehen,
so kann man fragen, fiir welchen Wert ¢ € R diese 12 Punkte moglicherweise die Ecken
eines Ikosaeders bilden. Als notwendige Bedingung ist |Py—Pi| = |Py—F»| zu fordern,

also 22 = |(¢,1,0)—(1,0,0)|* = (¢ — 1)*+1+c* = 2¢*—2¢+2 und damit . Dies

bedeutet nach (5.18), daff ¢ notwendig die goldene Schnittzahl ist.
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b) Im weiteren sei ¢ € R* mit ¢+1 = ¢ Dann betrachten wir im R* die Kartenecken des
obigen Gestecks, also die Punkte

PO:(CvLO)v Pl:(c7_170)7 P2:(1707C)7 P3:(07671)7 P4=(0,C,—1), P5:(1707_C)
und die Punkte —F, ..., —Fs.

Zunéchst bemerken wir, dafl alle diese Punkte vom Ursprung 0 den Abstand +/1+c?
haben, d.h. es handelt sich um Punkte einer Kugelsphére mit dem Mittelpunkt O.

Als Absténde fiir Punkte X,Y € {F, ..., Ps, —Fy, ..., —Fs} treten, wie man unter Ver-
wendung der Gleichung c+1 = ¢? nachpriifen kann, in 30 Fillen die Zahl 2, in 30 Féllen
die Zahl 2¢ und in 6 Fillen die Zahl 24/1+4¢? auf, und weitere Moglichkeiten gibt es nicht,

da sich aus 12 Punkten genau (122> = 66 zweielementige Teilmengen bilden lassen.

Da wir, wie ebenfalls am Gesteck festzustellen ist, aus Py, ..., Ps, —F, ..., —P5 genau 20
gleichseitige Dreiecke der Seitenléinge 2 so bilden koénnen, dafl jede der 12 Ecken zu ge-
nau 5 dieser Dreiecke gehort, ist nun klar, dafi {Fy, ..., Ps, — P, ..., — P} tatséchlich die

Eckenmenge eines Ikosaeders (20-Flichners) J ist.

Eine Verbindungsstrecke zwischen zwei Ecken X, Y des Ikosaeders J heifit

Kante von J, wenn sie die Lénge 2 hat,

Nebenkante von J, wenn sie die Lange 2c¢ hat,

Diagonale von J, wenn sie die Liange 2v/1+¢? hat.
Wir haben genau 6 Diagonalen, némlich die Strecken [P, Pk} fir k =0, ..., 5. Ihre Mitte
ist jeweils der Ursprung 0, der deshalb auch die Mitte von J genannt erd
Die aus den Kanten von J gebildeten 20 gleichseitigen Dreiecke werden als die Seiten-
flichen von J bezeichnet, und ihre Schwerpunkte - fiir das Dreieck {X,Y, Z} ist dies der
Punkt (X+Y+Z2)/3 - heiflen die Seitenmitten von J.

Ist [X, Y] eine Kante von J, so ist auch [— X, —Y] eine Kante von J, genannt Gegenkante,
und die Menge K; = {[X, Y], [- X, —Y]} heifit die durch [X, Y] bestimmte Karte mit den
Ecken X,Y, —X,—Y. Die Karte K; besteht aus zwei parallelen Kanten eines Rechtecks
vom Format 2x2¢ mit Mittelpunkt 0. Zu dieser Karte K; finden wir, wie am Modell zu
erkennen ist und wie auch rechnerisch bestétigt werden kann, genau zwei weitere Karten

Ky = {[R, S].[~R, ~S]} wnd Ky = {[U, V], [-U, =V} derart, dap {X5¥ B8 UZVy

eine ON-Basis des R? ist, und dann bezeichnen wir {K;, Ky, K3} als ein Gesteck von 7J.

Insgesamt erhalten wir fiir J fiinf Gestecke Gy, ..., G5, ndmlich
Glz{{[Poapl] [—Po, =P}, {[Po, = Bs], [P, — Pol} s {[Ps, Pul, [=Ps, —Pu]} },
Gy = {{[Iv, 2], [ o, — 2]}, {[ P, — P, [P, = Bl ([P, Bs), [=Pa, —Bsl}
3 {{[P0> 3]’[_1307 P3]} {[P4> ][P2> 4}}’{[P57 1]7[ P5> Pl]}}’
Gy = {{[Fo, Pu], [P0, = Pul}, {[ 5, — B3, [P3, = B5]}, {1, P, [= P, — Pol}
Gs = {{[Pv, B5], [ Fo, =51}, [P = Pul, [P, = P} ([P Pl [— P2a —PBsl} )

Die Kartenecken eines jeden Gestecks liefern die 12 Ecken von J, und jede der 30 Kanten
von J gehort zu genau einem Gesteck.

c) Es sei &5 die Menge der Symmetrien von J. Ist ¢ € &5, so permutiert ¢ wegen der
Distanztreue die Diagonalenmitten von J. d.h. ¢ 148t den Ursprung fest und ist deshalb
eine Isometrie des R3. Weiter permutiert ¢ auch die Kanten, die Nebenkanten, die Sei-
tenflichen und die Seitenmitten von J, auflerdem auch die 5 Gestecke von J, denn ¢ ist
distanztreu, linear und orthogonalitétstreu.
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d) Wir betrachten nun die Isometrien
(1) 4! :R3_>R3 : ({IJ,y,Z) —>xE1—yE2—zE3 = (L—y,—z),
(2) 12:R®* > R3: (2,y,2) > —zE; + yFEy — 2E3 = (—x,y, —2),
(3) 13: R —=R3: (2,y,2) = vEy +yEs + 2B, = (2,1,9).
(4) 7 : R —=R3: (z,y,2) — xA; + yAs + 243,

wobei A1 := 1(c,c™!,1), Ay = 3(c7,1,—¢), A3 := 3(—1,¢, ¢ ') eine ON-Basis bilden, wie

man mit Hilfe der Gleichungen ’02 =1+c A c=c 141 N 1=c24c71 ‘ bestéitigen kann.

Die Isometrien v; bzw. 5 bzw. 73 bzw. 79 haben die Fixpunktmengen RF; bzw. RFE,
bzw. R(1,1,1) bzw. RFy, d.h. es handelt sich hier um Drehungen.
Weiter folgt 71 =47, 72 = V5 ', 73 = idgs, 75 = idgs sowie
(5) m: Py P, Py« P5, Py« —P3, Py —Py,
(6) v2: Py =P, Py Py, P, & =P, Ps < —F;,
(7) v3:Py— P3s— P, — Py, P —» P, — —P; — P,
8 v:P—F,Ph—P,—Py— P, — P — P
mit entsprechenden Werten fiir die zugehorigen negativen Vektoren.

e) Fiir k € N und m € {0, 1,2, 3} induziert 4 eine Permutation der Gestecke Gy, ..., G
von J, die wir #hnlich wie in (5.1)e) als Permutation pf, der Indizes 1,...,5 der Ge-
stecke notieren wollen. Indem wir untersuchen, in welchem Gesteck die Bilder der Kanten
[Py, P1], ..., [Py, Ps] liegen, erhalten wir die Zuordnungen

12345 12345
(9) 7133ZQ1:(13254>7 72333(]2:(14523)7

({12345 (12345
(10) A3 gz = 13542) 709 =\23451)"
Hierbei sind ¢1, go, g3, qo gerade (!) Permutationen von M := {1, ..., 5}, wie man direkt

bestétigt. Da das Verketten der +,, dem der ¢, entspricht, folgt

(11) moypp=mom mqgo@g=goq = 12345
e =AM Mo = RN = \15432)

(12) ¥ ="2=(mov)?=idp ¢} =q¢ = (q10q)* = idy,

(13) ~2::¢3 = <}.§§ig>,’y§:idﬂg3 gy = ddy, g = idgs i qg = idy,
12345 12345 12345
(14) 73‘5‘93:<34512)v 75’:‘:(13:(45123)7 73“”‘151:<51234)’

f) Ist g eine gerade (!) Permutation von M = {1,2,3,4, 5}, also ein Element von As, so
gibt es geméB (9) — (14)

ein Element r € {1,2,3,4,5} mit ¢fog:1—1,

zwei Elemente s,¢t € {1,2} mit ¢bogfogyoq:1—1, 4 — 4,

ein Element u € {1, 2,3} mit §:=¢4oghoqgioqgioqg:1—1,4—4, 5—05.
Da § eine gerade Permutation ist, kann nicht 6(2) =3 A §(3) = 2 gelten. Demnach ist
0 = idy, und folglich gilt

(15) |g=¢qy "oqi *oq "ogi™|

Dies bedeutet nun, dal {qo, ¢1, ¢2, 3} ein Erzeugendensystem der Gruppe Ajs(o) ist, die
nach (5.16) aus genau 5!/2 = 60 Elementen besteht.
Demnach ermoglichen die Drehungen aus &5 alle 60 geraden Permutationen der 5 Ge-
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stecke von J, und mithin enthélt & 5 wenigstens 60 verschiedene Drehungen.

g) Sind [U, V], [X, Y] Kanten von J, so gibt es nach (4.24) in & 5 hochstens zwei Drehun-
gen, die [U, V] auf [ X, Y] abbilden (vgl. (5.1)g)). Da J genau 30 Kanten hat, kann es dann
in & 5 nicht mehr als 60 Drehungen geben.

In Verbindung mit f) bedeutet dies, daB8 & 5 genau 60 Drehungen enthélt. Jeder Verkettung
von zwei dieser Drehungen entspricht eine Verkettung der zugehorigen Permutationen der
Gestecke von J. Damit ist gezeigt:

(5.22) Satz. Die Gruppe ® 5(o) aller Drehungen, die das Ikosaeder 3 auf sich abbilden,
ist isomorph zur Gruppe As(o). D5 operiert auf den Gestecken von J genau so
wie As auf den Zahlen 1,2,3,4,5.

(5.23) Bemerkung. Es gibt genau 13 nichtisomorphe Gruppen der Ordnung 60. Mit
(5.22) wissen wir jetzt, zu welcher dieser Gruppen D 5(o) isomorph ist (vgl. (5.3)).

(5.24) Offenbar ist die Punktspiegelung 0 am Ursprung ein Element von & 5, welches der
Ecke X von J die Ecke —X zuordnet und welches jede Karte und jedes Gesteck von J
festlaft.

Mit den gleichen Uberlegungen wie in (5.4) - fiir J anstelle von W - erhalten wir dann

(5.25) Hauptsatz 2. Die Gruppe & 5(o) aller Symmetrien des Ikosaeders J besteht aus
genau 120 Elementen. Es gilt
(1) 0cG; A0=0"ADOop=9po0 Vyc&s,,
(2) 65=2;U {0op|peDs}.
Wegen (1) und (2) wird S5 als das direkte Produkt der Gruppen ® 5(o) und
{idgs,0}(o) bezeichnet. Hiermit ist insbesondere bekannt, um welche der 47
Gruppen der Ordnung 120 es sich bei & 5(o) handelt.

(5.26) Die Seitenmitten des Ikosaeders J bilden die 20 Ecken { Ry, ..., Rg, — Ry, ..., —Ro}
eines Dodekaeders (12-Fldchners) ®. Zwei Ecken von ® mit minimalem Abstand # 0
sind Ry := (Po+P1+P)/3 = (2¢+1,0,¢)/3 und Ry := (Po+P1+P5)/3 = (2¢+1,0, —¢)/3;
hierbei ist |Ro—R:| = 2¢/3 und |Ry—(—Ry)| = 2¢%/V/3.

Das Dodekaeder ® hat 30 Kanten der Liange 2¢/3. Weiter findet man 10 Diagonalen
der Linge 2¢2/+/3, und diese haben den Ursprung 0 als Mitte.

Ist ¢ eine Symmetrie von 2, so permutiert ¢ die Ecken von © und damit auch die Diago-
nalenmitten von ®, d.h. ¢ 148t den Ursprung 0 fest und ist somit eine Isometrie des R3.
Jede Drehung aus & 5 permutiert die Seitenmitten von J und induziert deshalb eine Dre-
hung von ®. Sind ¢, 9 € G5 und haben ¢ und ¢ die gleiche Wirkung auf die Ecken von
D, so fiihrt (4.24), bezogen auf zwei Eckpunkte einer Kante von ®, auf ¢ = 1. Demnach
enthélt die Symmetriegruppe G » von ® wenigstens 60 Drehungen, die mit den Drehun-
gen aus G 5 identisch sind. Da ® aber genau 30 Kanten besitzt, folgt nun wie fiir G5 in
(5.21)g), daBl & 5 genau 60 Drehungen enthélt; dies sind die Elemente von D 5.

Da © drei linear unabhéngige Ecken A, B, C besitzt und da jede Isometrie wegen ihrer
Linearitit durch die Wirkung auf A, B, C festgelegt ist, ist 0 ein Element von & g, das in
der Wirkung auf die Ecken von 2 nicht durch eine Drehung aus ® 5 induziert sein kann.
Demnach haben wir mit &5 = D5 U {00 ¢ | ¢ € D5} wenigstens 120 verschiedene
Elemente von & 5 gefunden.

Istn€ 05 NGy, soist p:=00n€ OF NG p=D5, und damit folgt n =00¢p € G4.



52 (5.27) Die Symmetrien der platonischen Kérper

Damit ist nun &5 = & 5 gezeigt, und wir erhalten
(5.27) Satz. Die Symmetrien von ® sind identisch mit den Symmetrien von J.

(5.28) SchluBlbemerkung. Die Seitenmitten eines Ikosaeders bilden ein Dodekaeder,
und die Seitenmitten eines Dodekaeders bilden ein Ikosaeder. Beide Korper haben 30 Kan-
ten, und ihre Symmetriegruppen sind identisch. Deshalb werden Ikosaeder und
Dodekaeder als zueinander duale Korper bezeichnet.
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