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Mathematisierung der anschaulichen Geometrie

Von EBERHARD M. SCHRODER

Die ,,Elemente* des EUKLID, die vor etwa 2300 Jahren verfa3t wurden, zeigen
in meisterlicher Weise, wie sich unsere Vorstellungen von Ebene und Raum in
Verbindung mit mathematischem Denken ordnen und ausbauen lassen.

Uber lange Zeit galt das Werk des EUKLID als Musterbeispiel fiir exaktes ma-
thematisches Schlieen. Aber 1832 wies C. F. GAusS auf logische Liicken im
Aufbau hin, betreffend Anordnungseigenschaften der Geometrie.

Vor dem Hintergrund einer logischen Analyse der Fundamente der Mathematik
in der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts durch eine Reihe von Mathematikern
verdffentlichte DAVID HILBERT 1899 sein Werk ,,Grundlagen der Geometrie*,
durch welches die anschauliche Geometrie nun als mathematische Struktur im
heutigen Sinne verstanden werden darf.

HILBERT charakterisiert die drei Strukturkomponenten Inzidenz, Anordnung
und Metrik in dieser Reihenfolge, und erst durch weitere Untersuchungen wie
etwa 1907 durch J. HJIELMSLEV und 1934 durch E. PODEHL und K. REIDEMEI-
STER wurde deutlich, dafl man metrische Geometrie losgelost von Anordnung
betrachten kann und daf} sich auf diese Weise M6glichkeiten zur Vereinfachung
des HILBERTschen Axiomensystems ergeben.

Marksteine fiir die in [7] vorgelegte Kennzeichnung des Anschauungsraumes
sind die 1944 und 1980 erschienenen Arbeiten [1] von R. BAER und [2] von
W. BENZ. Der Nachweis, daf§ die anschauliche Geometrie sich aus nur sieben
Axiomen vollstandig aufbauen 148t, erfolgt in [8] durch Riickgriff auf die Theorie
der euklidischen Ebenen und in [7] durch Verwendung von Resultaten aus der
Spezialliteratur.

Im folgenden soll nun ein direkter Beweis vorgelegt werden, der sich allein auf
Grundkenntnisse in Mengenlehre und Algebra stiitzt.

1 Eine axiomatische Kennzeichnung der anschaulichen Geometrie

Wir definieren den Anschauungsraum, der urspriinglich ein Objekt unseres phy-
sikalischen Denkens ist, als eine mathematische Struktur, bestehend aus einer
wenigstens zweielementigen Punktmenge P und einer Relation =, die fiir je
zwei zweielementige Teilmengen von P Kongruenz im Sinne einer Aquivalenz-
relation bestétigen oder negieren soll und die gewisse Grundeigenschaften be-
sitzt, welche nachfolgend als Axiome fomuliert sind.

Wir betrachten also eine Menge P mit |P| > 2, auch Menge der Punkte
genannt (hier bezeichnet |X| die Mdchtigkeit der Menge X ), und denken uns
auf dem System Py := {{A4,B} | A,B€ P N A# B} aller zweielementigen
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Teilmengen von P eine abstrakte Aquivalenzrelation = gegeben, die im weiteren
auch als Kongruenzrelation bezeichnet wird.

Mit dem Begriff ,, Aquivalenzrelation“ ist verbunden, daff = die Grundeigen-
schaften des Gleichheitszeichens besitzt, daf also fiir {A, B}, {C, D}, {E, F}
aus Py gilt:

(Rf) Reflexivitit. Es ist {A,B}={A,B}.

(Sy) Symmetrie. Aus {A,B}={C,D} folgt {C,D}={A,B}.

(Tr) Transitivitit. Aus {A,B}={C,D} und {C,D}={E,F} folgt {A,B}={E.,F}.
Die Axiome, die fiir das Paar (P,=) angegeben werden sollen, lassen sich im
Prinzip allein unter Verwendung von P und = formulieren. Um aber von vorn-
herein die Verbindung zu unseren mathematisch-physikalischen Vorstellungen
sichtbar werden zu lassen, schicken wir (wie EUKLID und HILBERT) mehrere
Definitionen voraus, die eine anschaulich einleuchtende Formulierung der Axio-
me ermoglichen:

(D1) Ist {M, A} € Py, so wird die Menge
su(A) = {X € P|{M, X} = {M, A}}
die Sphire um M durch A mit M als Mittelpunkt genannt. Es sei & die
Menge aller so definierten Sphéren.
(D2) Ist {A, B} € P, so wird die Menge
map ={X e P|{A, X} ={X,B}}
als Symmetrieebene oder Mittelsenkrechte von A, B oder auch einfach
als Ebene bezeichnet. Es sei £ die Menge aller so definierten Ebenen.
(D3) Sind d,e € E mit § e AdNe # J, so wird § Ne eine Gerade genannt.

Die Menge aller derart definierten Geraden sei G.

Punkte A, B,C,... € P heiflen genau dann komplanar, wenn es ein ¢ € £

mit ¢ 5 A, B,C,... gibt, und genau dann kollinear, wenn es ein ¢ € G mit
g> A B,C,... gibt.

(D4) Zwei Geraden g,h € G werden genau dann als parallel bezeichnet, in
Zeichen: g || h, wenn sie gemeinsam in einer Ebene liegen und keinen Punkt
gemeinsam haben, oder wenn sie gleich sind. Die Negation von ¢ || h notieren
wir als g }f h.

Sind A, B, C, D nichtkollineare Punkte und gibt es Geraden g, h, k,l € G mit
Aegnh N Behnk N Ceknl AN Delng A gl k A k|l so heiit
(A, B,C, D) ein Parallelogramm, in Zeichen: #(A, B,C, D).

(D5) Ist g eine Gerade und ist s eine Sphére, so wird g genau dann eine
Tangente von s genannt, wenn |g N s| = 1 ist.

Ist s eine Sphére und ist X ein Punkt, so heiit X genau dann ein innerer
Punkt von s, wenn X keiner Tangente von s angehort.

Ist s eine Sphére, so wird die Vereinigung von s mit der Menge aller innerer
Punkte von s als Kugel s bezeichnet.
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Eine Menge 9t von Kugeln heifit konzentrisch, wenn es ein M € P und eine

nichtleere Teilmenge A von P\ {M} gibt mit MM = { s5,(A) | A € A}.

Unter Verwendung der eingefiihrten Bezeichnungen charakterisieren wir die
anschauliche Geometrie nun wie folgt als mathematische Struktur:
Der Anschauungsraum ist ein Paar (P, =), bestchend aus einer wenigstens

zweielementigen Menge P und einer auf P, erkliarten Aquivalenzrelation =, so
daB die folgenden sieben Axiome erfiillt sind:

(R) Reichhaltigkeitsaxiom. Jede Ebene enthdlt nichtkollineare Punkte.
(V) Verbindungsaziom. Je drei Punkte sind komplanar.

(G) Geradenaziom. Wenn eine Gerade mit einer Ebene mehr als einen Punkt
gemeinsam hat, dann ist die Gerade eine Teilmenge dieser Ebene.

(P) Parallelenaziom. Zu jeder Geraden gibt es durch jeden Punkt genau eine
parallele Gerade.

(K) Kongruenzaziom. Ist (A,B,C,D) ein Parallelogramm, so ist {A,B}={C,D}.

(A) Anordnungsaziom. Jede Gerade durch einen inneren Punkt einer Sphdre
trifft diese Sphdre.

(S) Vollstondigkeitsaxiom. Der Durchschnitt einer Menge konzentrischer Ku-
geln ist stets eine Kugel oder einelementig.

Aus der hier gegebenen Definition des Anschauungsraumes werden wir durch
mathematisch strenge Deduktion eine Reihe seiner Eigenschaften entwickeln.
Dazu gehort insbesondere die kartesische Darstellung mit Hilfe reeller Zahlen,
d.h. wir werden sehen, wie die Zahlen in die Geometrie kommen und warum
der Satz des PYTHAGORAS giiltig ist.

2 Kongruenzriume und klassische Ridume

Ebenso, wie es bis auf Isomorphie — d.h. bis auf die Moglichkeit der Existenz
isomorpher Modelle — nur ein System der reellen Zahlen gibt, existiert bis auf
Isomorphie auch nur ein Modell des Anschauungsraumes.

Entscheidend fiir diese Eindeutigkeit ist das Axiom (S), das dem Prinzip der
unteren Grenze im Bereich der positiven reellen Zahlen entspricht.

Dieses Axiom wird erst dann benétigt, wenn die Grenzwerttheorie der Analysis
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verwendet werden soll. Um zu beriicksichtigen, dafl sich weite Bereiche der eu-
klidischen Geometrie ohne Hilfsmittel der Analysis und frei von Anordnungs-
beziehungen entwickeln lassen, legen wir fest:

2.1 Ein Paar (P,=), bestehend aus einer Menge P mit |P| > 2 und einer
auf Py erkliarten Aquivalenzrelation = heift Kongruenzraum, wenn die fiinf
Axiome (R), (V), (G), (P), (K) erfillt sind, und klassischer Raum, wenn
zusitzlich auch das Axiom (A) giiltig ist.

Der Anschauungsraum ist bei den nachfolgenden Erorterungen iiber Kongruenz-
rdume und klassische Rdume als Hauptbeispiel stets mit einbezogen.

Um solche Rdume miteinander vergleichen zu kénnen, vereinbaren wir:

2.2 Zwei Kongruenzraume (P, =), (P’,=') heiflen isomorph, wenn eine Bijek-
tion o von P auf P’ existiert mit

{A, B} ={C, D} & {p(A),¢(B)} =" {¢(C), p(D)} ¥V {A, B}, {C,D} € P,.

3 Geraden und Ebenen

Im folgenden sei (P, =) ein Kongruenzraum.

Abkiirzend schreiben wir im weiteren AB statt {A, B} fir A, B € P, solange
damit keine Unklarheiten verbunden sind.

Allein unter Verwendung der Axiome (R), (V), (G) erhalten wir zunéchst

3.1 Satz. Es gelten die folgenden Aussagen:

(1) Ist AB € Py, so sind A, B & map, und es ist A & sa(B).

(2) Ist AB € Py, so existiert genau ein g€ G mit g> A, B. Wir bezeichnen
g mit (A, B) und nennen (A, B) die Verbindungsgerade von A, B.

(8) Je zwei Punkte sind kollinear.

(4) Sind A, B,C" mnichtkollineare Punkte, so gibt es genau ein ¢ € E mil

e3> A, B,C, und es ist |{A, B,C}| = 3. Wir bezeichnen ¢ mit (A, B,C)
und nennen (A, B,C) die Verbindungsebene von A, B, C.

(5) Es gibt vier nichtkomplanare Punkte.

Beweis. (1) Esist AA # AB und AB # BB, da = nur zwischen zweielementi-
gen Mengen erklart ist.

(2) Es sei AB € Py. Nach (V) gibt es ein § € £ mit § 3 A, A, B, und wegen (1)
existiert ein C' € P\ §. Nach (V) gibt es dann ein ¢ € £ mit € 5 A, B,C, und
wegen C € SNC €cist d #¢e,alsog:=dNeeGmit A, Be€g. Istnunheg
mit h 5 A, B, so fithrt (G) auf h C§ A h C e, also auf h C g. Da sich h in der
Form £Nnmit &, € £ENE # n darstellen 148t, erhalten wir wegen A, B € £Nn
mit (G) die Beziechung h =N n 2D g, also h = g.

(3) folgt wegen |P| > 2 aus (2) (auch, falls die Punkte identisch sind).
(4) Sind A, B, C' nichtkollinear, so fithrt (3) auf [{A, B,C}| = 3. Wegen (V)
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existiert ein d € E mit § 3 A, B,C. Gdbeeseine € Emit e £dANe > A, B,C,
so wire 0 N e eine A, B, C' enthaltende Gerade.

(5) Wegen |P| > 2 gibt es AB € P,, und wegen (R) und (4) enthilt die
Ebene € := my g drei nichtkollineare Punkte U, V, W. Da ¢ nach (4) die einzige
Ebene ist, die U, V,W umfait, und da (1) auf A ¢ ¢ fiihrt, sind A, U, V, W
nichtkomplanar. ¢

Unter zusétzlicher Verwendung des Axioms (P) zeigen wir nun

3.2 Parallelogrammsatz. Sind A, B,C' nichtkollineare Punkte, so gibt es
genau ein D € P mit #(A, B,C, D). Die Punkte A, B,C, D sind komplanar
und zu je dreien nichtkollinear. Jede Ebene enthdlt ein Parallelogramm.

1 ¢ Beweis. Gema (P) gibt es g,l € G mit g || k:= (B,C) A
g2A N L] h:=(AB) N I>C. Dace = (A B,C)
g k- nach 3.1 die einzige A, B,C enthaltende Ebene ist, ist

A B gUI C e. Uberdies ist gNk =@ und hNl =@, da A, B,C
(wegen der Definition der Parallelitdt) sonst kollinear wéren.

Es folgt gNl # @, denn sonst wiren g und h zwei verschiedene Parallelen durch
A zu [ entgegen (P). Wegen 3.1(2) und A € [ ist |g N {| = 1, und mithin gibt
es genau ein D € P mit {D} = gN . Es gilt dann #(A, B,C, D), und aus der
Konstruktion ergeben sich in Verbindung mit (R) und (P) die verbleibenden
Behauptungen. ¢

3.3 Satz. Jede Gerade enthdlt wenigstens zwei Punkte. Sind d,e € £ mit
S#eNINe# D, soist|dNel > 2.

Beweis. Es sei m € G. Definitionsgeméafl ist m # &. Angenommen, es ist
m = {A} mit A € P. Nach 3.1(5) gibt es B,C € P so, da A, B,C nicht-
kollinear sind, und nach 3.2 gibt es ein D € P mit #(A, B, C, D). Dann wéren
m und (A, D) aber zwei verschiedene Parallelen durch A zu (B, C) entgegen
(P). Deshalb gilt die erste Aussage des Satzes, und diese impliziert die zweite
entsprechend der Definition der Geraden. ¢

3.4 Satz. Ist ¢ eine Ebene und ist G. :={g € G | g C e}, so gilt:

(1) Sind A, B € € mit A # B, so ezistiert genau ein g € G. mit g > A, B. Fs
ist g = (A, B).

(2) Sind A € e und g € G. mit A & g, so gibt es genau ein h € G. mit h > A
und hNg=@. Esisth| g.

(3) Sind g,¢',h,h' € G. mit g || g Nh|| W Aghh, soist|g N"h|=1.

Beweis. (1) folgt aus 3.1(2) und (G).

(2) Sind B,C € g mit B # C (vgl. 3.3), so sind A, B,C wegen 3.1(2) nicht-

kollinear, und nach 3.1(4) ist ¢ = (A, B,C) die einzige Ebene, die A und g¢

umfaflt.

Ist jetzt h € G mit h > AAh | g (vgl. (P)), so folgt h € G. und wegen A & g
auferdem hNg = .
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Ist andererseits k € G. mit k 2 AANkNg= @, so fithrt (P) auf k = h.

(3) Wegen 3.1(2) gibt es ein D € e mit gNh = {D}. Wire hNg' = &, so wiren
g, h zwei Parallelen durch D zu ¢’ entgegen (P). Demnach gibt es ein R € ¢
mit hN g = {R}, denn wegen g || ¢ A g}t hist ¢ # h. Wére nun ¢’ N h' = &,
so wéren h, g’ zwei Parallelen durch R zu h'. Also ist ¢’ Nh' # @ mit ¢’ # A’
wegen h || K" Ah}f ¢'. Nach 3.1(2) bedeutet dies |¢ NA'| =1. ©

3.5 Geraden g, h, ... heilen komplanar, wenn sie gemeinsam einer Ebene
angehoren.

Sind g, h komplanare Geraden mit g # h und ist A € P\ g, so gibt es wegen
Axiom (G), 3.1 und 3.3 genau ein 6 € £ mit 6 O gUh und genau ein € € £ mit
e 2 {A} Ug. Wir bezeichnen ¢ mit (g, h) und € mit (A, g).

Ist reGUE und ist e€ &, so werden = und ¢ parallel genannt, in Zeichen:
x| e, wenn x CeVaonNe= gilt. Die Negation von x || € notieren wir als z }f €.

Zu (A, g) € P x G gibt es wegen Axiom (P) genauein k € G mit k 5 ANk || g.
Dieses k wird im weiteren mit (A || g) bezeichnet und die Parallele durch A
zu g genannt. Es folgt

3.6 Satz. Sind g,h,k € G und o, 3,7 € £, so qilt:

(1) (anp)n(@nqy) =@Bny)Nn(yNa) =(na)n(ang),
(2)alffeanpeg,

(3)gfaslgnal =1,

(4)Acanglla=(A]g)Ca

(5) g IR A k=gl

(6)gllhnhlla=g]|a

(7 glanal =gl b,

(8) || BABI Y=ol

Beweis. Offenbar sind (1) und (2) giiltig, und (3) folgt aus (G) und 3.3.

(4) Fiir g C « gilt die Aussage nach 3.4(2). Ist gNa = &, so ist gNh = & fiir
h:=(A,g)Na,und dann ist (A || g) =h C a.

(5) O.B.d.A. sei h # k, und es sei ¢ := (h, k). Ist gNe # @, so fihrt g||h
mit (4) auf g C e, und mit 3.4(3) folgt g||k. Ist gNe = @ und ist A € k, so
fihrt (4) auf m := (A || g) C &, und mit (1) ergibt sich hNm =mnNg = &,
also h || m und damit g || m = (A || h) = k.

(6) Es sei A € a. Nach (4) ist k := (A || h) C «, und nach (5) ist ¢ || k. Im
Falle g N« # @ fiihrt dies mit (4) auf g C a, und mithin ist g || a.

(7) Essei A € aund h:= (A | g). Wegen (4) ist h C «, also h || # und damit

g || B gemés (6).
(8) Es sei a Ny # &, d.h. es gebe ein g € G mit g C o N ~y. Dann existiert ein

heG mit hC B AR} g, und fiir A€ g fithrt (4) auf (A||h) Can~y. Wegen (5)
ist g # (A||h), und mithin ist « = 7. ©
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3.7 Als Folgerung erhalten wir
(1) Sind g,h€G und e € € mit [gNh|=1 A g|le N hle, soist{g,h)]e.

(2) Ist (A,e) € P x &, so existiert genau ein 6 € E mit A€d N § | e.
Wir notieren § in der Form (A || €).

Beweis. (1) Wenn es ein k € G mit k C (g,h) Ne gibt, soist k }f g V k [ h,
etwa k }f g, und dann ist gNe# @, also g Ce und damit € = (g, k) = (g, h).
(2) Es seien k,m € G mit kUm C e Ak}t m. Nach (1) und 3.6(5),(6)

ist § := ((A || k), (A || m)) eine Ebene mit § 3 AAJ || . Ist ¢ € £ mit
0 3 AN | e, s0 fithrt 3.6(8) auf &' =4. ©

3.8 Nach 3.6(5),(8) ist die Parallelitit eine Aquivalenzrelation auf G und auf &.
Ist g € G, so heifit (g||) := {h€G | h| g} das durch g bestimmte Parallel-
biischel.

Wir sagen, dal Geraden g, h, k, ... im Biischel liegen, wenn sie einen Punkt
gemeinsam haben oder wenn sie paarweise parallel sind.

Sind g, h zwei verschiedene komplanare Geraden, so setzen wir B(g, h) := (g ||)
im Falle ¢ || hund B(g, h) := {k€ G|k 2 gNh} andernfalls. Man nennt B(g, h)
das durch g, h bestimmte Biischel.

4 Translationen und zentrische Streckungen

Gegeben sei ein Kongruenzraum (P, =). Vorbereitend zeigen wir zunéchst

4.1 Satz des Desargues. Sind g,h,k drei verschiedene im Biischel gele-
gene Geraden und sind A,A" € g\ h N B,B"€ h\k N C,C" € k\ g mit
(A,B) || (A", B"Y N (B,C) || (B,C"), soist (A,C) || (A", C").

Beweis. a) Sind g, h, k nicht komplanar, so sind die Ebenen (A, B,C) und
(A’, B',C") nach 3.6(6) und 3.7(1) parallel, und es folgt

(A,C) =(g,k) N (A, B,C) || (g.k) N (A, B, C") = (A" C").

b) Sind g, h,k Geraden einer Ebene ¢, so gibt es wegen (P), 3.1(3),(5) und
3.6(5) eine Gerade m € G\ G., die mit g,h,k im Biischel liegt. Sind nun
D,D" € m\ g mit (A, D) || (A", D), so fithrt a) fiir h, g,m bzw. k, h,m bzw.
g,m,k auf (B, D) || (B, D’) bzw. (C, D) || (C", D") bzw. (A,C) || (A",C"). <
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4.2 Ist ¢ : P — P eine Bijektion mit
() (XY) [ {p(X),0(Y)) V XY € Py,
so heiit ¢ eine Dilatation von (P, =).

Aus () folgt (v7" (0(X)), o7 (p(Y))) || {¢(X), o(Y)) ¥ XY € Py, d.h. mit ¢
ist auch ¢! eine Dilatation, und in Verbindung mit 3.6(5) ist dann ersichtlich,
dafl die Dilatationen von (P,=) hinsichtlich des Verkettens ,,0“ eine Gruppe
A(o) mit idp als neutralem Element bilden. Wir erhalten

4.3 Satz. Ist p € A, so gilt:

(1) Es ist p(g) € G und o(g) || g YV g€G.

(2) Es ist p(e) € £ und p(e) || e Vee€l.

(3) Es ist o(G) =G und ¢(&) =E£.

(4) Ist X € P und ist a € GUE mit X, p(X) € a, so ist p(a)=a.

(5) Ist X € P mit o(X)=X und ist a€c GUE mit a> X, so ist p(a)=a.

(6) Existiert AB € Py mit o(A)=AN ¢(B)=B, so ist ¢ = idp.

(7) Ist o(X)#X Y X €P, so bilden die Fixgeraden von ¢ ein Parallel-

biischel, und fiir A,B € P mit B & (A, p(A)) ist (A, B,o(B),p(A)) stets
ein Parallelogramm.

Beweis. Essei v/ = ¢(u) VuePUGUE.

Ist x € GUE und ist A € x, so fithren 4.2(x) und 3.6 fir B € P\ {4}
und y:=(A’||z) auf (Bex < (A, B)||z|ly & (A, B')||ly|l|lr & B'cy), d.h. es ist
' =y || z. Damit sind (1), (2) gezeigt, und mit der Bijektivitidt von ¢ folgt (3).
Fir X € Pund a € GUE mit X, X’ € a ergibt sich nun X' € anad Aa | d,
also a = @/, und mithin sind auch (4), (5) giiltig.

Ist AB € Py mit A=A" A B=DB’, so sind (Y, A), (Y, B) Fixgeraden von ¢ fiir
jedes YEP\(A, B), und es folgt Y’ = Y. Mit dem gleichen Argument fiir AY
anstelle von AB ergibt sich dann (6).

Nun gelte X' # X VX eP:FirAeP, BeP\ (A A)unde:= (A A, B)
folgt B’ € € wegen (A", B’) || (A, B) || €. Die Fixgeraden (A, A"), (B, B’) von
¢ konnen sich in e nicht schneiden, da ¢ keinen Fixpunkt hat, d.h. es gilt
#(A, B, B, A"), und mit (4) impliziert dies (7). <

4.4 Wir betrachten ¢ € A. Hat ¢ keinen Fixpunkt oder ist ¢ =idp, so wird ¢
als Translation bezeichnet. Es sei 7" die Menge aller Translationen von (P, =).
Gibt es ein Z € P mit p(Z) = Z, so heiit ¢ eine zentrische Streckung mit
Zentrum 7.

Wir setzen A(Z) := {p € A | p(Z) = Z} und bemerken, dafi A(Z) offenbar
eine Untergruppe von A ist. Wenn ¢ € A(Z) \ {idp} ist, so ist Z nach 4.3(6)
der einzige Fixpunkt von ¢, und geméf 4.3(5) ist {g € G | ¢ © Z} dann die
Menge der Fixgeraden von ¢.

Wir zeigen nun
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4.5 Existenzsatz fiir Dilatationen. Sind A, B € P, so gibt es genau ein
T €T mit T(A) = B. Wir notieren 7 als T4 p.
Sind A,B,Z€P mit Z#A,B N Be(Z, A), so gibt es genau ein § € A(Z)

mit 6(A) = B.
Beweis. Fiir den Nachweis der ersten Aus-

sage betrachten wir g,h€ G mit g3 A, B
A gl|lh#g und fir den Nachweis der
zweiten g,h € G mit g> A, BAgNh={Z}.

a) FEristenzz Wir wihlen einen festen
Punkt Reh\ g und definieren ¢ : P — P :
X — X' wie folgt:

Ist X€P\g, so gibt es genau eine Gerade
x € B(g,h) mit X € z, und dann sei {X'} .=z N (B || (4,X)). Ist Y €g, so
sei {Y'} :=gn (R || (R,Y)).

Dann ist A’ = B, und man erkennt, daf§ ¢ : P — P eine Bijektion mit p(z) ==
V x € B(g,h) ist.

Fir X, W € P\ g mit X # W folgt nach 4.1 oder trivialerweise sofort (X, W) ||
(X', W"), also auch (X, R) || (X', R') im Falle X # R. Fiir X € P\ (gUh)
und Y € g\ A fithrt 4.1 nun auf (X,Y) || (X', Y’), und fiir S € b\ g folgt mit
4.1 dann auch (S,Y) || (S',Y"). Mithin ist ¢ eine Dilatation, und offenbar ist
@ € 7 im Falle h || g sowie ¢ € A(Z) andernfalls.

b) Eindeutigkeit: Ist 1) eine weitere Dilatation mit den gewiinschten Eigenschaf-
ten, so ist ¥(A) = B und ¢(h) = h (vgl. 4.3), und mit 4.3 folgt ¥(g) = g sowie
YP(X)=X" VX eP, asoyp=¢p. ©

4.6 Corollar. 7 (o) ist ein abelscher Normalteiler von A(o).

Beweis. Ist 7 € T\ {idp}, soist 771 € A, und 77! hat die gleichen Fixgeraden
wie 7. Nach 4.3 ist dann 771 € 7.

Sind o,7 € T, soist c o7 € A geméaf 4.2, und wenn o o 7 einen Fixpunkt A
hat, so ist 7(A) = 07 1(A), also 7 = 07! gemifl 4.5 und damit o o7 = idp. Dies
bedeutet o o 7 € 7, und folglich ist 7 eine Untergruppe von A(o).

Ist « € A und 7 € 7, so filhrt a o 70 }(X) = X fiir ein X € P auf
7(a (X)) = a7 }(X), also auf 7 = idp, d.h. es ist « o T o' € T. Dies
bedeutet, dal 7 ein Normalteiler von A ist.

Nun seien 0,7 € 7 \ {id,} und A € P: Wenn o(A) ¢ (A,7(A4)) ist, so gilt
#(1(A),A,0(A),0(1(A))) und #(A,0(A),7(c(A)),7(A)) gemaB 4.3(7), also
auch #(7(A), A,0(A),7(c0(A))) und damit o o7(A) = Too(A) (vgl. 3.2). Nach
4.5ist dann coT =T o0 0.

Ist jetzt p € T mit p(A) € (A,7(A)), so gibt es nach 4.5 ein 0 € T mit
a(A),o(p(A)) & (A, 7(A)), und mit dem bereits Bewiesenen folgt o o (10 p) =
(coT)op=(roo)op=To(ocop)=(cop)oT =00(poT),also Top=por.
Mithin ist 7 (o) abelsch. ¢
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5 Vektorielle Darstellung von Punkten, Geraden und Ebenen

5.1 Gegeben sei ein Kongruenzraum (P,=). Wir wihlen einen im weiteren
festen Punkt O und bezeichnen diesen als Ursprung. Fiir X € P wird die
Translation 7o x jetzt mit 7x bezeichnet, und wir setzen

X+Y = TX OTy(O) :Tx(Y) VX,Y eP.

Nach 4.5, 4.6 und wegen 7x,y(0O)=X+Y=7x o 1y (0) ist a : P—T : X—7x
eine Bijektion mit [7xy =7x o7y |V X, Y € P, und nach 4.6 ist P(+) dann
eine zu 7 (o) isomorphe abelsche Gruppe mit dem neutralen Element O.

Das Negative von X € P ist —X := 7'(0). Ist ¢ € G mit g > O und sind
XY € g,50gilt 75'(g9) = g ATx oy (g9) = g gemiB 4.3, also —X, X +Y € g,
d.h. g(+) ist eine Untergruppe von P(+).

5.2 Essei K:= A(O)U{0}, wobei 0 die sog. Nullabbildung 0:P — {O} ist.
Wir setzen’a-ﬁ::aoﬂ‘Va,BEKund a- X =aX)|V (o, X) e Kx P.
Nach 4.4 ist K* := A(O) = K\{0} bzgl. ,,-“ eine Gruppe mit dem neutralen
Element 1:=idp, und K(-) ist eine Halbgruppe mit [0-a =0=a-0|V a K.
Es folgt |0-X =0 AN 1. X =X A (af)X=a(0-X) VX eEP, Va,f K

Nach 4.6 ist a o 7x o a”! fir X € P und o € K° eine Translation mit

aotx oa (0) = a(X), und deshalb ist ’Ta.X =aoTyoa ! ‘ Dies impli-
zietrt |- (X +Y)=0a-X+a- Y| VaeK, VXY eP,denn fir a =0 ist

dies klar, und fiir o € K* folgt dies aus

Ta(X+Y) = QO Tx1y ocal=aorxoatoaoryoa T =Tax 0 Tay =Taxtay-

Nach 4.5 gilt (O,X) ={0O}U{a-X |aeK'} =KX VX € P:=P\{O}, und fiir
XY € Py erhalten wir (X,Y) = 7x((0,Y—X)), also | (X, Y) = X+K(Y-X) |
Weiter ergibt sich | A+KB || C+KD < KB=KD|fir A,CeP AN B,DeP,

denn es ist A+ KB = 74(KB) || KB und C +KD = 7¢(KD) || KD, und wegen
O € KBNKD fithren Axiom (P) und 3.6(5) dann auf die Behauptung.

5.3 Die Abbildung —1: P — P : X — —X ist eine Bijektion, da P(+) eine
Gruppe ist, und wegen (=X, —=Y) || x4y ((—=X,=Y)) = (X, Y) V XY € P,
und —O = O ist dann —1 € K*. Wir setzen —a := (—1)-a V a € K.

Fiir o, § € K betrachten wir nun die Abbildung a+ : P—P: X — o(X)+5(X).
Offenbar gilt’oe+ﬁzﬁ+a, O+a=a|und |a+ (—a)=0| Va, €K sowie
(B#—a & B(X)#(—a)(X) & (a+6)(X)#0 VX e€P) gemiB 4.5.
Sind o, # € K* mit § # —a und setzen wir X' := a(X)AX" = 3(X) VX € P,
so folgt X, X' X" X'+ X" ¢ KX\{O} VX € P".
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Fiir festes A € P* und fiir Y € P\ KA ergibt sich dann
(A AT A+ Y || AT (ALY [ (ALY | A+ Y7, YY),

also (A, Y) || (A + A", Y'+Y"), und fiir § € K* mit 6(A) := A"+ A" (vgl. 4.5)
impliziert dies 6(Y) =Y’ +Y" = (a+ 3)(Y) VY € P\ KA.
Ist nun Z € KA, so folgt mit Y, Z anstelle von A,Y entsprechend §(Z) =
=(a+pF)(Z),dh.esist a+ =06 € K.
Damit ist V «a, f € K gezeigt, und es folgt | (a« + 3)- X =a- X+ -X

A(@+B)+7)(X)=aX+3X +7X=(a+(3+7))(X)
((-(B+ X)) =(B-X +7-X) = (- + a7)(X)
d.h. K(+) ist assoziativ, und fiir K(+, -) gelten die Distributivgesetze.
Aus 5.1, 5.2, 5.3 erhalten wir
5.4 Satz. K(+,) ist ein Schiefkorper, und P(+) ist ein Linksvektorraum tber
dem Schiefkdrper K(+,-).
5.5 Satz. Sind O,A,B nichtkollineare Punkte, so ist (O,A,B) ein Untervek-
torraum von (P(+),K(+,-)) mit (O, A, B)={zA+yB|z,ye K} =KA+KB.
Beweis. Wegen (O, A) = KA und (O, B) = KB ist KAUKB C (O, A, B) =: .
Nach 4.3(4),(7) gilt 7,4(¢)=¢ Vo €K, und dies impliziert xA+yB e Vz,y K.
Ist R € e\(KAUKB), so gibt es nach 3.4(3) und 3.6(4) Elemente z,y € K mit
(R||IKB)NKA ={zA} N (R||KA)NKB ={yB}. Dann gilt #(zA, O,yB, R),
also R =2 A+ yB. Es folgt e=KA+KB und damit die Behauptung. ¢
5.6 Anmerkung. Der Linksvektorraum (P(+), K(+,-)) ist durch die Wahl des

Ursprungs O festgelegt. Bei einer anderen Wahl von O entsteht ein isomorpher
Linksvektorraum (vgl. [9](5.61)c)).

A
A

6 Mittelsenkrechten und Orthogonalitéit

Gegeben sei ein Kongruenzraum (P, =). Im folgenden verwenden wir erstmalig
auch das Kongruenzaxiom (K) und zeigen zunéchst

6.1 Lemma. Es gibt ein Parallelogramm (A, B,C, D) mit (A, CYN(B, D) # &.

Beweis. Angenommen, fiir jedes Parallelogramm (A, B, B’, A’) gilt

(1) (A, BYn(B,A") = 2.
Mit (K) erhalten wir dann

(2) AB=AB NAA = BB'NAB = A'B.
Weiter ergibt sich

(3) <X, Y> ﬁmx,y =g VXY € Pg,
denn wenn ein R € (X,Y) Nmxy existiert, so kann man S € mxy \ {R} und
T € P wihlen mit #(X,S,Y,T) (vgl. 3.2). Wegen (K) folgt dann XT =Y S =
SX=TY,alsoT € mxy N(X,Y,S) =(R,S) und damit R € (X,Y)N(S,T)

im Widerspruch zur Annahme.
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Aus (2) und (3) erhalten wir
(4) Sind A, B,Cnichtkollineare Punkte mit (A,B) Nmac =, so ist mag || mac.

Beweis. Es existiere ein Punkt A" € mapnN

Nmac. Sind B, C' € P mit #(B, A, A’, B") und B
#(C, A A" "), so fithrt 4.1 auf #(C, B, B',C"),

und wegen (A, B) [[map N (A, B) | mac A ¢ A B
N <A, C> H ma,c gilt A", B € mag N mac A ya

AN C" € mac (vgl. 3.6). Mit (2) folgt jetzt ™ac
AC'=CA=AA=AB=AB'=B'C=C"B, also A

C"emy p und damit my p= (A", B, C")=mac.
(5) Nun seien AB € Py und C' € my . Wegen (A,C) f map A (A, C) || mac
(vgl. (3)) gilt map ff mac geméB 3.6(7), d.h. es ist g :== map Nmac € G.
Wegen C' ¢ (A, B) und (4) ist dann (A, B) }f mac. b

Fiir De (A| g) mit D+# A folgt C ¢ (A, D), und wegen Mmac g 4

(A, D) || mac ist BZ(A, D). Mit (A, DY\ map =0 &'—é‘

A (A, D) Nmy o = @ fithrt (4) nun auf ma g || map ||

| ma,c im Widerspruch zu ma g ff mac. ©

mapB (O

Mit Hilfe von 6.1 erhalten wir

6.2 Satz. Es gilt —1#1, 2:=1+1#£0, 1:=2"'eK"

sowie 2a=a+a#0 und 2X =X+X#0 VaeK', VX eP.
Beweis. Nach 6.1 gibt es A,...,E€P mit #(A, B,C,D)ANE€(A,C)N{(B,D).
Setzen wir 7_g(X)=: X'V X € P, so folgt #(A’, B, C",D’) mit (A, C"\n(B, D) =
{O} und A, B, C"\D" € P*. Fiir o € K* mit o(A’) = C" (vgl 4.5) folgt a(B’) =
D' Aa(D') = B' gemifl 4.3 und mit 4.5 dann o? = 1, also (o — 1)(a + 1) = 0.
Wegen a # 1 impliziert dies —1 = « # 1 und damit die restlichen Aussagen
(vgl. 5.4). ©

6.3 Corollar. Sind A, B,C nichtkollineare Punkte und ist D := A—B+C
sowie M := $(A+C), so gilt #(A, B,C, D) mit (A,C) N (B, D) = {M}.

Beweis. Wegen Tp_4(A) = D AN 1p_a(B) = C fiihrt 4.3(7) auf #(A, B,C, D).
Nach 6.2 ist A+ 3(C — A) = £(A+ C) = 3(B+ D) = B+ (D — B), also
M e (A, C)N (B, D) gemif 5.2. ©

Weiter zeigen wir
6.4 Satz. Es gilt Tap=7-4 VA BeP
sowie {X,Y}={7(X),7(Y)} VXY Py, VTeT.

Beweis. a) Fir A,BEP ist 74 p(A)=B=7p_a(A), also 74 p=75_4 gemaf 4.5.
b) Ist XY € Py und 7 € 7 mit 7(X) ¢ (X,Y), so fithrt 4.3(7) mit (K) auf
XY = 7(X)7(Y). ¢) Ist XY € P, und 7 € 7 mit 7(X) € (X,Y), so sei
Z € P\(X,Y), p:=7x,z und 0:=7z(x). Nach 4.5 und 4.6 ist 0 0 p = 7, und
mit b) folgt dann XY = p(X)p(Y) = o(p(X)) o(p(Y)) = 71(X)7(Y). ©

74



Mathematisierung der anschaulichen Geometrie
Ist (A, B,C, D) ein Parallelogramm von (P,=) mit AB = BC = CD = DA,
so heiit (A, B, C, D) eine Raute, in Zeichen: ((A, B,C, D).
Wir erhalten
6.5 Satz. Ist AC € P,, so ist {:(A+ C)} = (A,C) N mac, und fir
Bemuyc\ (A C) und D :=A— B+ C gilt (A, B,C, D) sowie D € mac.
Beweis. Ist AC € Py, so lassen sich B, D wie angegeben wéhlen. Mit 6.3 und
(K) folgt AD = CB = BA = DC, also ¢(A,B,C,D) und D € muc. We-
gen (A, B,C) Nmac = (B,D) und 6.3 ist {3(A+ C)} = (4,C) N (B, D) =
= <A, C> N mac. <
6.6 Corollar. Es ist (M, A) Nspy(A) ={A,2M—-A} ¥V MA € P,.
Beweis. Ist MA € Py und ist C' := 2M — A, so ist C' # A, und es ist C' =
M+1-(M—A) € (M, A)A{M,C} £ {M+(A~M),C+ (A~ M)} = {4, M},
also C' € (M, A) Nsp(A). Ist X € (M, A) Nsp(A) mit X # A, so fiithrt 6.5 auf
Me (A X)Nmax ={3(A+X)}, und es folgt X =2M —A=C. ©
6.7 Es sei Ot = P, und fir A € P sei At := m_a4. Nach 6.5 ist
KANA*+={0}| V A €P. Sind A, BEP, so notieren wir auch als
und nennen A zu B senkrecht oder orthogonal.

Sind A,B € P* mit A L B, so fithrt 6.5 auf O(—B, A, B,—A), d.h. es ist
Bem_s4=A" Mithingilt | ALl B& B1LA|VABeP.

Wir zeigen nun
6.8 Satz. Ist By, € P, so gibt es Ey, B35 € P mit Ef N Ey = KFE;,
E;‘ N Eé‘ = KEl, Eé‘ N Ef‘ = KEQ, E1 1 EQ, EQ 1 E3, E3 1 El, und fUT
R e P qgilt RL:ElL@KR:KEI.

Beweis. Es sei By € B\ {O}. Dann ist E{- # Ef wegen FEy ¢ E5-, und nach
3.3, 5.2 gibt es ein F3 € P mit Ef N By = KFE3, d.h. esist By L Ey, Fy L
F3, E3 L Ey. Wegen E3 € E5- ist By NEy = KE; und Ey NEf = KE,. Ist nun
R € P, so fiihrt Rt = Bt auf R | B, B3 und auf KR = Ef N By = KE,.
Umgekehrt erhalten wir aus R € KE; zunichst R 1 E,, Es, also Rt 3 E,, Ey
und damit R+ = (O, Ey, E3) = E{. o

6.9 Corollar. Ist AB € Py, so ist map || (A—B)*, und iberdies gilt
Xemup & X—3(A+B) € (A-B)*| VX eP.

Beweis. Fir 7:=7_14,p) ist map || T(map)=r({X € P|AX = XB DR
={7(X)| X € PAT(AT(X) = 7(X)7(B)} = mya)-5) = (3(4 - B))J‘
=(A — B)*, also auch (X €map & 7(X)€T(map) = (A—B)* )VXEP o

e 112
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7 Algebraische Darstellung von Kongruenzriaumen

Gegeben sei ein Kongruenzraum (P, =). Im weiteren seien O, Ey, s, E5 geméaf
5.1 und 6.8 fest gewihlt.

Zunéchst zeigen wir

7.1 Satz. Die Abbildung k : K3 — P : (z,y,2) — vE; + yEy + zE3 ist eine
szektion. ES 28t EL = KE2+KE3, EIZL = KE3+KE1 und E?)L = KE1+KE2

Beweis. Tst (u,v,w) € K3, so ist k((u,v,w)) € P. Ist X € P, so gibt es gemiB
3.6, 3.7, 4.5 und 6.7 ein Tripel (z,y,z) € K3 mit

{zB1} = KEIN(X || B), {yE2} = KE2N (X || By), {2Es5} = KE;N (X || Ey).
Dann ist 2E, — X € Eif, und mit yF,, 2FE3 € Ei- folgt x((x,y,2))—X € Ef
(vgl. 5.5). Ebenso ist k((z,y,2))—X € Ey N Ey, d.h. esist x((z,y,2)) = X.
Sind nun r,s,t € K mit X = rE; + sEy + tFEs3, so ist rE;— X € Ef, also
{rky} = KE, N (X || E}) = {zE,} und damit r = z. Entsprechend erhalten
wir s =y und t = z. Zusammen mit 5.5 impliziert dies die Behauptung. <

7.2 Im folgenden sei F' € {Es, E5}. Wir studieren die Orthogonalitit in der
Ebene ¢ :=KE, +KF (vgl. [1]):

Ist x € K*, so gibt es genau ein 2’ € K* \ {z}
mit zF+F | o’ Ey+ F, denn wegen x B+ F #
O, F ist (xE; + F)* Ne eine Gerade durch O,
die von KE|,KF,K(zE; + F) verschieden ist
(vgl. 6.7, 6.8) und die F' + KFE; in genau einem
Punkt o' Ey\+F & {F,xFE,+ F} trifft. Nach 6.7
ist (z/) =2 V€K' Sind nun u,v € K* mit
uzv und ist U:=uF,+F, V:=vE;+F, so ist
U.=uE+F # VvEi+F =V’ und nach 3.4,
5.2 existiert ein Punkt M in ¢ mit {M} = (U + KU’) N (V + KV”’). Dann
gibt es a,b € Kmit M —U = aU AN M —V = bV’, und nach 6.9 ist
M € moay N moay. Wir erhalten {M,2U0} = {M,0} = {M,2V}, also
M € mypyay, und mit 6.9 folgt M—(U+V) L 2U—-2V = 2(u—v)E,. Wegen
Ef Nne = KF gibt es nun ein ¢ € K mit ¢F = M—U—-V, und mithin gilt
cF =aU—-V = (au'—v)E1+(a—1)F sowie cF=b0V"-U = (bv'—u)E+(b—1)F.
Mit 7.1 fiihrt dies auf auv’ =v A b =u A a—1 =c=b—1, also auf a = b
und v/v~! = v/u=t.

2U U+V 2V

=a  =vu

1

:U/_u—l‘

Damit ist ’u“v‘ YV u,v € K mit u # v gezeigt, und wegen (u = v
& o =) gilt dies auch fiir u = v. Mit v = 1 folgt m VuekK:.

Dies impliziert nun 1’-u~!-v =107t 4! Vu,v € K, und deshalb gilt

(1) Vv ek,
d.h. K(+, ) ist ein Korper.
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Weiter erhalten wir xEy + yF 1L uEy + vF < zu = 1" - yov fir z,y,u,v € K|
denn im Falle z,y, u,v € K" folgt dies aus %El—l-FJ_%El—l—F(:)%:(%)’:l’%,
und sonst gilt dies trivialerweise.

Wir setzen jetzt p:= —1' € K im Falle F = E5 und ¢ := —1’ € K* im Falle
F=FEj5. Mit der Vereinbarung

(2) |(uEy + vEy +wEs) x (xEy + yEy + zE3) = ux + pvy + quz

fiir u, v, w, z,y, 2z € K ergibt sich dann

B)X1LY&XxY=0 VX, Ye€KE +KE, = Fj5,

4 X1LY&eXxY=0 VX, Y€KE +KE; =FEj,

5) X*xY=YxX VXYeP,

(6) (aX +bY) * (cU) = ac-(X«U) +be-(Y«U) Va,bceK, VX, Y,UE€ETP,
d.h. durch ,x“ ist ein Skalarprodukt fiir (P, =) erklart.

Dieses beschreibt die Orthogonalitéit von (P, =) gemif

7.3 Satz. Esist [ X LY ©X*xY =0] VX YeP.

Beweis. a) Entsprechend der Wahl von O, Ey, Es, E3 ist
Ul={XeP|UxX=0 V UecKE UKEUKE; (vgl. 7.1).
b) Mit 5.5, 7.2(3),(4) und a) erhalten wir fiir v, w € K zunéchst
Ey + vEy, wE3 € (—pvE) + Ey)* sowie B + wEs, vEs € (—qwE) + E3)*
und damit dann
(El—i‘Uf?Q—i—wf?;g)L = <O, —va1 + EQ, —qul + E3> =
={—(pvy + quz)Ey + yEs + zE3 | y,z € K} =
={eE1+yEy+zE3 | z,y,2€e K AN 1-24+poy+quz=0} =
={XeP|(Ey+vEy+wE3;)*X =0}.
Nach 6.8 bedeutet dies Ut ={X e P |UxX =0} VU € P\ Ef.
c) Fiir U,V € Eft ist E; *V =0 und
ULV BULE LV & U+E)+V =0 o UxV=0). o

7.4 Sind X,Y € P, so nennen wir (X—-Y)?:= (X-Y)* (X-Y)
das Abstandsquadrat von X und Y.
Wegen U g UV U € P gilt U2 40 VU € P, also

(1) |z,y,2€ K A 22 +py*+¢22=0 = 2 =y=2=0|

Weiter erhalten wir

2) [{R, S} = {1.U} & (R—S)* = (T—U?| ¥ {R,S},{T,U} € P,.

Denn ist X := R— S und Y := T — U, so fihrt 6.4 auf {R,S} = {T,U} <
(R-8,8—S}={T-UU-U} & {X,0} = {Y,0}). Im Falle X = Y
gilt die Behauptung, und andernfalls ist {X,0} = {Y,0} & O € mxy &
SO—1(X+Y)e(X V) e X+)*x(X-Y)=0X*=Y% o
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Schlief3lich folgt

7.5 Satz des Pythagoras. Es gilt

(R-S5)*+ (S-T)*=(R-T)> & R-S1S-T VR,STEeP.
Beweis. Fiir X :=R—S und V:=5-T ist X?+Y?=(X+Y)? & XxY =0. ©
7.6 Anmerkungen. a) Die Metrik ,x“ auf (P, =) ist festgelegt durch die Wahl
des Ursprungs O und des Einheitspunktes E;. Denn die Orthogonalitdt auf
(P,=) ist bestimmt durch = und O geméf 6.7, und nach [9](9.7)(8) (mit

@ = idp) ist ,x“ das einzige (basisunabhingig definierbare) Skalarprodukt auf
(P(+),K(+,)), welches 7.3 und die Bedingung F; * £} = 1 erfiillt.

b) Nach [9](7.53) hat K unendlich viele Elemente.

c) Mit 5.4, 6.2 und 7.1 — 7.5 ist eine vollstandige algebraische Beschreibung fiir
(P,=) gewonnen.

Denn ist K(+,-) ein Korper mit 1 # —1 und gibt es p,q € K* mit 7.4(1), so
ist durch f((u,v,w),(z,y,2)) = ur + pvy + qwz V (u,v,w), (z,y,2) € K3
ein Skalarprodukt f auf K* erkldrt, und vermittels {R,S} =, {T .U} &
& f(R—=S,R—S)=f(T—-UT-U) fir R,S,T,U e K3mit R#SANT #U

erweist sich (K?,=¢) dann als ein Kongruenzraum (vgl. [8]).

8 Algebraische Darstellung klassischer Ridume

Gegeben sei ein klassischer Raum (P, =), d.h. auBer den Axiomen (R), (V
(G), (P), (K) soll jetzt auch das Anordnungsaxiom (A) erfiillt sein.

8.1 Ist MA € Py, so ist M ein innerer Punkt von s/(A), denn nach 6.6 gilt
(92 M=lgnsu(A)|#1) Vgeg.

In Verbindung mit (A) fithrt 6.6 dann auf

(1) gosM=|gNsy(A)=2 Vgeg, ¥VMAEcTP,.

Betrachten wir nun noch einmal den Beweis von 6.8, so erkennen wir mit (1) fiir
M = O, dafl wir in klassischen Rdumen zu F; € P* stets Elemente F,, F3 € P
mit £y L Ey N Es L Es N Es 1L E; N OF; = OFy, = OF5 finden konnen.
Wir denken uns die Erérterungen aus Abschnitt 7 im weiteren auf ein solches

Tripel (Ey, E, E3) bezogen. Dann ist E? = F3 = E?, also , und ,,x“

ist das sog. Standardskalarprodukt (vgl. 7.2(2)).

~—

Y

Wir zeigen nun zunéchst

8.2 Lemma. Ist MRE€ Py und ist X € P\sy(R), so gibt es ein S € sp(R)
mit M—X1X-S AN (M—X)*+(X—-S)>=(M—R)* im Fulle X € sy(R)
und M-S 1 S—X A (M—R)*+(S—X)*>= (M—X)? im Falle X & sy(R).

Beweis. a) Ist S € sp(R) mit (M—S)x(S—X) #0,sosind S, S+a(S—X) €
(S, X)Nsp(S) = (S, X)Nsy(R) fiir 0#a:=2(M-S)*(5S-X))/(S—X)?
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wegen (M —(S+a(S—X)))? = (M—-8)*+a(a(S—X)*—2(M—-9)*(S—X)) =
= (M~ 82 = (M - R).

b) Ist X & sy (R), so gibt es definitionsgeméB ein S € sp(R) mit [(S, X) N
Nspy(R)| = 1, und mit a) folgt M — S 1L 5 — X.

c) Ist X € spr(R),s0seiY € (M — X)+ mit Y # O. Nach Axiom (A) gibt es
ein S € sy (R) mit S € X +KY, und dann ist X — S € (M — X)*.

d) Die verbleibenden Aussagen ergeben sich mit 7.5. ©

8.3 Satz. Fir K, := {2 | x € K} gilt:

(1) Sind u,v € Ky, so istu+v € K,.

(2) Es gilt X? €K, VX eP.

(8) Ist x € K*, so ist entweder x € K, oder —x € K.

Beweis. (1) Sind x,y € K*, so fithrt 8.1(1) auf K(xE; + yE>) N so(Ey) # @,
d.h. es gibt ein @ € K* mit a?2? 4+ a*y? = (axEy + ayEy)? = (B — 0)* =1,
und dann ist 2% 4+ y* = (1/a)? € K.

(2) Ist X =xF +yEsy+2zE3 gemiB 7.1, so fiihrt (1) auf X?=z*+y*+22€K,.
(3) Esist 1 = 1% € K;. Ist z € K* \ {1}, so sei M := (1 + ) - Ey. Es folgt

M # Eyund O & sy (Eq). Ist O & sp(Eq), so gibt es nach 8.2 ein S € sy,(F1)
mit M —S 1 S—0, also mit M xS = S? und dann ist M?> —z = (M — E;)? =
= (M — 8)*= M?*— 52 also z = S? € K, gemiB (2).

Ist dagegen O € sp(Ey), so gibt esnach 8.2 ein S € sy (Fy) mit M—0O L O-S,
und dann ist M? -2 = (M —E)*>= (M —5)> = M?+ 5% also —x = S* e K,
gemif} (2). Gibe es r, s,z € K* mit z = r? A —z = 52, so wire rE| + sEy € P
mit (rE; + sEy)? = 0 entgegen 7.4(1). ©

8.4 Nach 8.3(1),(3) bewirkt Axiom (A), dal K(+, -) ein euklidischer Korper ist.
Dieser ist bekanntlich angeordnet vermittels ’$ <y y—rzekKy ‘ VayekK

Nach der Definition von K, und entsprechend den Regeln der Anordnung findet
man zu jedem u € K, genau ein z € K, mit 2% = u. Man notiert z als y/u und
folgert, dal /: K, —K, : u—+/u eine streng monoton wachsende Bijektion ist.

Wegen 8.3(2) ist | X|:= VX2 V X € P definiert. Man nennt | X| den Betrag
von X und | X — Y| den Abstand von X und Y.

Wegen X? = |X|? und (X? =Y? & |X| = |Y]) fiir X,Y € P fiihrt 7.4(2) auf

(2) {M,R}YeP; A r:=|R—-M| = |sy, ={X€EP | |X-M|=r}=su(R)|
und mit 8.2, 8.3 ergibt sich

B) |sar ={X€eP||X-M|<r} VMecP, VreKi\{0},
denn sind XY, Z € P mit X2 +Y? =272 soist X2 < Z?2, also |[X| < |Z].
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8.5 Neben Axiom (A) sei in (P, =) nun auch das Axiom (S) erfiillt.

Wir betrachten eine nichtleere Teilmenge 3 von K \{0}. Ist 2 := {zFE; | z€ 3}
und M = {sp(A) | AcU} = {50, | z€ 3}, so fithrt (S) mit der Vereinbarung
Saro = {M} auf M = Sy, fiir ein M € P und ein r € K. Hier ist M =0,
denn andernfalls wire T:= (14 r/|M|)-M €53, =M und —7 € (" M\3a7,-
Mit 8.4(3) folgt nun r < 2 Vz € 3. Im Falle r € 3 ist r = min3. Ist r € 3
und ist @ € Ky mit r < a, so existiert nach 8.4(3) ein z € 3 mit z < a,
denn andernfalls wére 55, C 50, C (9 mit aEy € S0, \ So,, d.h. es wire
Sor # (9. Demnach hat 3 das Infimum 7.

Da 3 beliebig in K, \{0} gewihlt war, bedeutet dies, da§ K(+, ) zum Korper
R(+,-) der reellen Zahlen isomorph ist. Mithin gilt

8.6 Hauptsatz. Der Anschauungsraum ist darstellbar als dreidimensionaler
Vektorraum tiber den reellen Zahlen, versehen gemdf$ 8.1, 8.4 und 7.5 mit der
gewdhnlichen euklidischen Abstandsmessung.

8.7 Anmerkung. Ist K(+,-) eine beliebiger euklidischer Kérper und wéhlt man
auf K? das Standardskalarprodukt f, mit 1 = p = ¢, so erweist sich (K3, =)
(vgl. 7.6) nach [8] als klassischer Raum.

In [8] wird auBerdem gezeigt, dafl zwei klassische Rdume genau dann isomorph
sind, wenn ihre Koordinatenkorper, gewonnen geméfi Abschnitt 5, isomorph
sind. Deshalb gehoren zu den euklidischen Korpern die klassischen Raume, ge-
rade so, wie zu den reellen Zahlen der Anschauungsraum gehort.
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