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Kapitel 1

Vorwort

Die mit den Begriffen Zufall, Wahrscheinlichkeit und Statistik verbundene Stochastik' spielt
auch auflerhalb der Mathematik eine herausragende Rolle. Sei es die Wahrscheinlichkeit, im
Gliicksspiel zu gewinnen, die morgige ,, Regenwahrscheinlichkeit“ in einem Wetterbericht, die
Wahrscheinlichkeit, an einer bestimmten Krankheit zu erkranken, die neuesten Arbeitslosen-
statistiken oder eine Umfrage vor der Bundestagswahl.

Die gesamte Versicherungsbranche ruht auf statistischen Grundlagen wie die (steigende) Le-
benserwartungen bei Lebensversicherungen oder die Haufigkeit von Sturmschéden bei Gebéude-
versicherungen.

Auch die Medizin kommt ohne statistische Fallstudien bei der Erprobung neuer Medikamente
oder bei der Frage, ob gewisse Umweltrisiken verantwortlich sind fiir das Auftreten bestimmter
Krankheiten, nicht aus.

Stochastik wird auch auf Warteschlangen an Fahrkartenschaltern der Bahn oder in Wartezim-
mern angewendet. Allgemein befasst sie sich mit Untersuchungen von Ereignissen, die vom
Zufall beeinflusst werden.

Zufillige Ereignisse werden oft durch erhobene Daten (,,Zuféllige Stichproben®) dokumentiert,
fiir deren Analyse die Statistik — ein Teilgebiet der Stochastik — geeignete Methoden bereitstellt.
Fiir viele Studierende der Wirtschaftswissenschaften, Psychologie, Biologie, u.a. sind Mathe-
matik und Statistik identisch.

Wegen ihrer groflen Bedeutung zéhlt die Stochastik heute zur Schulmathematik. Sie gehort zum
Kerncurriculum fiir Lehramtsstudienordnungen, ist also ein Pflichtfach. Dieses Manuskript ver-
sucht einen Einstieg in die Stochastik zu geben. Dass der Autor von Hause kein ,,Stochastiker*
ist, ist vielleicht ein Vorteil, wird aber sicher auch zu Ungereimtheiten fithren, zuweilen sogar
zu Irrtiimern.

Ziel der Lehrveranstaltung ist es nicht, Rezepte und Schemata zu vermitteln, wie man Wahr-
scheinlichkeiten berechnet oder wie man Daten einer Stichprobe auswertet. Vielmehr ist das

! Der Begriff Stochastik stammt urspriinglich aus dem Griechischen und bedeutet dort: die Kunst des geschick-
ten Vermutens. Er umfasst sowohl die Wahrscheinlichkeitstheorie, auch Wahrscheinlichkeitsrechnung genannt,
als auch die Statistik.
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Ziel, dass die grundlegenden Konzepte der Stochastik so weit verstanden werden, dass wenig-
stens exemplarisch Berechnungen und Auswertungen durchgefithrt werden koénnen und dass
das notige Knowhow vorliegt, um im gesellschaftlichen Umfeld mitdenken und mitargumen-
tieren zu konnen. Diese Konzepte der Stochastik verbinden sich in der Regel mit speziellen
sprachlichen Begriffen (,Vokabeln“) wie diskreter und kontinuierlicher, qualitiver und
quantitativer Merkmalraum, Hiaufigkeiten, (Hiufigkeits- und Wahrscheinlichkeits-
) Verteilungen von Stichproben bzw. Zufallsvariablen und (empirische) Verteilungs-
funktionen und deren Kenngréflen wie Mittelwert, Erwartungswert, Standardabwei-
chung, Streung, Varianz, Median, Quantile, Quartile, ferner Ereignis, Wahrschein-
lichkeit(s-Maf}), bedingte Wahrscheinlichkeit, und spezielle Verteilungen wie Bernoulli-
, Binomial-, Poisson-, Laplace-, Normalverteilung und deren Wahrscheinlichkeits-
Dichte, stochastische Unabhingigkeit von Ereignissen und Zufallsvariablen, sowie die
Schitzung der Kenngroflen zugehoriger Zufallsvariable und Tests zur Absicherung von Hy-
pothesen.

Ich habe mich entschlossen, mit der sog. Beschreibenden Statistik zu beginnen, weil diese zum
einen wesentlich einfacher ist als die Wahrscheinlichkeits-Rechnung, zum anderen aber auch fiir
den Alltag gegenwirtiger ist. Ich behaupte auch, dass die Statistik eine grofliere gesellschaftliche
Bedeutung als die reine Wahrscheinlichkeitsrechnung hat. Ich denke nur an die Medizin und die
Wirtschaftsstatistik. Allerdings sind beide Gebiete sehr eng verwoben, was hoffentlich deutlich
werden wird.

Methodisch ist diese Reihenfolge fragwiirdig, weil man Stichproben — ein Stichprobenvektor
x = (1,9, ...,x,) ist Ausgangspunkt aller Ausfithrungen der Beschreibenden Statistik — als
einzige Moglichkeit auffassen kann, Zufallsexperimente und die mit ihnen verbundenen Zufalls-
variablen zu realisieren. Daher wird es viel Redundanz geben. Alleine die Namen Verteilung
und Verteilungsfunktion tauchen in verschiedenen Gewéandern auf.

1.1 Internet-Seiten

1. In den folgenden Seiten werden sehr hiufig Beziige zu einem hervorragenden Multi-Media-
Manuskripts iiber Biometrie? der Uni Miinster (Autoren: ACHIM HEINECKE und WOLFGANG
KOPCKE) hergestellt:

Java unterstiitzte Miinsteraner Biometrie-Oberfliiche?

Viele Beispiele und Grafiken verdanke ich diesem Skript.

Die konnen eine CD-ROM mit allen Unterlagen bei Prof. Kopcke fiir nur 8 Euro bestellen.
Ich werde mich auf dieses Skript unter dem Namen JUMBO beziehen, da dies die Kurzform
des Arbeitstitels des Skripts (Java-Unterstiitzte Miinsteraner Biometrie-Oberfliche) ist, siehe
Abb. 1.1.

2Es geht im Wesentlichen um Statistik mit Anwendungen in der Medizin
3http://medweb.uni-muenster.de/institute/imib/lehre /skripte/biomathe/bio/bio.html
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Abbildung 1.1: JUMBO

Ich zitiere (H. Grahlki: Die akademische Lehre im Netz. Forschung und Lehre 2 (1998) 69-71):
,Es ergibt sich manchmal der Eindruck, dass die Begeisterung der Autoren iiber ihre Produkte
in einem umgekehrten Verhéltnis zu der Bereitschaft der Adressaten steht, die Systeme wirklich
systematisch fr Lernzwecke zu nutzen.*

2. VOLKER SCHMIDT: Wahrscheinlichkeitsrechnung - Skript im Internet* (Uni Ulm)
und
Statistik I - Skript im Internet® (Uni Ulm)

1.2 Lehrbiicher

1. GERHARD HUBNER: Stochastik. Vieweg.

2. Nach Fertigstellung des Skripts bin ich auf das gerade erschienene Buch

G. FI1SCHER: Stochastik einmal anders. Vieweg 2005

gestoflen, dessen Konzept mit dem Skript ziemlich {ibereinstimmt, auch im Abstraktheitsgrad.
Sehr empfehlenswert!!!

3. WALTER KRAMER: Statistik verstehen. Piper.
4. JOHANN PrANZAGL: Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung. de Gruyter.

5. REGINA STORM: Wahrscheinlichkeitsrechnung, Mathematische Statistik, Statisti-
sche Qualitiatskontrolle. VEB.

4http://www.mathematik.uni-ulm.de/stochastik /lehre/ws01_02/wr/vs1/vs1.html
Shttp://www.mathematik.uni-ulm.de/stochastik/lehre /ss02/statistik1/skript/


http://www.mathematik.uni-ulm.de/stochastik/lehre/ws01_02/wr/vs1/vs1.html
http://www.mathematik.uni-ulm.de/stochastik/lehre/ss02/statistik1/skript/
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Kapitel 2

Beschreibende Statistik

2.1 Einfithrung

Alle empirischen Untersuchungen in Padagogik, Psychologie, Marktforschung, Medizin, Biolo-
gie, Sozialwissenschaften etc. bedienen sich der beschreibenden (deskriptiven) Statistik, um ihre
quantitativen Untersuchungsergebnisse fiir eine Analyse in Form von Tabellen, Grafiken und
statistischen Mafizahlen aufzubereiten. Die Schlieffende Statistik dagegen befasst sich mit den
Schlussfolgerungen aus den erhobenen Daten.

Ohne verléssliches Zahlenmaterial kann man nur schwerlich planen. In der Politik ist es Aufgabe
des Statistischen Bundesamtes und der statistischen Landesimter, solches Zahlenmaterial zur
Information der Bevilkerung, der Gesetzgebung und Verwaltung, aber auch als Grundlage von
Entscheidungen und zu wissenschaftlichen Analysen zu ermitteln. Dabei begniigt man sich mit
Schétzungen auf Grund von (Teil-) Erhebungen, da nur selten die wahren Zahlen bekannt sind
— hierzu bedarf es einer Totalerhebung. Das Wort Statistik hat etwas mit dem Staat zu tun,
es bedeutet urspriinglich eine Art Staatskunde, einer Staatsbeschreibung, in der es vor allem um
Zahlen geht! Schon in der Weihnachtsgeschichte (,,...auf dass alle Welt geschétzet werde...)
geht es um eine ,, Volkszdhlung“, die der romische Kaiser Augustus befahl. Noch heute ist
die Bevdlkerungsstatistik eine ganz wesentlicher Anlass zu politischen Diskussionen, von der
Arbeitslosenstatistik ganz zu schweigen. Umweltschutz ist ohne Statistik gar nicht denkbar, da
man nur durch Messungen auf Probleme hinweisen kann!

Die Beziehung zur Wahrscheinlichkeitsrechnung der Stochastik kommt dann zum Tragen, wenn
man den empirischen Verteilungsfunktionen bekannte Verteilungen der Stochastik (Binomi-
alverteilung, Normalverteilung, etc.) gegeniiberstellt. Wie im Vorwort zu diesem Skript aus-
gefiihrt, kann man Stichproben als eine Moglichkeit auffassen, Zufallsexperimente und die mit
ihnen verbundenen Zufallsvariablen zu realisieren.

Ausgangspunkt jeder Statistik sind Erhebungen, meist Teilerhebungen in Form von (Zufalls-)

13
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159 18,6 - 18,8 21,5 22,2: 226 231 232 241 247

9,9 68, 1143 AT 37,6 173 955 126" 118 141
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Abbildung 2.1: Sozialabgaben versus Steuern

Sozialabgaben  Steuern

Stichproben. Mathematisch formuliert wird bei quantitativen Merkmalen eine Stichprobe im
einfachsten Fall durch einen einen Vektor x := (x1,x9,...,2,) € IR" wiedergegeben, den ich
Stichprobenvektor nenne!. Dabei ist n € IN der Umfang der Stichprobe, die Komponenten
xy sind die am k-ten ,,Objekt* (oder auch , Individuum*®) erhobenen Daten. Zum Beispiel konnte
es sich bei x, um das Geburtsgewicht des k-ten Neugeborenen in einem Krankenhaus handeln,
n ist dann die Anzahl der Neugeborenen, deren Gewicht man in der Erhebung misst. In den
meisten Anwendungen, die hier betrachtet werden, ist n relativ grof§ und die einzelnen Objekte
»gehen in der Statistik unter”. Ferner sind die x; meist Zahlen. In solchen Féllen ist die typische
grafische Darstellung ein Histogramm mit klassierten Daten.

Héaufig werden aber nicht nur einzelne Zahlen x erhoben, sondern gleich ein ganzer Datensatz
wie z.B. bei Neugeborenen Name, Alter und Beruf der Eltern, Blutgruppe und Koérperlange des
Neugeborenen, Datum und Uhrzeit der Geburt, etc. Dabei miissen die einzelnen Merkmale nicht
quantitativ sein, wie z.B. Geschlecht und Blutgruppe. Solche nicht quantitativen Merkmale
heiflen auch qualitativ.

Ein Beispiel dieser Art stellt Abb. 2.1 dar. Hier werden zwei verschiedene Merkmale erfasst —
die Steuerlast und die Sozialabgaben. Die , befragten“ Individuen sind Lénder. Man kann nicht
von einer Stichprobe sprechen, sondern von einer Erhebung, dessen Umfang n sehr klein ist. Im
Gegensatz zu den Histogrammen in Kap. 2.3 werden hier die einzelnen , befragten Individuen®
auf der horizontalen Achse und die einzelnen Daten auf den vertikalen Achsen dargestellt.

Die gesamte Versicherungsbranche ruht auf statistischen Grundlagen wie die (steigende) Le-

Tch habe auch den Namen Urliste gefunden.
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benserwartungen bei Lebensversicherungen oder die Haufigkeit von Sturmschéden bei Gebaude-
versicherungen. Hier liefert jeder Todesfall oder jeder Sturmschaden einen ,,Datensatz®.

Auch die Medizin kommt ohne statistische Fallstudien bei der Erprobung neuer Medikamente
oder bei der Frage, ob gewisse Umweltrisiken verantwortlich sind fiir das Auftreten bestimmter
Krankheiten, nicht aus.

Stichproben haben in der Regel ein Ziel. So will man beispielsweise durch eine Umfrage er-
mitteln, wie die Altersverteilung von Raucherinnen und Raucher ist. Man stellt sich z.B. die
Frage: Wieviel Prozent aller 17-jahrigen Jugendlichen rauchen mehr als 5 Zigaretten am Tag?
Das ,,Objekt der Begierde® ist dann diese (unbekannte) Prozentzahl, die mit Hilfe einer Stich-
probe geschdtzt wird, man will von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit schlieBen. Die k-te
Komponente des Stichprobenvektors x gibt dann die Anzahl der téglichen Zigaretten des k-
ten befrgaten 17-jahrigen Jugendlichen. Allgemein will man aus einer kleinen Teilgesamtheit
Riickschliisse auf die Grundgesamtheit ziehen.

An dem letzten Beispiel kann man auch den Bezug zur Wahrscheinlichkeitsrechnung erken-
nen: Die gesuchte Prozentzahl kann man auch als Wahrscheinlichkeit interpretieren, dass ein
zufillig ausgewahlter 17-jahriger Jugendliche mehr als 5 Zigaretten raucht. Diese Wahrschein-
lichkeit wird nun mit Hilfe einer relativen Hdiufigkeit aller derjenigen 17-jéhrigen Jugendlichen
der Stichprobe geschétzt, die mehr als 5 Zigaretten rauchen.

Einen noch engeren Bezug der Statistik zur Wahrscheinlichkeitsrechnung wird deutlich, wenn
man das immer wieder strapazierte Wiirfelspiel nimmt. Angenommen, man mochte empi-
risch die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnen, dass man mit zwei Wiirfeln die Augensumme
10 wiirfelt. Dann kann man eine ,,Stichprobe® von 100 Wiirfen mit zwei Wiirfeln durchfiithren
und die Anzahl der Wiirfe zéhlen, die 10 als Ergebnis haben. Die relative Haufigkeit fiir ein
solches Ereignis ist dann das Ergebnis der Stichprobe und kann als Schéatzung fiir die gesuchte
Wahrscheinlichkeit dienen. Das empirische Gesetz der groflen Zahl ist es dann auch, was iiber
diesen Weg zum Wahrscheinlichkeitsbegriff der Kolmogoroff-Axiome fiihrt.

Durch diese Einfiihrung sollte schon deutlich werden, dass es eine enge Beziehung zwischen
relativen Hdufigkeit und Wahrscheinlichkeit gibt.

Ziel des vorliegenden Skripts iiber Statistik ist nicht die Fahigkeit, den praktischen Umgang mit
Statistiken einzuiiben. Ziel ist es vielmehr, die mathematischen Grundprinzipien der Statistik
als ein reiches Anwendungsfeld der Mathematik kennen und verstehen zu lernen, zumal diese
im gesellschaftspolitischen Alltag eine grofie Bedeutung haben. Viele Threr Freundinnen und
Freunde, die im Studium mit Mathematik zu tun haben, werden sich mit Statistik befassen
miissen. Es wire doch schon, wenn Sie mitreden koénnen.

Ich empfehle Thnen, auf die grafischen Darstellungen in den Medien zu achten und zu ver-
suchen, diese hier einzuordnen. Dabei werden Sie auf einen Typ stoflen, den ich hier nicht
behandeln werde: Grafiken, die die zeitliche Entwicklung irgendeiner Wachstumsgrofe (z.B. Ar-
beitslosenzahlen) beschreiben. Bei der Analyse und Darstellung solcher Zeitreihen treten andere
Fragestellungen auf.
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2.1.1 Die wichtigsten Begriffe

Die folgenden Begriffe sollen Sie am Ende der Vorlesung erklédren konnen:

Relative Hiaufigkeit eines Merkmals einer Stichprobe vom Umfang n, die H&aufig-
keitsverteilung aller Merkmale in einer Stichprobe und ihre grafische Darstellung z.B. durch
Histogramme, die zugehorige empirische Verteilungsfunktion, die Lagemafle Mittel-
wert, Median, Quantile, Quartile einer Stichprobe, die Streumafle Varianz und Stan-
dardabweichung.

Korrelationskoeffizient zwischen zwei Stichprobenvektoren. Lineare Regression als Me-
thode, durch eine Punktwolke von Datenpunkten eine Gerade zu legen.

2.2 Merkmalraum

Zentraler Begriff sowohl der Statistik als auch der Wahrscheinlichkeits-Rechnung ist der des
Merkmalraums, den wir Q nennen. Dieser enthélt alle moglichen? Ergebnisse einer Er-
hebung, auch Merkmalsausprdgungen des jeweiligen Merkmals genannt. Die Elemente von {2
heilen Elementarereignisse und werden — bei endlichem 2 — mit wq, ws, ..., w,, durchnum-
meriert.

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung enthélt der Merkmalraum die Ergebnisse von Zufallsezpe-
rimenten.

2.2.1 Stichprobe

Da eine Totalerhebung nur bei kleinen ,,Grundgesamtheiten® moglich ist, ist man meist auf
Teilerhebungen in Form von (Zufalls-) Stichproben angewiesen.

Diese Ergebnisse sind gerade die Komponenten des Stichprobenvektors x = (1, ..., z,), d.h.
es gilt z, € Q,k = 1,2,...,n. Man kann die Stichprobe auch als eine Funktion X : M —
auffassen mit einer Menge M von n ,Individuen“. Mit einer Durchnummerierung von M :=
{1,2,...,n} ist dann z; = X (j) gerade der Funktionswert der Stichprobenfuunktion X.

Auch Stichproben in der Statistik haben einen Zufallsaspekt: Das Ergebnis ist von vornerein
nicht bekannt, es erscheint zuweilen ,,zuféllig“. In diesem Sinne ist z.B. die Beobachtung der
Blutgruppe eines Neugeborenen auch ein Zufallsexperiment, spéter werden wir jede Beobach-
tung einer Stichprobe mit einer Zufallsvariablen verbinden.

Spéter werden Sie lernen, dass wir formal dann n Zufallsvariable X, X5, ..., X,, haben, von
denen eine ,echte“ Zufallsstichprobe annehmen muss, dass alle X,k = 1,2,...,n identisch
verteilt und stochastisch unabhdngig sind.

Beispiele von Erhebungen aus der Statistik:

2Man sagt, dass die durch die Merkmale gegebene Klasseneinteilung aller Erhebungsgegenstinde disjunkt
und erschopfend sein muss.
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e Eine Erhebung, die das Merkmal Geschlecht einer Person betrifft. {2 besteht aus den
beiden Merkmalsauspriagungen ,, weiblich® und ,, mé&nnlich*.

e Pisastudie Mathematik: Eine Testperson bearbeitet einen Aufgabensatz und wird mit
einer Punktzahl zwischen 0 und 1000 bewertet, d.h. 2 = {n € INy : 0 < n < 1000} C IN.

e Wahlerhebung: Q2 besteht aus allen zur Wahl stehenden Parteien. Es werden n WahlerIn-
nen befragt.

e Linge (in Metern) eines Menschen: © = [0,3] C IR. n ist die Anzahl der Menschen, die
ausgemessen werden.

e Es wird das Geschlecht, das Alter und die Anzahl der téglichen Zigaretten von n Erwach-
senen erhoben. Dann ist 2 das kartesische Produkt Q2 = €21 X 3 x Qg mit Qy := {, weib-
lich“, ,ménnlich“}, Qy := [18,120] C IN, Q3 = INy. Man kénnte Ny durch ein Intervall
[0,1000] ersetzen, wenn man annimmt, dass kein Mensch mehr als tausend Zigaretten
taglich rauchen wird.

e Es wird die Anzahl von Blitzen in einer Minute gezéhlt. Dann ist {2 := INy. Auch hierbei
wird keine Obergrenze fiir die Anzahl der Blitze angenommen. n ist die Anzahl der eine
Minute dauernden Experimente.

Bemerkung: Die Abb. 2.1 ist zwar sehr attraktiv, passt aber nicht so richtig in unsere ,,Stichpro-
benkonzeption“. Allenfalls kiinstlich: Man einen zuféllig in Europa aufgefundenen Sozialabgabe-
Euro, in welchem Land er erhoben wurde.

Man unterscheidet quantitative (zahlenméflige) und qualitative (begriffliche) Merkma-
le, je nachdem, ob man sie durch ,,Messen®“ oder ,,Zdhlen“ gewinnen kann oder nicht. So sind
die Merkmale ,,Geschlecht und ,,Blutgruppe® qualitative Merkmale, ,,Alter“ und ,,Gewicht*
sind quantitative.

Achtung: Q ist ein kartesisches Produkt von Mengen bei der Erhebung mehrerer ,,verbundener*
Daten, d.h. z.B. die Daten zu jeweils einer Person, die durch einen Fragebogen ermittelt wurden,
zusammengestellt zu einem Datensatz. n ist dann der Anzahl der erhobenen Datensétze.

Bemerkung zum Begriff Datensatz: Dieser ist zentral fiir eine Datenbank, deren Tabellen aus
lauter Datensétzen bestehen. Die Anzahl n der Datensétze entspricht dem Umfang der Stichpro-
be, die Datenfelder eines Datensatzes sind von verschiedenem Typ, z.B. vom Typ Tezt (Name),
vom Typ Datum (Geburtsdatum), vom Typ Zahl (Gewicht) — ein quantitatives Merkmal -
oder auch vom Typ einer Grafik (Foto).

2.2.2 Diskrete und kontinuierliche Merkmale

Ist € endlich oder wenigstens abzédhlbar, so heifit der Merkmalraum diskret, ansonsten kon-
tinuierlich (manchmal auch stetig). Kontinuierliche Merkmale treten héufig bei statistischen
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Erhebungen der Liange®, Gewicht, des Blutdrucks, der Temperatur, etc. auf. Fasst man gewis-
se Intervalle zu einer Merkmalsausprigung zusammen, so spricht man von Klassierung (z.B.
,»Gewichtsklassen“). So kann man aus kontinuierlichen Merkmalen diskrete machen. Eine solche
Klassierung ist immer dann angebracht, wenn der Umfang n der Stichprobe bzw. die Anzahl n
der befragten Individuen sehr grof3 ist.

Qualitative Merkmale sind immer diskret (z.B. Nationalitéit, Blutgruppe, Beruf, Partei,...).

Ist der Merkmalraum diskret, so kann man jedem Elementarereignis (auch Merkmalsauspragung
genannt) w € () eine absolute und eine relative Hdufigkeit innerhalb einer Stichprobe vom
Umfang n zuordnen — der vielleicht wichtigste Begriff der Statistik:

Definition 2.1. Die Anzahl n, der Beobachtungen innerhalb der Stichprobe mit Ergebnis w
heifst absolute Haufigkeit, wihrend der Quotient n,/n die relative Haufigkeit von w ist.

Anders formuliert: Sei x = (21, 2, ...., T,) € Q" mit z; € ) das Ergebnis der Stichprobe. Dann
gilt
n,:=Hk:1<k<nund zx = w}|.

Nummeriert man die Elementarereignisse in €2 zu
Q= {wi,ws, ...,wm},

so ist die Bezeichnung n; := n,,, als absolute Haufigkeit und h; := nj/n als relative Haufigkeit
des j-ten Merkmals w; sinnvoll. Natiirlich muss

ny+ng+---+ny, =nbzw. hy +ho+---+hy =1

gelten. Die relativen Haufigkeiten werden auch in Prozent angegeben — das kennen Sie von den
relativen Wachstumsraten. So gilt beispielsweise h; = 0.31 = 31%. Die Zusammenstellung aller
relativer Héaufigkeiten zu einem Vektor kann man auch als Hdufigkeitsverteilung bezeichnen,
deren grafische Darstellung im néchsten Abschnitt Kap. 2.3 behandelt wird.

Schon jetzt sollte man darauf hinweisen, dass eine solche Konzeption etwa bei der Ermitt-
lung der Korperldnge oder auch des Alters nur Sinn macht, wenn man die Daten zu Klassen
zusammenfasst.

Definition 2.2. Sei h;,j = 1,2, ...,m die relative Hiufigkeit von w; € £ im Stichprobenvektor
x. Dann heifit der Vektor
h .= (hl, hg, ceey hm)

Haufigkeitsverteilung der Stichprobe.

3Da man nur mit einer gewissen Genauigkeit misst, hat man es im Grunde auch nur mit endlich vielen
Merkmalen zu tun. Dies sind aber zu viele, mathematisch ist es einfacher, mit kontinuierlichen Merkmalen zu
arbeiten
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£ Haufigkeiten

Haufigkeiten der Variablen

Gewicht 4555 56 - 66 67 -77 78 -88 89 -99 100-110 ) 111-121 122 1271 Gesamt

Haufigkeit | 21=15% | 35=25% | 48=342% | 24=171% | 7=5%] 4=285% 0=0%] 1=071%| 140=100%

Abbildung 2.2: Haufigkeitstabelle

Bemerkung: Es ist notig, die Ergebnisse x; der Stichprobe von den potentiellen Merkmals-
ausprégungen w; zu unterscheiden. Ist n der Umfang der Stichprobe, so heifit dies nicht, dass
es n verschiedene Ergebnisse zj, gibt; Vielmehr werden i.A. mehrere z; mit einem w; zusam-
menfallen, ndmlich dann, wenn n; > 1. Meist gilt n >> m, so dass zwangsldufig einige n; > 1
sein miissen.

Ich versuche im Folgenden, den Index j fiir die Merkmalsauspragung w; und den Index k fiir
das Stichprobenergebnis x; zu verwenden.

2.3 Grafische Darstellungen von Erhebungen

Die einfachste Form der grafischen Darstellung ist die durch ein Blockdiagramm, s. Abb. 2.3.
Die Merkmalausprdgungen werden an einer Achse in beliebiger bzw. in der natiirlichen Reihen-
folge (bei sogenannten ordinalen Merkmalen) angetragen. Dariiber wird ein Block gezeichnet,
dessen Hohe der absoluten bzw. der relativen Haufigkeit des jeweiligen Merkmals entspricht.
Die Breite der Blocke ist beliebig, sie soll aber fiir alle Blocke gleich sein.

Bei einem Kreisdiagramm (s. Abb. 2.4) entspricht der absoluten bzw. der relativen Héufigkeit
der Ausprigung der zentrale Winkel des zugeordneten Kreissegments.

Bei einem Flichendiagramm (s. Abb. 2.5) entspricht der absoluten bzw. der relativen Haufig-
keit der Auspriagung der Fldcheninhalt des zugeordneten Segments.

Neben grafischen Darstellungen kann man natiirlich auch Tabellen verwenden, s. Abb. 2.2 mit
klassierten Daten.

2.3.1 Beispiel

Bei einer Stichprobe von Patienten, die unter Krampfadern im Unterschenkelbereich litten*,
wurde eine Salbe zur Linderung der Beschwerden angewandt. Eine halbe Stunde nach Auftragen
der Salbe wurden die Patienten befragt, ob eine Besserung eingetreten sei. Es ergab sich folgende
Liste:

4Dieses Beispiel stammt aus JUMBO.
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Besserung | absolute Haufigkeit | relative Haufigkeit
keine 3 12.5%
gering 10 41.7%
deutlich 7 29.2%
keine Angabe 4 16.6%
Gesamt: 24 ‘ 100% |

Tabelle 2.1: Auswertung der Krampfaderbehandlung

Patient Besserung Patient Besserung

1 gering 13 gering

2 deutlich 14 gering

3 gering 15 keine

4 deutlich 16 keine Angabe
D gering 17 gering

6 keine 18 deutlich

7 deutlich 19 deutlich

8 deutlich 20 gering

9 keine Angabe 21 keine Angabe
10 gering 22 gering

11 keine 23 gering

12 keine Angabe 24 deutlich

Der Merkmalraum €2 besteht aus den vier moglichen Antworten , keine®, | gering®, , deutlich”

und , keine Angabe“.
Hieraus ergibt sich die Tabelle 2.1 der absoluten und relativen Haufigkeiten:

Eine graphische Darstellung durch Block-, Kreis- und Fldchendiagramme findet man in den
Abb. 2.3-2.5.

2.3.2 Diagramme in Excel

Das Microsoft-Tabellenkalkulationsprogramm Fzxcel erlaubt statistische Berechnungen mit gra-
fischer Aufbereitung mittels Diagramme.

Beispiel: Man trage die absoluten Héufigkeiten der Tabelle 2.1 in eine Excel-Spalte, kann diese
aufsummieren und in einer Nachbarspalte die relativen Héufigkeiten (in Prozent) berechnen.
Sodann kann man in der Meniileiste Finfiigen mit der Auswahl Diagramm wéhlen, den Dia-
grammtyp auswihlen (z.B. Sdulen- oder Kreisdiagramm — die Bezeichnungen sind etwas anders
als oben).

Das Arbeits-Excelblatt finden Sie in Abb. 2.6.
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keing Angabe keing SRring deutlich

Besserung

Abbildung 2.3: Blockdiagramm

deutliche Besserung, 7.0 (29.1%)
geringe Besserung, 10.0 (41.6%)
keine Besserumg, 3.0 {12.5%)
keine Angabe, 4.0 (16.6%)

oECeE

Abbildung 2.4: Kreisdiagramm

dantlich

Bazzamung

T T 1
8] 2 4 G H w 12 14 18 18 20 22 24

Abbildung 2.5: Flaechendiagramm
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X Microsoft Excel - Mappe2
%) Datel Bearbeiten Ansicht Einfigen Format Extras Diagramm Fenster 2
DEESRY fB@R 7 - & [ - @
Arial ~12 - F X U A~
fah @ Favoriten ~ | Wechselnzu » | ]| Mappe2
| Disgrammfiache  ~| &
A B E D E F G H | J

Krampfadernbeispielstatistik

keine Wirkung 3 12.50%
geringe Wirkiing 10 41,67%
deutliche Wirkung T 2917%
keine Angabg 4 16.67%,

Summe 24

Krampfaderstatistik

179 13%

@ keine Wirkung

W geringe Wirkung
O deutliche Wirkung
29%, O keine Angabe

P 1 R R Ry =
IB|RIRBRIE SN aa R Gk = e =~ e ;s wk

Abbildung 2.6: Kreisdiagramm mit Excel

2.3.3 Histogramme

Bei diskreten Merkmalen unterscheiden sich qualitative und quantitative Merkmale nur inso-
fern, als dass letztere auf natiirliche Weise angeordnet sind. Statt von Blockdiagrammen spricht
man in solchen Féllen auch von Stabdiagrammen. Ordnet man die quantitativen Merkmale zu

W <wy < e < Wiy
an, so kann man
Nj::n1+---—|—nj, Hj::h1+---+hj,j:1,2,...,m

als kumulierte absolute bzw. relative Haufigkeiten dafiir betrachten, dass in der Stichprobe
ein Merkmal < w; ausfillt, sieche auch die empirische Verteilungsfunktion in Kap. 2.4.9.

Kontinuierliche Merkmalrdume kann und sollte man durch Klassierung zu diskreten Merk-
malrdumen machen. Zum Beispiel, indem man die Korpergrofie in Klassen mit einer gewissen
Klassenbreite einteilt. Die entsprechenden Diagramme heiflen Histogramme, sieche Abb. 2.7-
2.8. Wenn man dies nicht tdate und z.B. die Langen von n = 1000 Individuen auf Zentimeter
genau misst und grafisch darstellt, beommt man lauter Stébe fast gleicher Hohe. FISCHER nennt
dies einen Datenfriedhof, indem er die Stdbe mit einem Grabstein vergleicht.

Aber auch bei diskreten Merkmalrdumen mit sehr vielen Ausprdgungen kann es sinnvoll sein
zu klassieren. In den Abb. 2.9-2.10 kann man z.B. die Verteilung der Punktzahlen der ersten
Zwischenpriifung mit n = 71 TeilnehmerInnen einmal fast unklassiert (bei halben Punktzahlen
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Klassenbreite = 2.1

Abbildung 2.7: Histogramm mit Klassenbreite 2.1

33
24

1§

0 158.08 183.28
142.96 168.16 193.36
Keérpergrofe incm
| I

Klassenbreite = 5.04

Abbildung 2.8: Histogramm mit Klassenbreite 5.04
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Zwischenprifung
Abbildung 2.9: Stabdiagramm der Punktzahlen der Zwischenpriifung
24
1§

10

0 17.72
3.72

60.6

39.16 82.04
Zwischenpriifung

Abbildung 2.10: Histogramm der klassierten Punktzahlen der Zwischenpriifung

habe ich aufgerundet) und einmal mit einer Klassenbreite von ca. 10 sehen. Die drei linken
Balken in Abb. 2.10 gehoren zu denjenigen Studierenden, die nicht bestanden hatten. Diese
Grafiken wurden mit Hilfe des JUMBO-Applets Histogramm mit verdnderbarer Klassenbreite
erstellt.

Mathematisch bedeutet dies, dass man endlich viele disjunkte Intervalle hat, so dass jedes
Ergebnis in genau eines dieser Intervalle féllt. Es bieten sich hierfiir halboffene Intervalle
[a,b) an. Wenn man z.B. die Korpergrofie misst, so konnte man dieses kontinuierliche Merk-
mal klassieren, indem man Intervalle er Lange 5 cm auswéhlt, zu denen dann die Intervalle
[160, 165), [165,170), ..., [195,200), ... gehoren. Dadurch ist sicher gestellt, dass jedes Messergeb-
nis in genau ein Intervall féllt. Formal sind die Elemente von {2 dann solche Intervalle, die man
jedoch mit ihren Mittelpunkten identifiziert und so ein quantitatives Merkmal erhélt.

Ein Problem besteht, wenn die Klassenbreiten nicht alle gleich sind. Dann muss man die Hohe
des Rechtecks so bestimmen, dass dessen Fliche der Haufigkeit entspricht. Sie werden ein
Beispiel in den Ubungen sehen.
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Abbildung 2.11: Minijobs: Grafik in ,Die ZEIT“

2.3.4 Eigenschaften von Haufigkeitsverteilungen

Im néchsten Kap. 2.4 werden Sie Kenngrififen in Form von Mafzahlen von Héaufig-
keitsverteilungen. Es gibt aber auch Eigenschaften wie links- und rechtsgipflig oder symmetrisch,
die Haufigkeitsverteilungen zugeschrieben werden kénnen. Die Namen sprechen fiir sich.

Ist z.B. die Haufigkeitsverteilung des Alters von Versicherten linksgipflig, so sind Jiingere starker
vertreten. Auch die morgentlichen Korpertemperaturen sind linksgipflig verteilt, wiahrend die
Gewichtsverteilung dlterer Menschen wohl rechtsgipflig ist.

Manipulationen

,Ich glaube nur der Statistik, die ich selbst gefdlscht habe“. Dieses angeblich von Winston
Churchill stammende Zitat kennen Sie ahrscheinlich. Danach ist Statistik eine Form der Liige.
Ein Buch von W. KRAMER ,,So liigt man mit Statistik“ gibt einen Einblick in verschiedene
Manipulationsmoglichkeiten.

Eine sehr haufig benutzte Form der grafischen Manipulation ist die, dass die Ordinate nicht
bei Null beginnt, sondern bei einem vergleichsweise hohen Wert. Dadurch werden Unterschiede
in den Haufigkeiten optisch verstirkt. Steigt der Umsatz in einem Jahr nur um 2%, so kann
man dies als immensen Erfolg darstellen, indem man die Ordinate bei etwa 80% des Umsatzes
beginnen ldsst. Dann wirken 2% Zuwachs optisch wie 10%.

Ein Beispiel dieser Art zeigt eine Grafik aus DIE ZEIT in Abb. 2.11.

Héufig werden aber auch falsche Schlussfolgerungen aus Statistiken gezogen. Untersucht man
z.B. das Alter von 12 Todesféllen bei Studenten innerhalb eines Zeitraums, so seien hiervon 3
jiinger als 20, 4 zwischen 20 und 24 und 5 zwischen 25 und 30, wéhrend keiner &lter als 30 war.
Kann man daraus schlielen, dass Studenten nicht dlter als 30 Jahre werden?

Ein weiteres Zitat: ,,Statistik ist die Lehre, dass es besser sei, an Typhus zu erkranken, als Mil-
lionar zu werden. Denn: Alle Millionére sterben; von den Typhuskranken sterben nur siebzehn
Prozent.*
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2.4 Maf3zahlen

In diesem Kapitel setze ich voraus, dass wir es mit einem diskreten, quantitativen Merkmalraum
Q= {wi,wy, ..., wy, } mit den Auspragungen

wp < wy < -0 < Wy

zu tun haben — moglicherweise nach einer Klassierung der Daten.

Man unterscheidet Lagemafe (wie Mittelwert und Median) und Streumafle (wie Standardab-
weichung, Varianz, Quartilsabstand). Mit diesen MaBzahlen (auch Kenngéfen genannt) wird
versucht, die Daten zu strukturieren bzw. besser noch zu verdichten.

2.4.1 Mittelwert

Vorweg: ,,Steht jemand mit einem Fufl auf der Herdplatte und mit dem anderen im Eiskasten,
dann sagt der Statistiker: Im Durchschnitt ist ihm angenehm warm®.

Die bekannteste Mafizahl einer Stichprobe x = (x1, z3, ..., ;) zu einem quantitativen Merkmal
ist der Mittelwert, auch Durchschnittswert genannt:

Definition 2.3. .
= Zk:l Lk
n

heifst Mittelwert der Stichprobe x = (x1,xo, ..., T,).

Es sollte klar sein, dass der Mittelwert diesen Namen zu Recht tragt: 7 liegt in der Tat irgendwo
zwischen den xj. Sehr einfach einsehbar, ist

mo:= min x, <7T < My:= max x.
k=1,2,...,n k=1,2,...,n

Wenn némlich T < my (indirekter Beweis!), so gilt T < my < 2y, k = 1,2,...n. Dann gilt aber
auch
T ATyt AT, >STAT AT =0T

Dividiert man diese Ungleichung durch n, so erhélt man den Widerspruch = > 7.

Durch die Schreibweise ¥ fiir den Mittelwert wird der funktionale Zusammenhang zwischen der
Stichprobe, genauer dem Stichprobenvektor x, und dem Mittelwert angedeutet. In den Ubungen
wird untersucht, wie sich Anderungen eines der Daten x;, auf den Mittelwert auswirkt. Analoge
Fragestellungen kann man auch fiir andere Kenngroflen wie den Median stellen.

Jetzt kann man die relativen Haufigkeiten h;, j = 1,2,...,m, ins Spiel bringen.

Satz 2.4. Es gilt fiir den Mittelwert T = @ die Formel

m
xr = E hjwj.
Jj=1
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Beweis: Zu gegebenem w; fasse man alle z; mit z;, = w; zusammen. Davon gibt es n; Stiick,
so dass deren Beitrag zum Mittelwert gerade njw;/n = h;jw; ist. 1

Es wurde schon erwéhnt, dass die relativen Haufigkeiten h; mit Wahrscheinlichkeiten einer
Zufallsvariable fiir das Auftreten von wj, die ich p; nenne, zusammenhéngen. Dann wird die
zweite Formel in Satz 2.4 zu einem FErwartungswert dieser Zufallsvariable. T wird zu einem
gewichteten Mittelwert der w; mit Gewichten h;. Niheres im Kapitel iiber Stochastik.

2.4.2 Charakterisierung des Mittelwertes

Die Formel fiir den Mittelwert scheint irgendwie einleuchtend, sie erscheint ,,gerecht®, weil sie

kein Ergebnis z; bevorzugt. Die Formel verallgemeinert das arithmetische Mittel ‘ITH’ zweier
Zahlen a und b. Daher wird T auch arithmetisches Mittel aller Daten zp,k = 1,2,...,n,

genannt.

Eine andere Sichtweise wird durch die Eigenschaft

n

d (zx—7)=0

k=1

wiedergegeben. Die Summe aller vorzeichenbehafteten Abstéinde der Daten zum Mittelwert
verschwindet.
In Kap. 2.4.5 wird die Varianz mit Hilfe der Abstandsquadrate (z —T)?* definiert, und es kommt
die Fehlerquadratsumme Y, _ (x;, — T)* ins Spiel, deren funktionale Abhéngigkeit von T jetzt
untersucht wird, d.h. wir betrachten

¢:IR— R, q(x) = Z(mk — ).

k=1
Die entscheidende Eigenschaft lautet
Satz 2.5. Der Mittelwert T ist Tiefpunkt (Minimum) von q, d.h. es gilt

q(T) < q(x) fir alle z € IR.
Beweis: Mit Hilfe der Schulmathematik. Es gilt ¢'(Z) = 0 und ¢"(z) > 0. |}

2.4.3 Mittelwert als Schwerpunkt

Wir denken uns die Zahlengerade als gewichtslosen, horizontalen Stab, auf dem an den Posi-
tionen x, Punktmassen gleicher Masse angebracht werden. Ist die absolute Haufigkeit von w;
durch n; > 1 gegeben, so ist in w; die nj-fache Punktmasse loziert. Unterstiitzt man den Stab
am Punkt des Mittelwerts Z, so hélt dieser den Stab im Gleichgewicht — man kann Z auch als
den Schwerpunkt der x; ansehen.
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2.4.4 Skaleneinfluss auf den Mittelwert

Wenn man die Daten einer Stichprobe in verschiedenen Skalen messen wiirde, erwartet man,
dass sich die Mittelwerte durch eine Skalentransformation auseinander ergeben.

Beispiel: Die Beziehung zwischen der Celsius-Skala (z) und der Fahrenheitskala (y) wird durch
die Skalentransformation

= ) = Lo

beschrieben. Wenn der Stichprobenvektor x = (1, xa, ..., ;) in Celsius gemessen wird, ist y =
(Y1, Y2, -y Yn) mit yr, = f(zx), k = 1,2,...,n der entsprechende Stichprobenvektor in Fahrenheit.
Fiir die Mittelwerte erwarten wir die Bezichung 7 = f(%). Alles andere wire eine Uberraschung.
Wie sieht man dies ein?

Satz 2.6. Seix = (x1, %9, ..., x,) ein Stichprobenvektor mit Mittelwert T. Sei f(x) := ax+b eine
ySkalentransformation® mit Konstanten a und b. Sei'y = (y1,y2, ..y Yn) mit yr. = f(z1), k =
1,2, ...,n der Stichprobenvektor in der anderen Skala. Dann gilt fir den Mittelwert y von'y die
Beziehung y = f(T).

Beweis: Es gilt nach Definition

n

n 1
EZM:_Z(G.%M}

n n
k=1

Benutzt man die Rechenregeln fiir das Summensymbol, so erhédlt man
1
—_ 1 b
Y n(a E x) + bn),

woraus sich

ergibt. 1

Spéter, wenn wir Zufallsvariable kennen gelernt haben und x mit der Zufallsvariable X sowie y mit der
Zufallsvariable Y verbinden, kénnen wir einen funktionalen Zusammenhang ¥ = f(X) zwischenden
beiden Zufallsvariablen formulieren. I.A. gibt es fiir beliebige Abbildungen f keine einfache Formel
y = f(%), die der Beziehung EY = f(EX) zwischen den Erwartungswerten von X und Y entsprechen
wiirde.

Mittelwerte von klassierten Daten

Bei kontinuierlichen Merkmalen fiihrt eine Klassierung der Daten formal zu qualitativen Merk-
malen, da die Auspridgungen Intervalle sind. Es ist jedoch naheliegend, die Mittelpunkte der
Intervalle (Klassenmitten) als Merkmalsauspragungen zu nehmen, so dass man wieder ein quan-
titatives Merkmal erhélt. Es stellt sich die Frage, wie sich die Klassierung auf die Mittelwerte
auswirken. Die Klassierung kann diese durchaus verdindern, wie wir in den Ubungen sehen
werden.
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Abbildung 2.12: Drei verschiedene Haufigkeitsverteilungen mit demselben Mittelwert

2.4.5 Varianz, Streuung

Es kann qualitativ sehr unterschiedliche H&aufigkeitsverteilungen mit dem gleichen Mittelwert
geben, sieche Abb. 2.12.

Streuungsmafe sind Maflzahlen fiir die Abweichung der Messwerte vom Durchschnittswert. Die
bekanntesten Streuungsmafle sind die die Standardabweichung

n

1
._ _ )2
s:= n—lE (rr — T)2,

k=1

die Wurzel aus der Varianz s?, und die Varianz selbst. Wir schreiben auch V' (x) fiir die Vari-
anz s und Str(x) fiir die Standardabweichung, womit wieder der funktionale Zusammenhang
zwischen Stichprobe und Kennzahl angedeutet wird.

Bemerkungen:

1. Die Berechnungen der Streumafle beruhen auf der Fehlerquadratsumme

n

a(@) == > (a — ),

k=1

die uns schon in Satz 2.5 begegnet ist. Mit ihr driickt sich

1
n—1

q(7)

»
I

und

aus.
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2. Wahrscheinlich wundern Sie sich iiber den Nenner n — 1 in der Formel fiir die Standrad-
abweichung s. Es gibt auch Formeln in der Literatur mit dem Nenner n. Ein Grund fiir
obige Formel ist, dass diese nur fiir n > 2 Sinn macht. Die alternative Formel wiirde fiir
n = 1 stets den Wert s = 0 ergeben, was wenig sinnvoll erscheint.

Der tiefere Grund fiir den Nenner n — 1 liegt darin, dass so die Standardabweichung eine
erwartungstreue Schétzung fiir die entsprechende Kenngrofle der einer Zufallsvariablen ist.

Fiir den Nenner n spricht eine Vereinfachung der Formel in Gestalt von

analog zu Satz 2.4.

3. Man kann sich fragen, wieso man die Quadrate der Abweichungen vom Mittelwert be-
rechnet und aufaddiert (und schliefllich die Wurzel zieht) und nicht einfach die Absténde
|w; — Z|. Die Antwort héngt mit Satz 2.5 zusammen, der einen Zusammenhang zwischen
Mittelwert = und der Fehlerquadratsumme

n

a@) = > (2 — )’

k=1
herstellt.

4. Es gibt noch weitere Streumafle wie z.B. der Quartilsabstand zwischen dem 1. und dem
3. Quartil, die in Kap. 2.4.8 definiert werden.

2.4.6 Skaleneinfluss

Hat man eine funktionale Beziehung y, = f(x),k = 1,2,...,n zwischen zwei Stichprobenvek-
toren x und y, so gilt i.A. fiir ihre Mittelwerte

y# f(7),

es sei denn, f hat eine Gerade als Funktionsbild, d.h., dass f(z) = az + b mit Konstanten
a,b € IR. In letzterem Fall rechnet man

V(y) =lalV(x), Str(y)=la|Str(x)

nach — das b hat keinen Einfluss.
In Abb. 2.13 finden Sie die Preise fiir 1 Liter Dieselkraftstoff an 10 verschiednen Tankstellen in
Deutschland, Osterreich und Tschechien.



2.4. MASSZAHLEN 31

Deutschland Osterreich Tschechien

Preise in Buro: Preise in Euro  Preise in Kronen
().806.3 ().689 20.9
.875 (.695 21.1
0.889 0.710 21.6
0.889 0.710 22.3
),889 0.715 22.3
0.895 0.719 22.4
0.895 0.721 22.5

(.899 0.725 29
0.901 0.743 22
0.905 ®779 23:
gic = 0.012 sx = (.024 sy = 0.700
Vie=10.013 Vy =0.034 Vi = 0.031

Abbildung 2.13: Preise fiir eine Liter Diesel

Da ein Euro ca. 26 tschechische Kronen Wert ist, ist es nicht iiberraschend, dass die Streuung
sx(= Str(x)) in Tschechien deutlich héher ausfillt als in Osterreich und Deutschland. Da sich
die Preise jedoch nicht durch direkte Umrechnung mit Hilfe des Wechselkurses berechnet, gibt
Str(y) = |a|Str(x) mit @ = 26 und den Euro-Preisen x sowie den Kronen-Preisen y nur einen
Anhaltspunkt. Will man die Wahrung ,herausrechnen®, so bietet es sich an, die Streuungen
durch den Mittelwert (wenn dieser positiv ist) zu diviedieren. Man nennt

VX =

sl |2

auch den Variationskoeffizienten von x. Jetzt sicht man, dass die Benzinpreise in Osterreich
und Tschechien deutlich stédrker streuen als in Deutschland!

Es gibt einen iiberraschenden Zusammenhang zwischen Varianz und Mittelwerte. Bezeichnet
man némlich mit 22 den Mittelwert von x? := (z%,23,...,22), also von allen Quadraten der
Daten, so gilt

V(x) =22 — 72

Hieraus folgt zum einen, dass i.A. 22 > Z2, d.h. dass chon fiir die simple Quadratfunktion
y = f(z) = 2 gilt, dass 7 # f().

2.4.7 Berechnungen mit Excel

Ich setze hier voraus, dass Sie im Prinzip den Einsatz einer ,,Formel®“ in Excel kennen.

Man schreibe den Stichprobenvektor in die erste Spalte A1 : An. Nun wéhle man den
Meniipunkt Finfiigen und hier Funktion.., sodann im Fenster Funktion einfiigen die Funk-
tionen MITTELWERT, STABW oder VARIANZ in Gestalt einer Formel MITTEL-
WERT(A1:AN), STABW(A1:AN) oder VARIANZ(A1:AN).

Ein Testlauf ergibt, dass Excel ebenfalls die Standardabweichung mit dem Nenner n — 1 be-
rechnet.
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2.4.8 Median, Quantile, Quartile

Wihrend der Mittelwert einer Stichprobe durch ,, Ausreiffer beeinflusst wird, ist das fiir sei-
nen ,,Gegenspieler, den Median, nicht der Fall. Wenn ich als Priifungsausschussvorsitzender
des Studiengangs Mathematik-Diplom in einem Jahresbericht etwas zu den Studienzeiten der
AbsolventInnen sage, gebe ich immer den Median an, weil dieser wesentlich aussagekraftiger
ist als die mittlere Studienzeit. Denn ein Abschluss nach 40 (!) Fachsemestern ldsst die mittlere
Studienzeit gewaltig steigen, wihrend er auf den Median kaum Einfluss hat. [.A. ist der Median
von Studienzeiten kleiner als ihr Mittelwert, da die Verteilung der Studienzeiten linksgipflig ist.

Als , Arbeitsdefinition® ist der Median der Stichprobe der kleinste Wert Z ist, fiir den 50% der
Stichprobenwerte ) kleiner oder gleich Z und die anderen 50% grofler oder gleich & ausfallen.
Hat man z. B. eine Stichprobe vom Umfang n = 3 und kennt xy = 2, x5 = 4 und weifl man von
x3 nur, dass x3 > x9 = 4, dann kann man den Mittelwert nicht angeben, aber fiir den Median
gilt = = 4 | gleichgiiltig, wie grof§ x3 ausfillt. Diese Beobachtung zeigt, dass der empirische
Median robust ist gegeniiber Ausreiflern.

Die Berechnung des Medians ist besonders einfach, wenn man die Daten der Stichprobe der
Grofle nach zu

Ty STy <0 S T

anordnet®. Die , Mitte® dieser so angeordneten Daten ist dann der Median, genauer: Es gilt

falls n ungerade

~

2

- x(L‘H
7=
%(:p(%) +x(nyy) falls n gerade.

Entsprechend ist das 25%-Quantil (auch 1.Quartil genannt) diejenige Zahl ¢, fiir die 25% der
Stichprobenwerte x;, kleiner oder gleich ¢ und die anderen 75% grofier oder gleich ¢ ausfallen.
Statt von Quantil spricht man zuweilen auch vom Perzentil.

Es diirfte jetzt nicht schwerfallen, ein 75%-Quantil (auch 3.Quartil genannt) zu definieren
und zu erkennen, dass der Median gerade das 50%-Quantil (oder 2.Quartil) ist.

Jetzt kann man auch zu 0 < p < 1 Quantile (), als diejenigen Zahlen definieren, fiir die p
Anteile der Stichprobenwerte z;, kleiner oder gleich ), und die anderen 1 — p Anteile grofier
oder gleich @), ausfallen.

Dann ist Qg5 der Median, (Qy.o5 das 1.Quartil, Qg75 das 3.Quartil, etc.

Dass dies eine etwas unprizise Arbeitsdefinition ist, erkennt man an dem Beispiel einer Noten-
verteilung mit 10 Einsen und 10 Zweien. Hier ist der Median z = 1.5. Als 25%-Quantil erscheint
q = 1 die einzige sinnvolle Zahl. Es sind jedoch 50% der Stichprobenwerte z;, kleiner oder gleich
g = 1 und 100% groBer oder gleich ¢ = 1.

®Dies ist eine raffinierte Bezeichnung. Durch k + (k),k = 1,2,...,n ist eine Permutation von {1,2,...,n}
gegeben.
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Bei den Pisa-Tests sind die 5%- und 95%-Quantile besonders interessant. Wenn ein Land A
ein wesentlich hoheres 5% (95%)-Quantil als ein anderes Land B hat, sind die schlechtesten
(besten) Schiiler in A wesentlich besser als die schlechtesten (besten) Schiiler in Land B.

Bei Grenzwerten im Umweltschutz bedient man sich zuweilen auch der Quantile, etwa in dem
folgenden Sinn: In 98% aller Kontrollmessungen darf der gemessene Wert einen bestimmten
Grenzwert nicht iiberschreiten. Haben Sie von der neuen EU-Richtlinie in Bezug auf Feinstaub
durch Dieselmotoren gehort? Danach darf ein Grenzwert von 50 Mikrogramm pro Kubikmeter
nur an hochstens 35 Tagen im Jahr iiberschritten werden.

Um eine prézise Definition fiir Quantile zu geben, brauchen wir den Begriff (empirische) Ver-
teilungsfunktion:

2.4.9 Empirische Verteilungsfunktion

Definition 2.7. Zu den Daten xy, einer Stichprobe x = (x1,...,x,) des Umfangs n gehort eine
empirischen Verteilungsfunktion F': IR — IR definieren, wobei F(x) der Anteil der Daten
x; mit xy < ist:
{ke IN:1<k<nundz, <z}

n

F(z) := |

Dieser Begriff ist auflerordentlich wichtig und wird bei kontinuierlichen Wahrscheinlichkeits-
Verteilungen mit den Wahrscheinlichkeitsdichten korrespondieren.

Ist der Merkmalraum €2 = {wy, wy, ..., Wy, } mit
W < wg < -+ < Wiy,

so ist F' eine monoton wachsende Treppenfunktion, deren Aussehen durch die relativen Haufig-
keiten h; von w; in der Stichprobe x bestimmt ist. Es gilt F'(z) = 0 fiir z < wy, F(w1) = hq, sogar
F(z) = hy fiir w; < 2 < wy. Den néchsten Sprung macht F bei z = wy: Es gilt F(z) = hy + hy
fir wy < z < ws.
Schliefflich gilt

F(x)=hi+hyo+ -+ hj fir w; <z <wjy (2.1)

und F(wy,) = 1, ja sogar F(z) =1 fir x > w,,.

In jedem Merkmal w; springt® F von hy +- -+ hj_y auf hy +-- -+ hj_1 + h;. Vergleiche mit der
Setzung H; := h; +---+h;_1 + h; in Kap. 2.3.3. Aus diesem Grunde nennt man die empirische
Verteilungsfunktion auch kumulierte relative Hdiufigkeit.

In Abb. 2.14 sehen Sie eine solche empirische Verteilungsfunktion einer Stichprobe von n = 16

Personen” , deren Korpergrofie ermittelt wurden. Die Sprunghéhen miissen von der Form h; =
g mit 7 € IN sein. Die grofite Sprunghohe (r = 4) ist bei 165 cm, d.h. vier Personen sind 165

cm lang.

Ein echter Sprung liegt nur fiir h; > 0 vor.
Taus JUMBO-Skript
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0357

Groesse in em

Abbildung 2.14: Eine empirische Verteilungsfunktion zu n = 16

Bemerkung: Sind die Daten zu ra) < w2 < ... < x(y) angeordnet, so gilt also F(x(n)) =1 und
F(I(k)) Z k/n

Wenn man die eingangs erwahnte Funktion X : M — IR mit der Menge M := {1,2,...,n} aller
Individuen und X (k) := z heranzieht, so kann man sich

F(z) :=h(X <x)

vielleicht besser merken®. h steht wieder fiir die relative Haufigkeit, mit der hier die Daten < x
ausfallen. Beachten Sie, dass

h(X >z)=1- F(x),
da H(X > z) die ,komplementére* relative Haufigkeit zu H(X < x) ist.

Die (empirische) Verteilungsfunktion einer Stichprobe ist auch geeignet, die Anteile der Daten
der Stichprobe zu berechnen, die zwischen zwei vorgegebenen Werten liegen, genauer:

Satz 2.8. Sei F' die empirische Verteilungsfunktion einer Stichprobe x. Es gelte a < b. Dann
ist F'(b) — F(a) der Anteil der Stichprobendaten, die gréfier als a und kleiner gleich b ausfallen:

IN:1<k< <
F(b)—F(a)zl{kE _k_nunda<xk_b}]'
n

Oder knapper:
F(b) — F(a) =h(a < X <V).

8In Worten: F(z) ist die relative Hiufigkeit, dass X < x. Diese Schreibweise passt nicht in die bisherigen,
mit Funktionen zusammenhéngenden Bezeichnungen und dient ausschlieflich didaktischen Zwecken.
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Jetzt kommt die prézise

Definition 2.9. Sei 0 < p < 1. Fine Zahl Q, heifit p-Quantil einer Stichprobe x = (x1, ..., xy)
genau dann, wenn

F(Qp) = p (2.2)
und
F(q) <p fir g < Q. (2.3)

Dies ist gewdhnungsbediirftig. Vielleicht wird es klarer, wenn wir die Haufigkeitsfunktion h
verwenden. Dann ist @, in (2.2) durch

h(X <Qp) >2p

und in (2.3) durch
WX <q) <pfirqg<Q,

definiert. Letzteres kann man kiirzer als
hMX <@, <p

schreiben. Beachtet man noch, dass h(X < Q,) > p dquivalent zu h(X > Q,) < 1 —p ist, so
erhalten wir eine dquivalente Charakterisierung von (), die aber auch ein wenig haarspalterisch
erscheint:

Satz 2.10. Sei 0 < p < 1. Fine Zahl Q, heifst p-Quantil einer Stichprobe x = (x1, ..., T,)
genau dann, wenn

MX < Q) <p

und
X >Q,) <1-—p

Damit sind auch Median als 0.5-Quantil und die anderen Quartile als 0.25- und 0.75-Quantile
definiert.

Wiéhrend der Median anfangs eindeutig definiert wurde, ist dies jetzt nicht mehr der Fall. Es
muss nur A(X < z) < 0.5 und A(X > Z) < 0.5 zu gelten. Oder anders ausgedriickt: Der
Median ist dadurch bestimmt, dass hochstens 50% der Daten kleiner und hochstens 50% der
Daten grofler als der Median sind.

Gehen wir zuriick zu unserem Beispiel mit 10 Einsen und 10 Zweien. Jetzt ist jede Zahl ¢
mit 1 < ¢ < 2 ein Median Qg 5, wihrend Qo5 = 1 gilt. Haufig wird als der Median der
Mittelpunkt des Median-Intervalls genommen. Dann wére der Median 1,5. Entsprechendes gilt
fiir die Quantile.

Die prézise Definition macht wohl Probleme, die man gut an Hand der Verteilungsfunktion in
Abb. 2.14 erldutern kann. Das p-Quantil ¢ = (), ist in der ersten Arbeitsdefinition Losung
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Abbildung 2.15: Empirische Verteilungsfunktion

der Gleichung F(q) = h(X < @,) = p. Da F aber ,nur® eine Treppenfunktion ist, gibt es
hierbei Probleme. Trégt man p an der Ordinate ab und zeichnet eine Paralle zur x-Achse, so
gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder diese Parallele schneidet den Graphen von F' zwischen
zwei Stufen oder sie stimmt mit einer der Stufen iiberein. Im ersten (wahrscheinlichen) Fall ist
F(q) = p zwar nicht 16sbar, aber das Quantil (), ist eindeutig der Wert, an dem der Graph
von F' das Niveau p iiberspringt. Dieser Wert ist dann fiir ein ganzes Intervall von p-Werten
ein Quantil. Im zweiten Fall gibt es ein Intervall von p-Quantilen, némlich alle x-Werte, die die
Stufe in p-Hohe definieren.

Diese wird sehr schon deutlich an Hand der Abb. 2.15, die die Verteilungsfunktion F' von 12
Klausurnoten zeigt (aus FISCHER).

F(z) = % hat keine Losung, der Median ist daher & = 3. Das 25%-Quantil ist jedoch nicht
eindeutig, da F(xz) = 0.25 durch alle z € [2,3) gelost wird. Hier ist jedes Qpa5 € [2,3] (auch
31! ein 25%-Quantil. Allerdings nimmt man in der Praxis die Mitte dieses Intervalls, bezeichnet

also Qgo5 = 2.5 als 25%-Quantil.

Bemerkung: Die Excel-Funktion QUANTIL() liefert andere Werte! Offensichtlich wird die
Funktion p — @), an den Sprungstellen etwas verschmiert.

Schauen Sie sich Abb. 2.14 an. Das 1. Quartil liegt bei 159 cm, wenn man letzterem Vorschlag
folgt. Wendet man aber Def. 2.9 an, so ist jede Zahl aus [159, 162] ein mogliches 1. Quartil, so
dass deren Mittelwert, also 160.5, auch als 1. Quartil bezeichnet werden konnte. Der Median
liegt bei 165 cm, das 3. Quartil bei 167 cm.

Bemerkung: Zuweilen erhilt die Verteilungsfunktion F' einen Index n, und man schreibt Fj,
an Stelle von F'. Dies soll daran erinnern, dass der Umfang n der Stichprobe ein wichtiger
Parameter ist, der die Aussagekraft der Empirik bestimmt. Je groler n, desto aussagekréftiger.
In der Theorie der Statistik ldsst man gedanklich n gegen oo konvergieren und untersucht die
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,Konvergenz“ der empirischen Verteilungsfunktion gegen die , wahre“ Verteilungsfunktion der
Grundgesamtheit. Der Zentrale Grenzwertsatz sagt aus, dass unter gewissen Bedingungen F;,
gegen die Verteilungsfunktion einer Normalverteilung konvergiert.

Die Mafizahlen dieser Grenz-Verteilungsfunktion werden durch die Mafizahlen der Stichprobe
geschéatzt. Daher sollte man dem Begriff Median, Quartil, Quantil,.. noch den Zusatz empirisch
geben.

Was halten Sie von folgender Aussage: ,,Skandal: Uber die Halfte der Haushalte in Deutschland
verdienen weniger als im Durchschnitt!®.

Nun, die mathematische Formulierung lautet: Bei der Verteilung der Haushalte in Deutschland
nach deren Einkommen ist der Median kleiner als der Mittelwert. Das ist ganz sicher so, da
die wenigen Haushalte mit riesigem Einkommen zwar den Mittelwert, aber nicht den Median
nach oben treiben. Kénnen Sie sich noch weitere Beispiele fiir Verteilungen finden, bei denen
von vornerein klar ist, dass der Median kleiner oder gréfler als der Mittelwert ist?

2.5 Statistik und Wahrscheinlichkeitstheorie

Die beschreibende Statistik kommt ohne den Begriff Wahrscheinlichkeit aus. An dessen Stelle
tritt der hiermit verwandte Begriff relative Hdiufigkeit. Spéiter werden wir sehen, dass an die
Stelle einer Hdaufigkeitsverteilung die Wahrscheinlichkeitsverteilung und an die Stelle der em-
pirischen Verteilungsfunktion die Verteilungsfunktion tritt. Statt mit einer Stichprobe hat man
es dann mit einer Zufallsvariablen zu tun, wobei der Mittelwert zum Erwartungswert und die
Standardabweichung zur Streuung wird. Die Namen Varianz, Median, Quantile, Quartile etc.
bleiben unveréndert. Eigentlich miissten alle statistischen Begriffe den Zusatz empirisch tragen.

Die Verbindung zur Wahrscheinlichkeitstheorie wird auch iiber den Zufallsaspekt einer Stich-
probe hergestellt. Der Name Stichprobe gibt eigentlich nur bei einer Teilerhebung einen Sinn. Ziel
einer Teilerhebung kann nur sein, von einer Teilgesamtheit auf die Grundgesamtheit zu schlie-
Ben. Wenn wir einmal unterstellen, dass die Anzahl der Individuen der Grundgesamtheit endlich
(=N) ist, so ist das eigentliche Ziel einer Teilerhebung vom Umfang n << N auf die ,wah-
re“ Haufigkeitsverteilung mit ihren Mafizahlen zu schliefen. Die ,wahren“ Werte kénnte man
theoretisch durch eine Totalerhebung erhalten. Fiir kleine N ist dies auch durchaus moglich,
wenn man etwa an die Studierendenstatistik aller an der Uni HH eingeschriebenen Studieren-
den denkt. Oder an die Statistik der Zwischenpriifung. Wenn es aber um die durchschnittliche
Quadratmeterzahl von Wohnungen oder um den genauen Anteil von Personen weiblichen Ge-
schlechts an der Bevolkerung in Deutschland denkt, so ist kann man diese Zahlen nicht genau
erheben, zumal sich ja stindig etwas dndert (Wohnungsbau, Geburten, Todesfélle,...). Hier be-
darf es Stichproben, mit deren Hilfe die wahren Werte geschdtzt werden sollen. Jetzt wird der
y,wahre* Wert fiir den Anteil von Personen weiblichen Geschlechts zu einer Wahrscheinlichkeit,
bei einer zufillig ausgewahlten Person die Merkmalsauspragung ,, weiblich® festzustellen. Man
kann von einem Zufallsexperiment oder einer Zufallsvariablen sprechen, das in der Feststellung
des Geschlechts einer zuféllig ausgewihlten Person besteht.



38 KAPITEL 2. BESCHREIBENDE STATISTIK

Noch deutlicher wird die Verbindung zur Wahrscheinlichkeitsrechnung, wenn man sich eine
unendliche Grundgesamtheit vorstellt. Zum Beispiel alle moglichen Wiirfe mit 2 Wiirfeln ver-
bunden mit der Ermittlung der Augensumme. Hier kann es keine Totalerhebung geben, die etwa
die relative Haufigkeit fiir die Augensumme=10 ergibt. Hier macht man ein Gedankenexperi-
ment mit einer Stichprobe vom Umfang n, der gegen oo konvergiert und postuliert — das ist das
Gesetz der grofien Zahl —, dass die relative Haufigkeit der Stichprobe fiir n — oo konvergiert.
Der Grenzwert heifit dann Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ,, Augensumme=10“.

Historisch ist die Wahrscheinlichkeitsrechnung eng mit dem Gliicksspiel verbunden. Dies kann
aber den Blick sehr verengen. So hat man eine unendliche Grundgesamtheit auch bei allen
zukiinftigen Geburten in Deutschland. Interessiert man sich fiir das Gewicht von Neugeborenen,
so ist deren Verteilung also unbekannt. Aus vorliegenden Zahlenmaterialien kann man jedoch
ziemlich genaue Annahmen iiber diese Verteilung machen, z.B., dass eine Normalverteilung
mit einem bestimmten Erwartungswert und einer bestimmten Streuung vorliegt. Unter dieser
Annahme ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Neugeborenes zwischen 3000g und 5000g wiegt,
bekannt.

Interessant ist es nun, wenn z.B. in einem Krankenhaus ,, Abweichungen von der Norm* fest-
gestellt werden, wenn also iiber einen ldngeren Zeitraum deutlich andere Mittelwerte als der
Erwartungswert gemessen wurden. Dann stellt sich die Frage: Ist dies Zufall? Oder gibt es
systematische Griinde fiir die Abweichung (Umwelt,...)?7

Solche Fragen geben Anlass zu Hypothesen, die mit Hilfe statistischer Tests untersucht werden.

2.6 Korrelation zweier Merkmale

Der Begriftf Korrelation hat Eingang in die Umgangssprache gefunden. ,Es gibt eine hohe Kor-
relation zwischen Terrorismus und Armut in der Welt, zwischen der sozialen Lage von Ju-
gendlichen und ihrem PISA-Abschneiden, zwischen Ubergewicht und Bluthochdruck, zwischen
Lungenkrebs und Rauchen,...“. Diese Liste konnte endlos weitergefiihrt werden.

Ziel dieses Kapitels ist es, den Begriff Korrelation mathematisch prézise zu definieren. Hier-
zu wird wird ein Korrelationskoeffizient r zwischen zwei Stichprobenvektoren zu verschiedenen
Merkmalen eingefiihrt, der sich im wesentlichen als Skalarprodukt zweier Vektoren entpuppt.
Zwei Merkmale kénnen dann als korreliert angesehen werden, wenn bei groflen Stichprobe-
numfingen n der Betrag |r| des Korrelationskoeffizienten nahezu Eins ist. Ist er dagegen nahe
Null, so gelten die Merkmale als unkorreliert.

Bei der Korrelation geht es um die Abhdngigkeit zweier Merkmale — eine Vorstufe der stocha-
stischen Unabhdngigkeit zweier Zufallsvariablen.

Die bisherigen Auswertungsmethoden beschréinkten sich auf die Betrachtung eines Merkmals.
Hier werden erstmalig mehrere (zwei) Merkmale in die Auswertung einbezogen. Ziel ist es, deren
Abhéngigkeit zu untersuchen.

Noch eine Bemerkung zur grafischen Darstellung von zwei Merkmalen: Hier gibt es auch eine
Fiille von Moglichkeiten. Gehen Sie einmal auf die Suche in den Tageszeitungen! Die Abb. 2.1
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Abbildung 2.16: 3D-Balkendiagramm Studiendauer (X) versus Abschlussnote (Y)
fallt darunter.

2.6.1 Kontingenztafel

Die beiden Stichprobenvektoren x und y wurden an denselben Individuen erhoben, haben
also gleiche Lange n. Man kann die Daten zum k-ten Individuum zu einem Datenpunkt Py =
(21, %) € IR?, k = 1,2, ...,n zusammenfassen kann. Jeder solcher Datenpunkt stimmt mit einem
Merkmalpaar «;, §;) tiberein, wenn {oq, g, ..., } der (diskrete) Merkmalraum von x und
{1, Pa, ..., B¢} der von y ist. Dann ist Q := {aq, ag, ..., 4 } X {B1, B2, ...., B¢} der Merkmalraum
der Datenpunkte. Jede Merkmalauspriagung (o, ;) hat nun auch eine absolute und eine relative
Héufigkeit, die man doppelindizieren sollte (n;; bzw. h;;), und die man zu einer Matrix in
Form einer m x f-Tabelle zusamenstellen kann. Sie heifit Kontingenztafel. Diese kann man
auf mannigfache Weisen grafisch darstellen. In Abb. 2.16 (aus FISCHER) werden n = 100
Studierende im Hinblick auf Studiendauer und Abschlussnote grafisch erfasst.

2.6.2 Korrelationskoeffizient

Gegeben seien zwei verschiedene quantitative Merkmale, die durch eine Stichprobe an denselben
Objekten ermittelt werden. Mathematisch fiithrt dies zu zwei Stichprobenvektoren x € IR™ und
y € IR" des gleichen Umfangs n mit Mittelwerten T und 7.

Anschaulich wiirde man von Korrelation reden, wenn positive (negative) x; — T auch stets
positive (negative) y, — 7 zur Folge hitten. Vielleicht nicht immer, aber haufig. Hier bietet sich
an, den Wert

Sy = D (ax — B~ 9) 24)
k=1
zu betrachten. Fiir x = y kennen wir diesen Ausdruck von der empirischen Varianz

1
= Sy
n—1

SCCCC
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Analog nennt man
Szy
s Y n—1 ( )

die (empirische) Kovarianz der beiden Merkmale.
Erkennen Sie das Skalarprodukt (sie Kap. 11.3.2) in (2.4)7 Ich nenne die ,zurecht geriickten®
Vektoren®

x" = (1 —T,x9 — T, ..., Ty — T),

Y" = =YY — Yy Yn — V)
Dann ist

Sa:y =x"- yma

gerade das Skalarprodukt der beiden ,zurecht geriickten“ Stichprobenvektoren x™ und y".
Die Kovarianz dndert sich nun offensichtlich nicht, wenn man den Ursprung der Mafeinheiten
fiir die beiden quantitativen Merkmale verschiebt. Um sie aber auch skalierungsunabhéngig
zu machen, machen wir etwas, was wir aus der Linearen Algebra kennen: Wir normieren die

beiden Vektoren x™ und y™ zur Lénge Eins, d.h. wir berechnen

n

Saa 1= X2 =) (wk — T,
k=1

n

Syy = y™|* = Z(yk: -7
k=1
normieren x™ und y™ zur Linge Eins durch x™/|x™| und y™/|y™| und definieren:

Definition 2.11. Der Korrelationskoeffizient r,, zwischen den Stichprobenvektoren x und
y st durch das Skalarprodukt

ri=1ay = (X"/\/Ssz) - (Y™ //Syy)
gegeben.

Man erkennt sofort, dass

also (siehe (I1.3.1))

rey = cos £(x",y™).

Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass |ry,| < 1 — dies folgt aus Satz I1.3.3. (Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung). Korreliertheit kann in der Sprache der Linearen Algebra auch so
ausgedriickt werden: Der Winkel zwischen x™ und y™ ist nahe Null (r,, = 1) oder 7 (ry, =
—1)(im letzteren Fall spricht man auch von anti-korreliert). Ist der Winkel nahe einem rechten,
so kann man von Unkorreliertheit sprechen (7., = 0).

9Thre Mittelwerte verschwinden.
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2.6.3 Regression

Angenommen, man hétte an dem selben Ort eine Messreihe mit Celsius- und eine mit Fahren-
heittemperaturen erstellt und so zwei Stichprobenvektoren x und y erhalten. Wiirde es Sie sehr
iiberraschen, dass die beiden Temperaturmerkmale hoch korreliert sind? Sicher nicht.

Dies kann begriindet werden: Sei

Y =axr +b k=12 ..n
mit Skalierungs-Konstanten a # 0,b. Wir wissen schon, dass
Y =aT +b.

Hieraus gewinnen wir
yr — Y = a(zy, — T),

also y"™ = a-x", d.h. y,, ist gerade das a-fache von x™. Damit gilt fiir die normierten Vektoren
X" /X" = £y"/ly",

je nachdem, ob a > 0 oder a < 0. Wie erwartet ist der Korrelationskoeffizient r,, = 1 fiir a > 0
und 7,y = —1 fiir a < 0.
Es gilt sogar die Umkehrung:

Satz 2.12. Es gilt |ry,| = 1 genau dann, wenn es a # 0 und b € IR gibt mit y, = axy, + b, k =
1,2,...,n. Dabei gilt rzy = 1 fiir a > 0 und ryy = —1 fiir a <O0.

Grafisch kann man die Korreliertheit von x und y auch daran erkennen, dass die Datenpunkte
Py, := (zp,yr) € IR* k =1,2,...,n (sie bilden eine Punktwolke) auf einer Geraden liegen.

Auch wenn die beiden erhobenen Merkmale korreliert sind, werden diese Datenpunkte P, nur
angendhert auf einer Geraden liegen. Die auf GAuUSS zuriickgehende Methode, die Konstanten
a und b, die die Korrelation herstellen, zu bestimmen, heifit Lineare Regression'’. Dies ist eine
Methode, mit der eine Gerade der Gleichung y = ax + b angenéhert durch alle Datenpunkte

gelegt wird. Sie fithrt auf eine Formel
Sy
Sza’

die im Zahler die empirische Kovarianz (2.5) enthalt.

Diese Methode wére auch bei der Bestimmung eines Potenzwachstums niitzlich gewesen, wobei
in einem log-log-Diagramm eine Gerade durch Messpunkte gelegt wird, deren Steigung gerade
der Exponent des Potenzwachstums ist, siche Kap. I111.2.4.2 und Ubungsaufgabe I11.37.

In Abb. 2.17 sehen Sie eine Punktwolke zum diastolischen und systolischen Blutdruck von 14
Patienten.

10Msglicher Proseminarvortrag
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Syswlisﬁl‘g{ Blutdruck

1407 e [ L]

T T T 1
& 0 30 %0 100
Diastolischer Blutdruck

Abbildung 2.17: Regressionsgerade Blutdruck

Korrelation und Regression
Reihe-1 Reihe-2 Reihe-1 Reihe-2 Reihe-1 Reihe-2

0144 £5) 11[35 13 2124 24
017 2% 1256 30 2[39 13
0341 20 1342 20 23 29 17
0428 2 1429 i 24|21 23
0535 15 1529 12 25] 34 13
0667 31 1640 2 26/ 39 20
o761 2 17]32 9 2724 12
08|26 21 18 72 26 28] 43 2
0915 2 1922 20 29/ 68 31
1039 20 20( 16 1 30/ 38 22

I Kol

lation und Regression berechnen ] m1=[30

Mittelwerte: Reihe1=| 36.8333 | Reihe2=| 20.1000
Standardsbweichung: Reihe 1=| 152566 |Reihe2= 57557
bo= 118359 |pi=| 02244  |ao=| 51466 |a1=| 15765

r=| 0594728

Abbildung 2.18: Korrelationskoeffizient Klausuren

Zwischenpriifung und erster Test

Mit dem Java-Skript Korrelation und Regression (JUMBO) kann man den Korrelationskoef-
fizienten zwischen zwei Stichprobenvektoren ausrechnen. Ich habe dies einmal fiir eine Teil der
Klausurergebnisse getan, wobei das erste Merkmal die erste Zwischenpriifung und das zweite
Merkmal der erste Test im WiSe 04/05 ist. In Abb. 2.18 sehen Sie die Daten und die Ergebnis-
se. Es kann in dem Java-Skript von JUMBO nur ein Stichprobenumfang von maximal n = 30
gewdhlt werden. Das Ergebnis ist ein Korrelationskoeffizient von r = 0.5947. Was bedeutet
dies? Ware r = 1, héitte der Test nur die Zwischenpriifungsergebnisse bestétigt. Aber einige,
die in der ersten ZP-Klausur unter dem Schnitt waren, waren im Test besser als der Durch-
schnitt und umgekehrt. Aber ,;im Mittel“ gibt es dieselbe Tendenz, wenn auch nicht sehr stark
ausgeprigt. Abb. 2.19 zeigt eine typische Punktwolke mit » = 0.6.

Wenn ich mich auf alle diejenigen beschrénke, die in beiden Klausuren mindestens ausreichend
abschnitten, sieht das Ergebnis schon anders aus: Jetzt ist r = 0.743.


http://medweb.uni-muenster.de/institute/imib/lehre/skripte/biomathe/bio/koreg.html
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r=0.6

Abbildung 2.19: Punktwolke beim Korrelationskoeffizienten » = 0.6

2.6.4 Eine Warnung

Auf keinen Fall darf man aus einer Korrelation zweier Merkmale auf Grund eines Korrelati-
onskoeffizienten r,, ~ 1 schlieflen, dass es einen kausalen Zusammenhang gibt. Beriimtestes
Beispiel: Wenn man die Entwicklung der Storchenpopulationen mit den Geburtenraten in den
letzten Jahren vergleicht, gibt es eine relativ hohe Korrelation. Auch dass, Lungenkrebs und
Rauchen deutlich korreliert ist, ergibt nicht zwingend, dass Rauchen fiir Lungenkrebs verant-
wortlich ist.
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Kapitel 3

Einfiihrung in die
Wahrscheinlichkeitsrechnung

3.1 Einfiihrung

Im einfithrenden Kapitel iiber Beschreibende Statistik klangen schon Beziige zur Wahrscheinlich-
keitsrechnung an, siehe Kap. 2.5. Auch hier gibt es einen Merkmalraum (2, dessen Elemente
Ergebnisse von Zufallsexperimenten ist, zu denen auch eine zufillige Stichprobe gezihlt
werden kann. Man halte sich nur das schon abgestandene Beispiel des Wiirfelns vor Augen,
das auf Q = {1,2,3,4,5,6} fithrt oder den Miinzwurf mit den beiden Merkmalsauspragungen
» Wappen“ und ,,Zahl“. Etwas allgemeiner ist der Begriff der Zufallsvariablen, die an die Stelle
der Datenfunktion X in der beschreibenden Statistik tritt.

In der Wahrscheinlichkeits-Theorie fithrt das empirische Gesetz der groffen Zahl zu dem Be-
griff Wahrscheinlichkeit eines gewissen Ereignisses und zum Begriff Wahrscheinlichkeits-
Modell mit einer Verteilung, die uns schon als Haufigkeitsverteilung in der Statistik mit den
relativen Hdaufigkeiten an Stelle der Wahrscheinlichkeiten begegnet ist. Die wichtigsten Wahr-
scheinlichkeits-Modelle fithren auf die Binomialverteilung, die Poisson-Verteilung und die
Normalverteilung. Letztere erhilt ihre iiberragende Bedeutung durch den Zentralen Grenz-
wertsatz. Zu jeder Verteilung gehoren Kenngrdffen einer zugehorigen Zufallsvariablen wie
Erwartungswert, Varianz, Streuung, Median und Quantile.

An die Stelle der empirischen Verteilungsfunktion tritt jetzt die Verteilungsfunktion, die bei
kontinuierlichen Verteilungen auch eine Wahrscheinlichkeitsdichte haben kann.

3.1.1 Elementare Anwendungen der Kombinatorik auf die Wahr-
scheinlichkeits-Rechnung

Wir hatten in Kap. 1.7 (Abschnitt Kombinatorik) vier Grundmuster kennengelernt. Es ging
um eine Urne mit n Kugeln (Menge A = {a4,...,a,}), aus der man nacheinander in k Zie-

45
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hungen Kugeln zieht. Dabei unterscheidet man mit und ohne Zuriicklegen und mit' und ohne?
Beriicksichtigung der Reihenfolge. Die Formeln fiir die Anzahl von mdoglichen Ziehungsergeb-
nissen lauten n* (mit Reihenfolge, mit Zuriicklegen), (n)y :=n-(n —1)---(n — k + 1) (ohne
Zuriicklegen, mit Reihenfolge) mit dem Spezialfall n! bei k& = n (Permutationen), (}) (ohne
Zuriicklegen, ohne Anordnung) sowie (”+Z_1) (mit Zuriicklegen, ohne Reihenfolge). In Kap. 3.2

werden einige aus Sicht der Wahrscheinlichkeitsrechnung wesentliche Punkte wiederholt.

Will man diese ,,Zahlkunst“ auf die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten anwenden, so muss
man annehmen, dass jedes Ziehungsergebnis gleich wahrscheinlich ist. Bezeichnen wir mit 2
die von k£ und n abhdngende Menge aller moglichen Ziehungsergebnisse und betrachten eine
Teilmenge E C €2, so interessieren wir uns fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ziehungsergebnis
zur ,Ergebnismenge® E gehort. Diese Wahrscheinlichkeit ist

_ |E]

=T (3.1)

das Verhiltnis der giinstigen zu allen Moglichkeiten. Siehe auch das unten aufgefiihrte ,, Laplace-
Experiment“ zur rigorosen axiomatischen Begriindung dieses Wahrscheinlichkeits-Begriffs.

Diese ,,Gleich-Wahrscheinlichkeit“ der Ziehungsergebnisse ist der Grund, warum der schwie-
rigste Fall der vier Grundmuster (mit Zuriicklegen, ohne Reihenfolge) in der Wahrscheinlich-
keitsrechnung meines Wissens keine Anwendung hat. Zum Beispiel sind nicht alle ,, Torschiitzen-
listen“ mit 5 Toren gleich wahrscheinlich, auch wenn man unterstellt, dass jeder Stiirmer mit
gleicher Wahrscheinlichkeit trifft. Aus demselben Grund, warum es unwahrscheinlicher ist, zwei
Einsen als eine Eins und eine Zwei zu wiirfeln.

Beispiele
Hier sollen Wahrscheinlichkeiten auf Grund der Formel (3.1) berechnet werden.

1. Ein Alphabet bestehe aus 5 Buchstaben. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein
yzuféllig® gebildetes Wort der Lénge drei mit genau zwei Buchstaben auskommt? Es ist
n =5 und k = 3, es wird zuriickgelegt, und es kommt auf die Reihenfolge der Buchstaben
an. Es gibt Q| = n* = 5% = 125 Worte der Linge drei. Legt man sich auf den doppelt vor-
kommenden und den einfach vorkommenden Buchstaben fest, so gibt es immer noch drei
verschiedene Worte mit diesen beiden Buchstaben. Es gibt 20 = 5-4 mogliche Buchstaben-
Paare, von denen der erste doppelt und der zweite einfach vorkommen soll. Also gibt es
|E| = 3-20 = 60 Moglichkeiten von Worten der Lénge drei mit zwei Buchstaben. Die
Wahrscheinlichkeit ist |E|/|2] = 60/125 = 12/25, rund 50%, wenn wir unterstellen, dass
jeder Buchstabe an jeder Stelle des Wortes gleichwahrscheinlich vorkommt?.

Variationen

2Kombinationen

3Man kann auch , komplementiir“ rechnen. Es gibt 5 -4 -3 = 60 Worte mit 3 verschiedenen Buchstaben und
5 Worte mit drei gleichen Buchstaben. Also sind 125 — 65 = 60 Worte von dem gewiinschten Typ.
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2. Wir haben n = 5 gleich , treffsichere“ Fufiballspieler, die £ = 3 Tore schielen. Wie grofl

ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spieler alle drei Tore erzielt? Eine Antwort kénnte so
ausshen: Es gibt (”+l,§_1) = (;) = 35 verschiedene Torschiitzenlisten (mit Zuriicklegen,
ohne Reihenfolge). 5 von ihnen enthalten nur einen Namen. Also ist die Wahrscheinlichkeit

p=1/T.
Kommt diese Wahrscheinlichkeit einem nicht zu grofl vor? Was halten Sie von folgender
Alternativrechnung? Wir achten auf die Reihenfolge der Torschiitzen. Dann gibt es n* =

125 verschiedene Torschiitzenlisten. Von denen gibt es 5, in denen nur ein Schiitze auftritt.
Also ist die Wahrscheinlichkeit 5/125=1/25.

Was ist der Grund fiir den Widerspruch? Im ersten Fall haben wir iibersehen, dass nicht
alle Torschiitzenlisten gleich wahrscheinlich sind. In der zweiten Rechnung wurde richtig
argumentiert, sofern alle Spieler mit gleicher Wahrscheinlichkeit treffen.

3. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass 2 Buben im Skat liegen? Ein Kartenspiel hat
32 Karten, der Skat besteht aus 2 Karten. Also gibt es (322) = 496 mogliche (und gleich-
wahrscheinliche) Skate. Es gibt 4 Buben, also (3) = 6 verschieden Moglichkeiten fiir einen

reinen Bubenskat. Also ist die Wahrscheinlichkeit gleich 6/496 = 3/248.

Anders sieht es aus der Sicht eines Spielers aus, dessen 10 Karten keinen Buben enthalten.
Hier gibt es nur noch (222) = 231 Moglichkeiten fiir einen Skat, die Wahrscheinlichkeit ist
6/231.

4. Das allseits bekannte (?) Geburtstagsproblem: Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit,
dass in einer Gruppe von k£ Menschen mindestens zwei am selben Tag Geburtstag haben?

Ich gehe von n = 365 Tagen aus. Jede Person ,zieht“ einen Tag. Wir stellen uns das
Ziehungsergebnis als k-Tupel von Daten vor. Von diesen gibt es || = 365* Stiick. Von
diesen fiithren (365); := 365 - 364 --- (366 — k) auf lauter verschiedene Tage, also sind
|E| = 365% — (365), Ziehungsergebnisse in unserem Fall , giinstig“. Die gesuchte Wahr-

scheinlichkeit ist IE| 365 - 364 - - - (366 — k)
oo B ) e —
p(k) Q] 365k ’

eine Zahl, die fiir relativ kleine k£ schon ziemlich grof§ ist.

k ) 10 20 22 23 24 20 70 100
p(k) | 0.027 | 0.117 | 0.411 | 0.476 | 0.507 | 0.538 | 0.970 | 0.999 | 1.000

3.1.2 Beispiele fiir Fragen aus der Stochastik

Wir wollen hier an Hand von Beispielen gewissen stochastischen Fragestellungen nachgehen, um
fiir die nachfolgenden Begriffsbildungen zu motivieren. Dabei werden wir keine vollstandigen
Antworten auf die Fragen anstreben, jedoch einen ersten Gewshnungsprozess in Bezug auf die
neuen Begriffe einleiten.
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Es sollen nicht Gliicksspiele im Vordergrund stehen, sondern ,echte” Fragestellungen aus den
Anwendungen.

Umfrageergebnisse

Wir beginnen mit einem Beispiel aus der Schlieffenden Statistik.

Eine Umfrage bei n angeblich repréasentativen Personen ergibt fiir die 5 Parteien SPD, CDU,
FDP, Griine und PDS ein gewisses Ergebnis. Fiir die FDP laute dieses 7%.

Kann man (vorausgesetzt, es haben alle die Wahrheit gesagt) hieraus schliefen, dass die FDP
mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% mindestens 6% erhalten wiirde? Anders gefragt: Gibt
es ein Konfidenzintervall, in dem der wahre Stimmanteil der FDP mit einem angebbaren
Signifikanzniveau liegt? Die Antwort hangt natiirlich von dem Umfang der Umfrage n ab.
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein solches (irrefithrendes) Umfrageergebnis, wenn in
Wirklichkeit nur 5% der Wihler die FDP wihlen wiirden*? Dieselbe Frage lautet aus der
Sicht der Statistik: Kann die Hypothese, dass die FDP auf einen Stimmanteil von 5% oder
weniger kommt, mit einer gewissen Irrtums- Wahrscheinlichkeit widerlegt werden, wenn in einer
Stichprobe von n Personen sich 7% fiir die FDP aussprechen?

Bei einer spéiteren Erorterung solcher Fragen wird unterstellt werden, dass zum einen die Befragenden
zufillig ausgewéhlt wurden, d.h. dass jede WahlerIn mit gleicher Wahrscheinlichkeit befragt wird und
dass die Angaben genau dem tatsichlichen Wahlverhalten entsprechen. Beide Annahmen treffen in
der Realitét nicht zu. Daher werden die Umfrageergebnisse auch nachtriglich ,,manipuliert”, wobei die
Erfahrungen fritherer Umfragen und der Vergleich mit den tatséchlichen Wahlergebnissen einflieSen.

Schadhafte Produkte

Eine Bierflasche wird beim Abfiillen und dem spéteren Abpacken in einen Bierkasten mit einer
bekannten (kleinen) Wahrscheinlichkeit von p% beschédigt. Ein Kasten Bier enthélt 24 Fla-
schen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Kasten Bier mindestens eine beschédigte
Flasche enthalt?

Dies ist eine reine Wahrscheinlichkeits-Frage. Will man die Fehlerquote p ermitteln, kommt die
Statistik ins Spiel: mit Hilfe einer Stichprobe eines geeigneten Umfangs wird p ,,geschétzt*.

Krebs

Der Anteil der Krebskranken einer (Vorsorge-) Untersuchung sei p%. Die Methode zur Krebser-
kennung liefert bei nicht an Krebs Erkrankten ein medizinisch positives Resultat bei ¢% der
Patienten, bei den Krebskranken selbst sei dieser Test sicher. Wie grof§ ist die Wahrscheinlich-
keit, dass ein positiv getesteter Patient wirklich Krebs hat?

4Bei n = 100 betrigt diese Wahrscheinlichkeit immerhin 23%, wenn das Umfrageergebnis ,,7 oder mehr*
lautet.
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Roulette

Ein Roulette-Gerét soll darauf getestet werden, ob alle Zahlen mit der gleichen Wahrschein-
lichkeit von 1/37 auftreten, indem man eine gewisse Anzahl von Spielrunden durchfiihrt und
die Héufigkeit der einzelnen Zahlen z&hlt (s. HUBNER, S.187).

Ausbreitung der Euromiinzen

In 12 Landern gibt es unterschiedliche Euromiinzen. Am 1.1.2002 wurden in den jeweiligen
Landern nur die landeseigenen Miinzen ausgegeben. Wie mischen sich diese Miinzen? Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, dass ich Anfang 2006 als Wechselgeld eine ,auslédndische“ Miinze
erhalte®?

Leukidmieerkrankungen

In verschiedenen Gebieten Deutschlands gibt es unterschiedliche relative Haufigkeiten von
Leukédmiekranken. Wie hoch muss diese sein, damit man auf besondere Risiken (Kernkraftwerk,
Baumschulen, Chemiefabriken, Elektrosmog, ...) in einem Gebiet schliefien kann?

Unser mathematisches Modell kann so aussehen: Wir nehmen eine gewisse Anzahl (K) von
,Kranken®, die wir zuféllig auf eine gewisse Anzahl (n) von Gebieten verteilen. Dabei sei die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Kranker einem bestimmten Gebiet ,,zugelost® wird, stets gleich,
also 1/n.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass einem bestimmten Gebiet genau k Kranke (0 < k <
K) ,,zugelost” werden?

Wieviele Kranke sind in einem bestimmten Gebiet ,,zu erwarten“? (klar: K/n)

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass es in einem vorgegebenen Gebiet mehr als doppelt so
viele Kranke gibt, als zu erwarten ist?

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass es ein Gebiet mit mehr als doppelt so vielen Kranken
wie zu erwarten gibt?

Diese Fragen konnen auch kombinatorisch angegangen werden. Jeder Kranke ,,zieht“ ein Gebiet.

Ziegenproblem

Sie sehen drei Zimmer mit verschlossenen Tiiren. Hinter einer Tiir befindet sich der Hauptpreis,
ein Auto. Hinter den anderen beiden Tiiren ein Trostpreis, eine Ziege. Sie haben 2 Versuche.
Nach dem ersten wird Ihnen eine Tiir geoffnet, hinter der eine Ziege steht. Jetzt haben Sie 2
Moglichkeiten: bei Threr Wahl der Tiir zu bleiben oder die andere, noch geschlossene Tiir zu
wahlen. Was ist aussichtsreicher?

Im Internet findet man dieses Spiel unter dem Namen Schachtelspiel © (Biometrie Miinster)

5Ich bin immer wieder iiberrascht, wie wenig sich vor allem die Kupfermiinzen mischen. Liegt das darn, dass
immer wieder neu geprigt wird?
Shttp://medweb.uni-muenster.de/institute/imib/lehre /skripte/biomathe/bio/eda/monty.html
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3.2 Kombinatorik - Wiederholung

Ein grundlegender Begriff ist der des k-Tupels einer n-elementigen Menge A. Die didak-
tisch geschickte Bezeichnung ist nicht so offensichtlich: Die n Elemente von A kann man zu
A :={1,2,...,n} durchnummerieren’, und sich als wohl unterscheidbare Kugeln in einer Urne
vorstellen. Ein k-Tupel a ist aus dem kartesischen Produkt A% := A x A x -+ x A (k-mal) und
hat die Gestalt a = (a1, ...,ax) mit a; € 4,5 =1,2, ..., k.

Ein k-Tupel beschreibt ein Ziehungsergebnis mit Anordnung — vergleiche mit den geordneten
Paaren (a,b), fir die ja (a,b) # (b,a) fir a # b gilt. Wieviele k-Tupel einer n-elementigen
Mange A gibt es? Fiir die erste Komponente gibt es n Moglichkeiten, fiir die zweite Komponente
ebenfalls,...... , also insgesamt n*, kurz

A% = |A[.
Der Merkmalraum fiir das Ziehen mit Anordnung und mit Zuriicklegen ist daher
Q=0 = Ak = {(al,ag, ...,ak) taj € A j=12, ,k’}

Es gilt
|91’ = nk.

»Mit Anordnung und ohne Zuriicklegen* fiihrt auf k-Tupel mit paarweise verschiedenen Kom-
ponenten. Fiir die erste Komponente gibt es wieder n Moglichkeiten, fiir die zweite Komponente
aber nur noch n—1,......, fiir die k-te Komponente gibt es n—k+1 Moglichkeiten, also insgesamt

n)g:=nn—-1)---(n—k+1).
Der Merkmalraum aller solcher Ziechungsergebnisse sit
Q=Q:={(a,0a9,....,a5) 1 a; € A a; # aji,j =1,2,..., k, firi# j}

Es gilt
€| = ()i

Fiir k = n fithrt dies auf (n),, = n! (n-Fakultét). Diese Zahl kann am besten durch die Anzahl
aller Permutationen von n Elementen interpretiert werden. Die Rekursionsformel

nl=n-(n—1)

hat dann eine einfache kombinatorische Interpretation: Man erhélt alle n! Permutationen, wenn
man ein Element von A auszeichnet. Fiir dieses Element gibt es n mogliche Plédtze. Fiir jeden
dieser Plitze sind die restlichen n — 1 Elemente noch auf (n — 1)! Weisen anordnungsbar.

"Im Gegensatz zu Kap. 1.7 benutze ich nicht a; als Namen fiir die j-te Kugel in der Urne, sondern einfach
j. Dadurch stehen die Bezeichner a; wieder zur Verfiigung. Dies habe ich FISCHER entnommen.
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Die fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung wichtigste Grofle ist der Binomialkoeffizient (Z) (n
iiber k, auch kurz ,k aus n“). Man kann auf (Z) Weisen k Elemente aus einer Menge mit
n Elementen auswéhlen, d.h. es gibt (Z) Teilmengen mit k£ Elementen einer n-elementigen
Menge. Dies entspricht genau der Anzahl der Ziehungsergebnisse ohne Zuriicklegen und ohne
Anordnung! Man kann mit

Qs :={(ay,...,ap) e N*: 1 <a; <ay<--- <ap <n}

die Menge aller k-elementigen Teilmengen von A durch spezielle k-Tupel darstellen (dies ist
neu gegeniiber Kap. 1.7, s. FISCHER, S.77). Kann man mit dieser Notation leichter als bisher
die grundlegende kombinatorische Formel

n
- ()
einsehen?

Nun, die Ziehungsergebnisse ohne Zuriicklegen und mit Anordnung kann man ja durch
Qy :={(a1, a9, ...,a) € A¥ 1 a; # a; fiv i # j},i,5 =1,2, ..k

beschreiben. Offensichtlich fiithren k! Permutationen eines k-Tupels von €25 zum selben k-Tupel
von (23. Daher gilt
kN[ = |€2]

und wegen (25| = (n) folgt die Behauptung.

Es gilt
n\ n!
k) Kl(n — k)

Berechnen sollte man diese Zahl aber nach Kiirzen, z.B.

Eine fiir die Binomialverteilung wichtige Interpretation ist die Folgende: Auf n Plitze verteile
man k Einsen und n — k Nullen. Das geht gerade auf (Z) verschiedene Weisen! Oder: Wieviele
n-Tupel von {0, 1} haben genau k Einsen und n—k Nullen als Komponenten? Eine k-elementige
Teilmenge von A = {1,2,...,n} kann ich dadurch codieren, dass ich an den j-ten ,Platz j* eine
Eins eintrage, wenn j zu der Teilmenge gehort, und eine Null sonst.

Wegen |PotA| = 2" folgt jetzt sofort
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Die binomische Formel

(a+b)" = (Z) akonF
k=0

kann man sich sehr rasch kombinatorisch klarmachen!
Das Pascalsche Dreieck beruht auf

n\ (n-—1 n n—1

k] \k—-1 k)’
was leicht kombinatorisch interpretiert werden kann, wenn man ein Element von A auszeichnet
und unterscheidet, ob dieses zu einer k-elementigen Teilmenge von A gehort oder nicht.

Auch wenn der vierte kombinatorische Fall (mit Zuriicklegen, ohne Anordnung) fiir die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung unwichtig ist, will ich ihn kurz skizzieren. Die Menge aller Ziehungser-
gebnisse kann man mit

Q= {(ar,as, ...,ax) €EA¥F:1<a; <ay < < <n}

gleichsetzen. Das auch jetzt nicht so einfach einsehbare Ergebnis lautet

n+k—1
o= ("7

3.3 Merkmalraum

Zentraler Begriff der Wahrscheinlichkeits-Rechnung wie schon der Statistik ist der des Merk-
malraums, den wir wieder ) nennen. Dieser enthélt die Ergebnisse von Zufallsexperi-
menten. Hierunter versteht man im weitesten Sinn die Ergebnisse von zufélligen und wieder-
holbaren, aber auch von geplanten Beobachtungen (wie durch Erhebungen in der Statistik).
Die Elemente von € heien hier Elementarereignisse®. Alle weiteren Begriffe wie diskreter,
kontinuierlicher Merkmalraum findet man schon im vorangehenden Kap. 2.2 im Rahmen der
Beschreibenden Statistik.

Der Zufall ist besonders offensichtlich bei Gliicksspielen, er kommt aber auch schon immer dann
ins Spiel, wenn man das Ergebnis einer Beobachtung nicht kennt. In diesem Sinne ist z.B. die
Beobachtung der Blutgruppe eines Neugeborenen auch ein Zufallsexperiment.

Bei den im folgenden aufgefiihrten Zufallsexperimenten sind die Wahrscheinlichkeiten i.A. von
vornerein bekannt - diese ordnen sich der Wahrscheinlichkeitstheorie zu. Zufallsexperimente
der Statistik fithren i.a. auf unbekannte Wahrscheinlichkeitsverteilungen, deren Kenngréfien
,geschitzt® werden sollen.

Beispiele fiir Merkmalrdume in der Wahrscheinlichkeitstheorie

8Teilmengen von §) werden Ereignisse genannt, siehe Def. 3.1.
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Abbildung 3.1: Wappen und Zahl beim Miinzwurf

Miinzwurf: Q enthélt die beiden Ergebnisse ,, Wappen“ und ,,Zahl“, siehe Abb. 3.1. Dies ist
das einfachste Zufallsexperiment. Codiert man die Ergebnisse mit 0 bzw. mit 1 und setzt
Q) = {0,1}, so spricht man von einem Bernoulli-Experiment. Wihrend man beim
Miinzwurf meist davon ausgeht, dass beide , Elementarereignisse” mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit auftritt, ist dies beim Bernoulli-Experiment nicht zwingend der Fall. Man
denke an den Wurf einer Reiflzwecke auf eine porose Unterlage, die es auch erlaubt, dass
die Reizwecke sich mit der Spitze in die Unterlage bohrt.

Wiirfeln mit einem Spielwiirfel: Q = {1, 2, ...,6},

Skat: Im ,,Skat* des Kartenspiels ,,Skat“ liegen zwei von 32 Spielkarten. () enthélt alle
2-elementigen Teilmengen von K, wobei K die Menge aller 32 Spielkarten ist. Wenn man
sich nur fiir die Anzahl der Buben im Skat interessiert, kommt man mit Q = {0, 1,2} aus.

Letzteren ,reduzierten“ Merkmalraum wiirde man auch erhalten, wenn man auf dem
urspriinglichen €2 eine reelle Zufallsvariable (siche Kap. 3.3.1 und Kap. 3.8) mit Werten
aus {0, 1,2} einfiihren wiirde.

2-maliges Wiirfeln mit einem Spielwiirfel:
1. sehr differenziert
Q={(1,1),..,(1,6),...,(6,1),...,(6,6)} = {1,2,...,6}°. (3.2)

Q) enthiilt 6% = 36 Elemente’. Alle Elementarereignisse sind gleichwahrscheinlich.

2. wenn es nur auf die Augensumme ankommt:
Q=1{2,3,.., 12}

Auch diesen ,,reduzierten” Merkmalraum erhélt man durch Betrachtung einer reellen
Zufallsvariablen (siehe Kap. 3.3.1 und Kap. 3.8) auf dem Merkmalraum (3.2). Jetzt
sind die Elementareteignisse nicht mehr gleichwahrscheinlich.

k-maliges Bernoulli-Experiment

9Erinnern Sie sich an die ,,Produktregel“ |A x B| = |A| x |B| aus Kap. 1.3.3.5?
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1. sehr differenziert: Q = {0, 1}*. Es gilt |Q| = 2*.
2. Anzahl der , Treffer (Einsen): Q = {0, 1, ..., k}.

e Mehrfaches (k-faches) Ziehen einer Kugel aus einer Urne. Identifiziert man die Urne mit
einer Menge A, so kann Q := A¥ = A x A x --- x A (k-mal) gesetzt werden, wenn k-mal
gezogen wird. Wenn nicht zuriickgelegt wird und es nicht auf die Reihenfolge ankommt,
besteht 0 aus allen k-elementigen Teilmengen'® von A. Kommt es nur auf die Anzahl
(,, Treffer) an, mit der eine ganz bestimmte Kugel gezogen wird, so ist  :={0,1, ..., k}.
In diesem Fall reduziert sich eine Ziehung auf ein Bernoulliexperiment, das k-fache Ziehen
auf ein k-maliges Bernoulli-Experiment: die ausgezeichnete Kugel wird gezogen oder nicht.

3.3.1 Zufallsvariablen: Ein erster Zugang

Zuweilen errechnet man aus den Ergebnissen eines Zufallsexperiments eine (weitere) Zahl. Wenn
man z.B. mit 2 Wiirfeln wiirfelt, kann man die Augensumme bilden. Wenn man man die beiden
Cholesterinwerte LDL und HDL misst, kann man neben den Werten selbst auch den Quotienten
bilden.

Eine Funktion auf einem Merkmalraum mit Werten in R (also X : © — IR) nennt man
eine Zufallsvariable. Wenn man nur an den Werten der Zufallsvariablen interessiert ist, kann
man auch als Merkmalraum den Wertebereich der Zufallsvariablen nehmen, dies ist eine Art
»,Reduzierung“ des Merkmalraums.

Bei jeder Stichprobe, die reelle Daten x, k = 1,2, ..., n, erhebt, kann man die x; als Werte einer
Zufallsvariablen auffassen. Dabei miissen die Erhebungen verschiedener Werte unabhdingig von
einander sein'!.

Mit Zufallsvariablen kann man rechnen, z.B. zwei Zufallsvariable (wie LDL und HDL im obigen
Beispiel) dividieren, und erhilt eine neue Zufallsvariable. Ausfiihrlicheres enthilt Kap. 3.8.
Zufallsvariable werden mit einem grofien Buchstaben XY, .. bezeichnet. Wahrend man sich
zunéchst fiir die Wahrscheinlichkeit P(A) fiir das Eintreten eines Ereignisse A C € interessiert,
wird es in Verbindung mit einer Zufallsvariablen z.B. auf P(a < X < b) als die Wahrscheinlich-
keit ankommen, dass der Wert der Zufallsvariablen zwischen ¢ und b liegt. Ahnliches kennen
Sie von Stichproben mit einer Stichprobenfunktion X. An Stelle von Wahrscheinlichkeit war
von relativer Haufigkeit die Rede.

3.3.2 Zufillige Ereignisse

Definition 3.1. Fin Ereignis ist eine Teilmenge A C Q des Merkmalraumes. Die einelemen-
tigen Teilmengen des Merkmalraums (oder die Elemente von ) selbst) heiffen Elementarer-
eignisse.

19Es gilt [ = (}), siehe Satz 1.7.2.
HDaher werden formal x;, als Wert einer Zufallsvariablen X, aufgefasst, wobei X1, ..., X,, identisch verteilt
und stochastisch unabhingig sein sollen, s. HUBNER, S.177
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Allgemein ist ein Ereignissystem eine Teilmenge der Potenzmenge von €2, die gewissen Eigen-
schaften geniigt und fiir deren Wahrscheinlichkeit man sich interessiert: In der Wahrscheinlich-
keitstheorie wird ein W-Maf3 auf dem Ereignissystem eingefiihrt, d.h. jedem Ereignis A C 2
wird eine Wahrscheinlichkeit P(A) zugeordnet. In der Statistik ist P(A) der Anteil von Ob-
jekten mit der ,,FEigenschaft® A an einer Grundgesamtheit, die man durch eine Totalerhebung
ermitteln kénnten.

Fiir diskrete Merkmalrdume wird jede Teilmenge A von €2 als ein Ereignis aufgefasst, d.h. wir
betrachten die gesamte Potenzmenge Pot(£2) als Ereignissystem. Bei kontinuierlichen Merkma-
len muss man echte Teilmengen von Pot(§2) als Ereignissystem betrachten'?. Dies fiihrt auf
das Konzept einer o-Algebra, deren Einfithrung hier aber vermieden werden soll. Das hat zur

Folge, dass bei kontinuierlichen Merkmalriumen wenigen ,exotischen'?* Teilmengen A C IR
kein W-Mafl P(A) zugeordnet werden kann.

Mengentheoretische Konzepte

Die Mengenoperationen N (Durchschnitt), U (Vereinigung), \ (Mengendifferenz) und ¢ (Kom-
plementbildung), sieche Kap. 1.3.3.2, erfahren jetzt eine Interpretation und Anwendung: Das
Ereignis A; U A, ist das Ereignis, dass A; oder A, eintritt, wahrend A; N A das Ereignis ist,
dass A; und A, (gemeinsam) eintreten (man schreibt auch A;Ay). Man nennt zwei Ereignisse
A und A, disjunkt, wenn A; A, = (). In diesem Fall schreibt man auch A; + A, an Stelle von
A; U A,. Das Ereignis A bedeutet, dass A nicht eintritt.

Bei den Wahrscheinlichkeits-Berechnungen von Ereignissen kommen Rechenregeln fiir Men-
genoperationen zum Zuge wie die der Assoziativitat, Kommutativitat und Distributivitdt von
U, N und die Regeln von de Morgan in Satz 1.3.5

(AuUB)=ANB, ANB=AUB.

Internet-Links

Applet Venn Diagramme und Wahrscheinlichkeiten!? (Biometrie Miinster)
Einfithrung in Mengen' (Mathe Online)

3.4 Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit

3.4.1 Haufigkeiten

Gegeben sei ein Zufallsexperiment mit Merkmalraum 2. Sei w € 2 ein Elementar-Ereignis.
Fiithren wir (eine endliche Zahl) n Zufallsexperimente (z.B. eine Stichprobe vom Umfang

12Dies fithrt auf den Begriff der messbaren Mengen

Bdie nicht messbaren Mengen
“http://medweb.uni-muenster.de/institute/imib/lehre/skripte/biomathe/bio/Venn2.html
Bhttp: //www.mathe-online.at /mathint /mengen /i.html


http://medweb.uni-muenster.de/institute/imib/lehre/skripte/biomathe/bio/Venn2.html
http://www.mathe-online.at/mathint/mengen/i.html

56 KAPITEL 3. EINFUHRUNG IN DIE WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG

n) durch, so konnen wir die absolute Haufigkeit von w, d.h. die Anzahl n, der Experimente
bzw. der Stichproben, deren Ergebnisse gleich w sind, bestimmen, siehe Kap. 2.2.2. Die relative
Haufigkeit ist dann i
w
hp(w) == o
vielleicht der zentrale Begrift der Beschreibenden Statistik.
Ganz entsprechend kann man von der absoluten (n4) und relativen Héufigkeit h,(A) eines

Ereignisses A sprechen.

3.4.2 Wahrscheinlichkeit bei Zufallsexperimenten

Jetzt geht es um den Begriff Wahrscheinlichkeit bei Zufallsexperimenten, genauer um die
Wahrscheinlichkeit P(A) fir irgend ein Ereignis, d.h. fiir irgendeine Teilmenge A C . P(A)
ist dadurch bestimmt, dass wir

P(A) := lim h,(A)

setzen (empirisches Gesetz der grofien Zahlen), indem wir wenigstens gedanklich eine
hinreichend grofile Zahl n von Zufallsexperimenten durchfiithren. In Kap. II1.1.1.7 hatte ich
dieses Gedanken im Hinblick auf die Konvergenz von Folgen erwidhnt. Der Buchstabe P in
P(A) kommt vom englischen Wort Probability fiir Wahrscheinlichkeit.

Beispiel: Es wird n = 1000-mal gewtiirfelt und die Anzahl der Sechsen gezdhlt. Man erwartet
eine relative Haufigkeit des Elementarereignisses w = 6 in der Néhe von 1/6. Wiirfelt man mit
2 Wiirfeln, so kann man A definieren als das Ereignis, dass die Augensumme 10 ist. Dann ist
na die Anzahl von Wiirfen, die diese Augensumme 10 ergeben hat. Fiir die relative Haufigkeit
erwarten wir ein Ergebnis in der Ndhe von 1/12 (warum?).

JUMBO bietet hierzu einige Applets:
e Applet - Relative Hiufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten 6

Es werden unabhéngige n , Miinzwiirfe“ (s. Bernoulli-Experimente) durchgefiihrt, bei de-
nen ein Ereignis A mit Wahrscheinlichkeit p auftritt und die relativen Héufigkeiten fiir A
ermittelt und mit p verglichen. p und n sowie die Ablaufgeschwindigkeit der Simulation
sind einstellbar.

e Applet - Wiirfelsimulation - Gesetz der groen Zahl und zentraler Grenzwert-
satz !7 Hier kann man mit k& < 9 Wiirfeln n-mal wiirfeln (n = 1, 10, 20, 100), wobei nach
jedem Wurf die Augensumme der k£ Wiirfel gezdhlt wird, und die empirische Verteilung
(s. Kap. 2.4.9) auf die verschiedenen Augensummen ermitteln. Zum Vergleich kann die
Normalverteilung (s. Kap. 3.6 und Kap. 3.11) eingeblendet werden, die die empirischen
Verteilung fiir nicht zu kleine k gut approximiert!s.

http://medweb.uni-muenster.de/institute/imib/lehre/skripte/biomathe/bio/prob5.html
"http: / /medweb.uni-muenster.de/institute/imib/lehre/skripte/biomathe/bio/grza2.html
8Dies liegt am Zentralen Grenzwertsatz


http://medweb.uni-muenster.de/institute/imib/lehre/skripte/biomathe/bio/prob5.html
http://medweb.uni-muenster.de/institute/imib/lehre/skripte/biomathe/bio/grza2.html
http://medweb.uni-muenster.de/institute/imib/lehre/skripte/biomathe/bio/grza2.html
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Héufig kann man die Wahrscheinlichkeiten aber auch ohne praktische Durchfithrung sehr vie-
ler Zufallsexperimente ermitteln, etwa durch Symmetrietiberlegungen wie beim Wiirfel (alle
Elementar-Ergebnisse bei einem Wiirfel haben die gleiche Wahrscheinlichkeit). Dies liegt der
Konstruktion der wichtigsten W-Modelle in Kap. 3.5.2 zu Grunde.

Beispiel: Beim 2-maligen Wiirfeln sei Ay C Q durch (a,b) € Ay, wenn a + b = k, definiert. Es
ist P(Alo) = 1/]_2 und P(Ag) = 1/9

3.4.3 Wahrscheinlichkeiten in der Statistik

In der Statistik strebt man durch einen hinreichend grolen Stichprobenumfang n an, den An-
teil P(A) an der Grundgesamtheit zu bestimmen, dem die durch A gegebene Eigenschaft
zukommt. Diesen Anteil kann man als Wahrscheinlichkeit auffassen, dass sich bei einer zufilli-
gen Stichprobe ein Ergebnis aus A ergibt.

Beispiel: Die Grundgesamtheit bestehe aus allen 15-jdhrigen Schiilern in Deutschland. In einer
Stichprobe werden deren Mathematik-Kenntnisse an Hand von Aufgaben getestet und mit einer
Punktzahl zwischen 0 und 1000 bewertet (€2 := {0, 1, ..., 1000} ). Ist A das Intervall zwischen 400
und 499, so ist P(A) der Anteil der Schiiler, die eine Punktzahl zwischen 400 und 499 erreichen.
Eine Stichprobe in einem gewissen Umfang n wiirde P(A) durch die relative Haufigkeit h,,(A)
annéhern (,,schétzen®).

3.4.4 Wahrscheinlichkeit: Axiome von Kolmogoroff

Fiir jedes n gilt offensichtlich h,(2) = 1, da jedes Ergebnis eines Zufalssexperiments ein Ele-
mentarereignis ist, und h, (@) = 0, da jedes Zufallsexperiment ein Ergebnis hat'®. Ansonsten
gilt 0 < h,(A) <1, da h,(A) als relative Hiufigkeit ein Anteil?® ist. Ferner gilt offensichtlich
hn(A+ B) = hp(A) + hy,(B), wenn A und B disjunkte Ereignisse sind.

Im Zusammenhang mit dem empirischen Gesetz der grofien Zahl ergeben sich folgende ,ein-
leuchtende“ Regeln (Kolmogoroff-Axiome)(1933) fiir ein W-Maf3 P (alle folgenden Mengen
sind beliebige Teilmengen von §2):

Definition 3.2. FEine Funktion P : PotQ) — IR, , die jedem ,FEreignis® A C Q eine ,Wahr-
scheinlichkeit* P(A) zuordnet, heifft Wahrscheinlichkeits-Maf3 (kurz W-Maf}) genau dann,

wenn gilt
e P(Q)=1,P0)=0
o 1>P(A)>0
e P(A+ B) = P(A) + P(B), falls A und B disjunkt sind.

Hieraus folgen mit Hilfe der Regeln fiir Mengenoperationen (s.o.) weitere Regeln:

9Man nennt die leere Menge ein unmdgliches Ereignis
20Manchmal werden Anteile auch in Prozent (%) gemessen. Dann muss mit 100 multipliziert werden
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Satz 3.3. 1. P(A)=1— P(A)

2. P(A\ B) = P(A)— P(AB)

3. AC B= P(A) < P(B)

4. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AB)
Beweis:

1. Wegen der Partition?! Q@ = AU A, P(Q) = 1 und des letzten Axioms.
2. Folgt ebenfalls aus dem letzten Axiom, da A = (AN B)+ A\ B eine Partition von A ist.
3. Falls AC B, ist B= AU (B \ A) eine Partition. Also gilt
P(B)=P(A)x P(B\ A),
woraus wegen P(B\ A) > 0 die Behauptung folgt.

4. Aufgabe: Leite diese Regel aus der letzten her, indem von
AUB=A+(B\A), B=AB+B\A
ausgegangen wird.
|
Ersetzt man bei endlichen Mengen P(A) durch |A| (die Anzahl der Elemente von A), so sind alle

Axiome — bis auf P(Q) = 1 und P(A) = 1 — P(A)— Aussagen der elementaren Mengenlehre.
Es lohnt sich, insbesondere das Axiom P(A U B) = P(A) + P(B) — P(AB) unter diesem
Gesichtspunkt zu betrachten. Es ist die einfachste Form des Prinzips der Inklusion-Exklusion,

das in den Ubungen zu Mathe I vorkam, sieh auch Kap. 3.4.5.

Eine physikalische Veranschaulichung liefert eine Massenbelegung eines Bereiches (2 C IR”, p =
1,2,3 mit Gesamtmasse ,,Eins“. Dann setze man P(A) als Masse von A C Q oder — falls die
Gesamtmasse nicht Eins ist — als der Massenanteil von A an der Gesamtmasse.

Die offensichtlichste Veranschaulichung ist die, dass man 2 als einen Kreis oder ein Quadrat in
der Ebene IR? annimmt und als P(A) den Anteil von A C © an der Fliche von € interpretiert.
Das hat zwar theoretische Macken (nicht jeder Menge kann man eine Flidche zuordnen), aber
man kann die Wahrscheinlichkeit-Axiome und ihre Folgerungen leicht an Hand von Mengen-
Diagrammen deuten:

Die Abb. 3.2 - 3.5 aus FISCHER sprechen fiir sich.

Die folgenden drei Applets stammen aus dem JUMBO-Skript (Kap. 4.3) und visualisieren den
Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeiten und Mengenoperationen. Der Merkmalraum be-
steht aus 20 ,,Kugeln“ unterschiedlicher Farbe und Nummern. Alle Elementarereignisse sollen
gleiche Wahrscheinlichkeit haben.

2l X = AU B heifit Partition von X, falls A und B disjunkt sind.




3.4. HAUFIGKEIT UND WAHRSCHEINLICHKEIT

P{:Al U As U Az Uﬂq) =
o P(A;1) + P(A;) + P(4s) + P(As)

A |

Abbildung 3.2:

P(A) =
1 — P(A)

Abbildung 3.3:

P(4) < P(B)
B

£2

Abbildung 3.4:

59
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P(AUB)= P(A)+ P(B) — P(An B)

Abbildung 3.5:

e Applet - Wahrscheinlichkeit von Ereignissen 22
e Durchschnitt und Wahrscheinlichkeiten 23

e Vereinigung und Wahrscheinlichkeitn 24

3.4.5 Einschluss (Inklusion) - Ausschluss (Exklusion)-Formel
Sie erinnern sich (7):
In Mathe I gab es eine Ubungsaufgabe mit folgendem Text:
Die Summenregel |[AU B| = |A| 4 |B| ist nur fiir disjunkte A und B richtig. Allgemein gilt
|AU B| = |A| +|B| — |AN B|.
Noch allgemeiner gilt fiir 3 Mengen (s.Abb.3.4.5)
JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—(|JAnB|+ |BNC|+ |ANC|—]ANnBNC|
Wenn man jetzt die ,,Inhalte “|A|, ..., [AUBUC| durch Wahrscheinlichkeiten “P(A), ..., P(AUBU
C') ersetzt, bleiben die Formeln, die Finschluss-Ausschluss-Formeln oder Inklusion-Ezklusion-
Formeln heiflen, richtig:

Satz 3.4. Es gilt

P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)— (P(ANB)+ P(BNC)+ P(ANC)— P(ANBNC))

22http: //medweb.uni-muenster.de/institute /imib/lehre /skripte/biomathe/bio/prob1.html
Zhttp:/ /medweb.uni-muenster.de/institute/imib/lehre/skripte/biomathe/bio/prob3.html
24http://medweb.uni-muenster.de/institute/imib/lehre /skripte/biomathe/bio/prob4.html
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Abbildung 3.6: |[AUBUC| ="

Beweis: Diese Formel wird wegen AU BUC = (AU B) U C auf die dritte Formel in Satz 3.3
zuriickgefiihrt. Es gilt danach ja

P(AUBUC)=P(AUB)UC)=P(AUB)+ P(C)—-P((AuB)N(C).
Nun nutze die Regel (AU B)NC = (AN C)U (BNC) aus und wende wieder zwei Mal die
dritte Formel in Satz 3.3 an. }

Man kann diese Formel auf beliebig viele ,Summanden® A;,j =1,2,..,nin P(A;UAU---UA,)
verallgemeinern.

Von dieser allgemeinen Formel soll hier nur ein Spezialfall interessieren, in dem ¢(m) := P(A;,N
A;,N---NA; ) nur von der Zahl m der ,Faktoren* abhéngt:

Satz 3.5. .
P(AJUAU---UA,) = Z(-1)m+l<”>0(m).

Anwendungsbeispiele:

e k > n Kugeln sollen auf n Fécher verteilt werden, wobei jedes Fach mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit von einer Kugel (auch mehrfach) besetzt wird. Wie grof} ist die Wahrschein-
lichkeit, dass mindestens ein Fach leer bleibt?

Sei A; das Ereignis, dass das j-te Fach leer bleibt. Offensichtlich ist P(A; UA,U---UA,)
gesucht. Wir miissen also nur noch ¢(m) := P(A;, N A;, N---N Aj, ) berechnen, das ist
die Wahrscheinlichkeit, dass ein ganz bestimmter Satz von m Féchern mit den Nummern
J1,J2s ---s Jm leer bleibt. A; N Aj, N--- N A; ist also genau das Ereignis, dass alle k
Kugeln in den restlichen n —m Fichern unterkommen. Hierfiir gibt es (n —m)* magliche
Zuordnungen, so dass ¢(m) = (n —m)*/n*. Damit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit

() 0-3)"

m=1
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e n Paare besuchen eine Party. Fiir ein Tanzspiel werden Tanzpaare per Los zusammenge-

stellt. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Paar zusammentrifft?

Sei A; das Ereignis, dass das j-te Paar zu einem Tanzpaar wird. Wieder ist P(A; U Ay U
---UA,,) gesucht. Wir miissen auch hier ¢(m) := P(A;,; NA;,N---NA; ) berechnen, das ist
die Wahrscheinlichkeit, dass ein ganz bestimmter Satz von m Paaren zusammentrifft. Da
es n! verschiedene Tanzpaarungen gibt (warum?), gibt es unter diesen nur noch (n —m)!

Tanzpaarungen mit den ausgezeichneten m Paaren als Tanzpaare. Also gilt ¢(m) = %,
so dass
. n\ (n —m)!
Z (_ 1)m+1 e e
— m n!

die gesuchte Wahrscheinlichkeit p,, ist, welche sich zu

n - 1
Pn = Z<_1) +1%
m=1

vereinfachen lasst. Aus der Exponentialreihe folgt iibrigens
lim p, =1 —e !~ 0.63,

n—oo

d.h. fiir grofle n kann man wetten, dass mindestens ein Paar wieder zusammenfindet.

Wahrscheinlichkeits-Modelle, Verteilungen

Definition 3.6. Fin Wahrscheinlichkeits-Modell (kurz W-Modell) ist durch durch drei
Dinge gekennzeichnet: den Merkmalraum Q, das Ereignissystem (hier meist Pot(S2)) und ein

W-Maf§ P.

Man beachte, dass bei diskreten Modellen ein W-Modell dadurch gegeben ist, dass fiir jedes
w €  die ,,Elementar-Wahrscheinlichkeit* f(w) := P({w}) festgesetzt wird. Es muss nur

und

> flw) =1

weN

f(w) >0 fiir alle w € Q

gelten. Aus obigen Axiomen folgt dann

P(A) =3 fw).

wEA
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Definition 3.7. Ist der Merkmalraum Q = {w1, ...,wy} eines W-Modells diskret, so heifst f :
Q — IR, definiert durch f(w) := P({w}) Zdhldichte oder auch (diskrete Wahrscheinlich-
keits-) Verteilung. Diese ist durch einen Wahrscheinlichkeits-Vektor®p=(pi, p, ..., bm)
mit p; := f(w;),7 =1,2,...,m gegeben.

Man beachte, dass jede Stichprobe vom Umfang n durch Ermittlung der relativen Héufigkeit
f(w) := h,(w) eines Elementarereignisses w € {2 auch schon ein — wenn auch nicht das der
Grundgesamtheit — W-Maf definiert. Eine solche diskrete Verteilung (die Haufigkeitsverteilung
genannt wurde und durch die relativen Héaufigkeiten h; an Stelle von p; bestimmt wird, siche
Kap. 2.2.2) lasst sich leicht visualisieren, wie wir in Kap.2.3 gesehen haben. Dabei muss man
zwischen der ,wahren“ Verteilung, die durch das W-Maf} gegeben ist, und einer ,,empirischen”
Verteilung, die man durch n Zufallsexperimente oder Stichproben gewinnt, unterscheiden. Man
beachte, dass die hier definierte Wahrscheinlichkeits-Verteilung einen diskreten, aber nicht zwin-
gend einen quantitativen Merkmalraum voraussetzt.

3.5.1 Diskrete Verteilungsfunktion bei quantitativen Merkmalen

Ist Q@ :={w;,j =1,2,...,m} ein endlicher Merkmalraum eines W-Modells, so sind nichtnegative
reelle Zahlen p; = f(w;),7 = 1,2,...,m definiert, wobei f die Zahldichte ist. Handelt es sich
um einen quantitativen Merkmalraum, so liefert ein Zufallsexperiment als Ergebnis stets einer
der m Zahlen w; € R, wir sprechen auch von einer Zufallsvariablen®® X (s. Kap. 3.8).

Definition 3.8. Zu einem endlichen Merkmalraum in einem W-Modell ist die Verteilungs-
funktion durch
FX(z):=P(X<2)=) p;, z€R (3.3)

w;j<zx

definiert.

Beachte, dass man aus der diskreten Verteilung die Verteilungsfunktion und umgekehrt gewin-
nen kann. Die Verteilungsfunktion beginnt bei Null, ist monoton wachsend und endet bei Eins.
Es handelt sich um eine Treppenfunktion mit Stufen bei w;. Man mache sich den Unterschied
zwischen Verteilung und Verteilungsfunktion klar. Vielleicht ist es ,,didaktisch® kliiger, wie in
HUBNER von Zahldichte an Stelle von Verteilung zu sprechen.

In Abb. 3.7 sehen Sie die Verteilungsfunktion?” zum , perfekten® Spielwiirfel.

Ersetzt man bei Stichproben die Wahrscheinlichkeit p; durch die relativen Haufigkeiten h;, so
erhilt man gerade die empirische Verteilungsfunktion F', siehe auch (2.1) in Kap. 2.4.9.

25Man spricht von einem W-Vektor, wenn dessen Komponenten alle nichtnegativ sind und sich zu Eins
aufsummieren.

26Die nachfolgende Definition wird auf allgemeine Zufallsvariablen X verallgemeinert werden. Daher fiigen
wir jetzt schon einen oberen Index X an.

2"Diese Abbildung stammt aus JUMBO. Sie ist streng genommen nicht korrekt, da die vertikalen Teile nicht
mitgezeichnet werden diirfen.
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Abbildung 3.7: Verteilungsfunktion Wiirfeln

Wir werden sehen, dass der Begriff der Verteilungsfunktion auch und gerade dort fiir konti-
nuierliche Merkmalrdaume bzw. fiir kontinuierliche Zufallsvariable eine wesentliche Rolle spielt.
Dabei tritt der Begriff Wahrscheinlichkeits-Dichte an die Stelle der Zahldichte?®,

Man beachte, dass man mit Hilfe der Verteilungsfunktion F%

Pla<X <b)=FX(b)—Fa)= Y p

a<w;<b

ausdriicken kann. Das hatten wir fiir empirische Verteilungsfunktionen schon in Satz 2.8 notiert,
wobei die Merkmalsauspréagungen zu

Wy < wy < -0 < Wiy, (3.4)

angeordnet wurden.

Bemerkung: Man beachte die unterschiedlichen Ungleichheitszeichen in P(a < X < b). Wenn
a# wj,j=1,2,....,m, so gilt ebenfalls P(a < X < b) = FX(b) — F¥(a). Wenn jedoch a = w,
und die Anordnung (3.4) gilt, so haben wir

Pla < X <b) = FX(b) — F¥(w;_1).

Besonders einfach ist es, die Wahrscheinlichkeit P(X > @) mit Hilfe der Verteilungsfunktion
F¥ auszudriicken: Es gilt
P(X >a)=1—F*(a). (3.5)

Man beachte, dass ,,. X > a*“ mit ,,nicht X < a“ logisch dquivalent ist.

Zum Abschluss zeigen wir in Abb. 3.8 die Verteilungsfunktion zum Geburtstagsproblem (aus
FISCHER, S.84), wobei p(k) = FX(k) die Wahrscheinlichkeit ist, dass in einer Gruppe von k
Menschen mindestens zwei am selben Tag Geburtstag haben®.

28Man beachte, dass es bei kontinuierlichen Merkmalen i.a. keinen Sinn gibt, fiir ein Elementarereigniss w € §2
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Abbildung 3.8: Wahrscheinlichkeiten beim Geburtstagsproblem

3.5.2 Bernoulli-, Binomial-, Laplace-Modelle und ihre Verteilungen

Fiir diese Beispiele von Zufallsexperimenten werden Elementar-Wahrscheinlichkeiten in Uber-
einstimmung mit kombinatorischen Uberlegungen definiert. Dadurch werden hier die ersten kon-
kreten Wahrscheinlichkeits-Modelle eingefiihrt. In diesen Beispielen handelt es sich um diskrete
Merkmalrdume, die jeweilige W-Verteilung (Zahldichte) wird auf Grund von kombinatorischen
Symmetrieiiberlegungen bestimmt.

1. Ein Bernoulli-Modell B(p) ist durch p := P({1}) definiert. ¢ := 1 —p = P({0}) ist die
Komplementér-Wahrscheinlichkeit. Man zeichne die zugehorige Verteilungsfunktion!

2. Ein Binomial-Modell B(n,p) beruht auf der n-fachen Hintereinanderausfithrung eines
Bernoulliexperiments. Der Merkmalraum €2 besteht aus n-Tupeln von Nullen und Einsen,
in reduzierter Form auch nur aus Q@ = {0,1,...,n}, den mdoglichen Anzahlen von Ein-
sen (den ,Treffern®). Die Wahrscheinlichkeit p; fiir ein ganz bestimmtes m-Tupel mit j
Einsen (und n — j Nullen) ergibt sich bei stochastischer Unabhéngigkeit der einzelnen
Ausgiinge (siche Kap. 3.7) zu p’(1 — p)" 7. Da es (?’) verschiedene n-Tupel mit j Einsen
gibt (Kombinatorik!), ist die Wahrscheinlichkeit fiir genau j Einsen

by o= (7)1 = o,

Wenn man also den Merkmalraum zu Q := {0,1,...,n} reduziert, weil es nur auf die
Gesamtzahl von Einsen ankommt, ist b(n,p;j) die Elementar-Wahrscheinlichkeit des
Elementar-Ereignisses {j}. Hierdurch ist eine Verteilung mit den beiden Parametern

eine Wahrscheinlichkeit f(w) = P({w}) zu definieren. Was fiir einen Sinn beispielsweise soll es haben, wenn man
von der Wahrscheinlichkeit spricht, dass eine zufiillig ausgewiihle Person genau 7/2 Meter lang ist

29Djeses Beispiel ist etwas ungliicklich, da kein Zufallsexperiment bzw. eine Zufallsvariable angebbar ist, so
dass p(k) = P(X < k)
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Applet - Binomialverteilung
_Ende | Neustart | Hiffel |

pl| 03 n| 20 Zeichnen | ‘Animation

Wahrscheinlichkeit
p=03 n=20

0123456789 1011121314151617 181920
# der Ereignisse

Abbildung 3.9: Binomialverteilung fiir p = 0.3,n = 20

nund p definiert, die Binomialverteilung heifit und auf JACOB BERNOULLI (1654-1705)
zuriickgeht. Man sollte auf jeden Fall einmal das Stabdiagramm zur Binomialverteilung
fiir feste n und p studieren. Fiir grofle n hat es die Gestalt einer Glockenkurve, die in ihrer
,reinsten Form bei der Normalverteilung (Kap. 3.6) auftritt®®. Macht man m Zufallsex-
perimente mit den Parametern n und j, so erhélt man eine empirische Verteilung, die die
Binomialverteilung approximieren sollte.

JUMBO-Applets:

e Applet - Binomialverteilung?®' . Hier kann man interaktiv p und n < 99 wihlen,
sogar die Verteilung animieren, indem man p variiert.

e Javascript und Applet - diskrete Verteilungen®? Hier kann man den Binomi-
alkoeffizienten (’;), die Binomialverteilung und die zugehorige Verteilungsfunktion

Fop(x) :=P(X <) = b(n,p;j)
i<z
(desgleichen fur die Poisson-Verteilung in Kap. 3.5.3) berechnen.
3. Ein Laplace-Modell liegt vor, wenn 2 = {1,2,..., N} endlich ist und alle Elementar-

Ereignisse {j} gleiche Wahrscheinlichkeit p; = p =1/N,j = 1,..., N haben. Man spricht
auch von einer (diskreten) Gleichverteilung.

Fir A C Q folgt dann

_ Al _ Anzahl der fiir A giinstigen Félle
~ Q] Angzahl der moglichen Fille

P(A)

30Der zentrale Grenzwertsatz liefert die Begriindung hierfiir.
3http://medweb.uni-muenster.de/institute/imib/lehre /skripte/biomathe/bio/bern.html
32http: //medweb.uni-muenster.de/institute/imib /lehre/skripte/biomathe/bio/diskret 1.html
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(siche auch Abschnitt 3.1.1.)

Hier sind wir das erste Mal auf konkrete diskrete Verteilungen gestéfien. Immer dann, wenn
man verschiedene Ereignisse unter dem Blickwinkel ihrer Wahrscheinlichkeit oder (in der Sta-
tistik) ihrer Hdufigkeit ordnet, spricht man von Verteilungen, in der Statistik auch von empi-
rischen Verteilungen. Besonders hdufig und wichtig ist der Fall, dass der Merkmalraum etwas
mit Zahlen zu tun hat, wenn er also quantitativ ist. Es gibt noch viele weitere wichtige Ver-
teilungen, unter denen die Normalverteilung die vielleicht bedeutendste ist. Sie ist jedoch eine
kontinuierliche Verteilung (s. Kap. 3.6), die etwas schwieriger zu verstehen ist als diskrete Ver-
teilungen.

Beispiele fiir Binomialverteilungen

e Die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte Eigenschaft (,, weiblich®, | Nichtwéahler®, | Blut-
gruppe 0%, ,RaucherIn®,...) einer zufillig herausgegriffenen Person sei p. Wie gro8 ist die
Wahrscheinlichkeit, dass von n = 100 zufillig herausgegriffenen Personen genau k (bzw.
hochstens k) diese Eigenschaft haben? Die Antwort lauter b(n, p; k) (bzw. F, ,(k)).

Fragt man nach der Wahrscheinlichkeit, dass mindestens k Personen diese Eigenschaft
haben, so ist die Antwort 1 — F,, ,(k — 1).

o Leukimie (Kap. 3.1.2): Sei p := 1/n die Wahrscheinlichkeit, dass ein Kranker unter K
Kranken einem bestimmten Gebiet ,,zugelost® wird. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
dass einem bestimmten Gebiet genau k Kranke (0 < k£ < K) ,,zugelost* werden? Antwort:

b(K,p; k).

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit w, dass es in einem vorgegebenen Gebiet mehr als
doppelt so viele Kranke gibt, als zu erwarten ist? Antwort: K /n Kranke sind zu erwarten,
also (vergleiche mit (3.5))

w = Z b(K,p;k) <:1—Fn7p<%)>.

2K
k>

Sei K = 100 und n = 10. Dann ist p = 0.1 und es ergibt sich w = 0.002, die gesuchte
Wahrscheinlichkeit ist 0,2%. Das selbe Ergebnis erhidlt man, wenn nur K = 10n.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass es ein Gebiet mit mehr als doppelt so vielen
Kranken wie zu erwarten gibt (ein solches Gebiet wollen wir , kritisch® nennen)?

Hier hilft wieder die Binomialverteilung. Ein gegebenes Gebiet sei kritisch mit der Wahr-
scheinlichkeit w, z.B. mit w = 0.002. Wir stellen uns vor, dass mit einem Bernoulliexperi-
ment B(w) ermittelt wird, ob ein Gebiet kritisch ist oder nicht. Dieses Experiment wird

33 mindestens k“ bedeutet , k oder mehr“ oder auch ,nicht (k-1) oder weniger*.
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nach und nach fiir jedes der n Gebiete wiederholt. Dann ist die gescuhte Wahrscheinlich-
keit gerade 1 — b(n,w;0) = ¢ — (1 —w)". Fir n = 1000 und w = 0.002 kommt hier schon
die Wahrscheinlichkeit 86% heraus, dass mindestens ein Gebiet kritisch ist.

e Bierflaschen (Kap. 3.1.2): Eine Bierflasche werde mit der Wahrscheinlichkeit von p = 0.01
(1%) beschadigt. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Kasten Bier (24 Flaschen)
mindestens eine3! beschidigte Flasche enthélt? Antwort: 1 — b(24, p; 0) = 0.214 (21,4%),
da b(24, p; 0) die Wahrscheinlichkeit ist, dass keine Flasche beschédigt ist.

o Wahlen (Kap. 3.1.2): Jeder zwanzigste moge FDP wihlen (p = 0.05). Wie gro8 ist die
Wahrscheinlichkeit, dass in einer Stichprobe von 1000 Personen 7% oder mehr (also min-
destens 70) FDP-Wihler sind? Antwort:

> 5(1000,0.05; k) = 1 — F,,(69) = 0.00347436 (= 0, 34%).

k>70

Bei einer Stichprobe von nur 100 Personen betrégt die Wahrscheinlichkeit immerhin schon
23,4%

Mit statistischen Worten kann man sagen, dass die Null-Hypothese, die FDP wiirde mit 5% oder
weniger abschneiden, bei einer Irrtums-Wahrscheinlichkeit von 0,34% abgelehnt werden miisste,
wenn bei einer Stichprobe von 1000 Persone 70 angeben, die FDP wihlen zu wollen.

Die numerischen Ergebnisse habe ich mit Hilfe von Javascript und Applet - diskrete Ver-
teilungen (JUMBO) erzielt.

3.5.3 Poissonverteilung

In einem Geigerzidhler werden in einem bestimmten Zeitraum (etwa 1 Minute) die radioktiven
Zerfille gezahlt. Da es keine obere Schranke gibt, ist theoretisch 2 = INy. Mit einer charak-
teristischen Zahl A > 0, dem Parameter der Poisson-Verteilun, kann man dann als Elementar-

Wahrscheinlichkeit \
j
fG) =m(X;)) = 6_)\?7J € Ny (3.6)

der Poissonverteilung (S.D. Po1ssoN, 1781-1840) annehmen. Dass sich alle Wahrscheinlich-
keiten zu Eins addieren, liegt an Z;io f(j) = 1, was aus der Exponentialreihe

folgt, siehe Kap. I11.1.3.5.

34picht keine
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Sehr interessant und wichtig (auch fiir die Herleitung von (3.6)) ist die Tatsache, dass die
Binomialverteilung in gewissen Fillen sehr gut durch die (einfacher zu berechnende) Poisson-
verteilung ersetzt werden kann: Wenn fiir die Binomialverteilung p sehr klein und n sehr grof3
ist, so kann diese durch die Poissonverteilung ersetzt werden, wenn man A := np setzt. Ubrigens
ist np bzw. A der Erwartungswert (s.Kap. 3.9.1) der Binomial- bzw. Poissonverteilung. Umge-
kehrt ist die Poisson-Verteilung Grenzwert von Binomialverteilungen B(n, p,) mit n — oo und
np, — A.

Dies wollen wir genauer mit den Hilfsmitteln der Analysis untersuchen:

Satz 3.9. Sei (p,) eine Folge von Zahlen mit 0 < p, < 1, fir die die Folge (npy,) gegen den Grenzwert
A konvergiert. Dann gilt fiir jedes feste k

b(n,pn; k) — (A k), n — oo.

Beweis: (HUBNER, S.64 unten)
Wir sind am Ziel, wenn mit

(n)g:=nn—-1)---(n—k+1)

gezeigt werden kann, dass?®

(n)k

7pn(1 - pn)n—k

Der Nenner k! kommt auf beiden Seiten vor — kein Problem. Wie kommt nun e~ ins Spiel? Wir
erinnern uns von der kontinuierlichen Verzinsung aus Kap. I11.1.2.4 an

L+ ) — e,
n

bzw. an .
n\n —x
_on 3.7
(1= e, (3.7)
falls x,, — x (Gleich wird z,, := np,, — = := X gesetzt werden). Nun betrachten wir den letzten Faktor
von b(n, pn; k),

(L= pa)" ™ = (1= 22k = (1= 21— p) K.

Da p, — 0 und k von n unabhéngig ist, geht der letzte Faktor gegen 1, der erste wegen (3.7) gegen
e~ — man setze x,, = npp.
Jetzt fehlt nur noch

(n)xppy — A"
Das folgt aber einfach aus

ot = "2 ()

da der erste Faktor gegen 1 konvergiert, der zweite aber gegen A\*, da np, — A und die Funktion
x — zF stetig ist. |1

%Die linke Seite ist gerade b(n, p,; k), die rechte 7(X\; k). Es gilt (}) = (71?!".
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Poissonverteilungen treten bei seltenen Ereignissen auf, A\ ist dabei die zu erwartende An-
zahl von Ereignissen in der jeweiligen Zeiteinheit. Mit einer Poissonverteilung kann z.B. die
Wahrscheinlichkeit fiir die Anzahl todlicher Verkehrsunfille pro Jahr auf einem bestimmten
Autobahnabschnitt beschrieben werden, wenn die zu erwartende Anzahl von Unféllen pro Jahr
als gegeben angesehen wird.

JUMBO-Applets:

e Poissonverteilung®. Hier wird angenommen, dass die Anzahl von Haifischen, die sich
pro Stunde in einem bestimmten Meeresabschnitt aufhalten, poissonverteilt ist. Dann
entspricht der Parameter \ der mittleren Zahl von Haifischen pro Stunde in dem Meeres-
abschnitt.

e Binomial- und Poissonverteilung

3.5.4 Geometrische Verteilung

Wiederholen wir ein Bernoulli-Experiment so lange, bis eine Eins kommt, so kann man nach
der Wahrscheinlichkeit f(k) fragen, dass die , Eins“ nach k-ten ,Fehlversuchen® eintritt. Ist p
die Wahrscheinlichkeit fiir eine ,,Eins®, so ist

f(k)y=(1—p)*-p. (3.8)

Der Merkmalraum ist €2 = INg, da im Prinzip beliebig viele Fehlversuche denkbar sind. Dass es
sich um eine Wahrscheinlichkeits-Verteilung handelt, liegt an

S fk)y=p-> (1-pF=1

da die geometrische Reihe Y 2 (1 — p)¥ den Wert 1/p hat (siehe Satz II1.1.25). Daher nennt
man die Verteilung (3.8) geometrische Verteilung.
Anwendungen dieser Verteilung gibt es viele:

e Die Wahrscheinlichkeit, mit dem Fahrrad auf dem téglichen Weg zu verungliicken, sei p.
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass man mindestens 1000 Tage unfallfrei fahrt? Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit, am (bosen) 7. Tag zu verungliicken?

e Die Wahrscheinlichkeit, beim Roulettespiel durch ,Setzen auf Rot“ zu gewinnen, sei p
(=~ 0.5). Der Spieler wéhlt die Verdoppelungsstrategie, Einsatz 1 Euro. Er hat 2000 Euro
zur Verfiigung. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass er die Verdopplungsstrategie
nicht durchhalten kann?

36http://medweb.uni-muenster.de/institute/imib/lehre/skripte /biomathe/bio/poiss.html
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3.5.5 Hypergeometrische Verteilung

Die von drei Parametern N, K,n abhéingige hypergeometrische Verteilung ist verwandt
mit der Binomialverteilung. Wenn man N wohl unterscheidbare Exemplare in der Urne hat
(z.B. Lose mit jeweils einer Nummer), von denen K ausgezeichnet sind (z.B. als Gewinnlose)
und zieht man n mal, ohne zuriickzulegen (Anzahl der Lose, die man kauft), so kann man nach
der Wahrscheinlichkeit fragen, dass genau j (Gewinnlose) ausgezeichnete Exemplare gezogen
werden. Das Ergebnis héngt natiirlich von den drei Parametern N, K und n sowie von j ab und
errechnet sich zu (Vorlesung??)

()2
h(N,K,n;j) = %,O <j<n.

Durch f(k) := h(N,K,n;j),7 = 1,2,...,n ist also die Zahldichte der hypergeometrischen Ver-
teilung gegeben.

Mit Zuriicklegen wire p := K /N die Treffer-Wahrscheinlichkeit und wir hétten die Binomial-
verteilung. Falls N > K >> n > j gilt, erwartet man, dass es kaum einen Einfluss hat, ob
zuriickgelegt wird oder nicht. Das sieht man ein, wenn man erst zeigt, dass (HUBNER, S.52)

h(N,K,n;j) = <7;) (K)k(](VN;nK)n_j

und diesen Ausdruck mit .
(’?)Kk(N — K)"
b(n, K/N; j) = =

vergleicht (HUBNER, S.63).

Eine weitere Anwendung der hypergeometrischen Verteilung ist die der Qualitdtskontrolle. Wenn
von N Produkten K schadhaft sind und man n Produkte in einer Stichprobe herausgreift, gibt
h(N, K,n;j) die Wahrscheinlichkeit an, dass genau j Produkte der Stichprobe schadhaft sind.

Eine andere Anwendung: Eine Lieferung enthélt N Produkte, von denen K schadhaft sind. Es
wird eine Stichprobe vom Umfang n genommen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter
diesen j schadhaft sind?

K ist meist unbekannt. Der Kunde kann die Lieferung akzeptieren, wenn K einen bestimmten
Wert K nicht iiberschreitet (Ausschuss-Anteil Ky/N noch akzeptabel). Mit Hilfe der Stich-
probe will er Ky/N schitzen (durch k/n, wenn k die Anzahl der schadhaften Produkte der
Stichprobe ist. Wie groff muss er n wéahlen, um mit einer Irrtums-Wahrscheinlichkeit von 5%
die Lieferung zu akzeptieren, obwohl sie kritisch ist? PFLANZAGL, S.41.

3.6 Kontinuierliche Verteilungen

Die einfachsten, aber wichtigsten kontinuierlichen Wahrscheinlichkeits-Modelle haben €2 =
IR als Merkmalraum, ein Zufallsexperiment hat als Ergebnis eine Zahl, kann also auch als
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reelle Zufallsvariable X angesehen werden. Hier kann es um gemessene Léangen, Temperaturen,
Zeiten (Lebensdauern), usw, alles also kontinuierliche GroBen gehen. Man interessiert sich i.a.
fir P(I) = P(a < X < b), wobei I = [a,b] ein Intervall ist. P(I) ist die Wahrscheinlich-
keit, dass das Ergebnis des Zufallsexperiments in I liegt. Auch hier macht der Begriff der
Verteilungsfunktion FX : IR — IR Sinn (vergleiche Def. 3.3 fiir diskrete Modelle):

Definition 3.10. Zu einem beliebigem W-Modell mit W-Majf$ P ist die Verteilungsfunktion
FX: IR — IR, durch

FX(z) := P(X < x)
definiert.

FX ist eine auf ganz IR definierte reelle Funktion mit Werten zwischen 0 und 1,
0 < F¥(x) <1 fiir alle 2 € IR,

sie ist natiirlich monoton wachsend, hat aber im Gegensatz zu diskreten Verteilungsfunktionen
— dort stellt sie eine Treppenfunktion mit Stufen bei w € €2 dar — nicht zwingend mehr Sprung-
stellen, kann also durchaus stetig®” sein. F'X wichst monoton, ,beginnend“ mit dem Wert 0
und ,,endend“ bei dem Wert 138.
Wie auch im diskreten Fall gilt P(a < X < ) = FX(f) — F*(a) fiir alle o, € R. Ist F¥
stetig, so gilt auch

Pla < X < 8) = FX(8) - F¥(a),

was im diskreten Fall nur fiir o € Q richtig ist.

3.6.1 Rechtecksverteilung

Beispiel: Stellen wir uns einen Stab der Lange 3 Meter vor, der an einer zuféllig ausgewahlten
Stelle « durchgeschnitten werden soll. Jede Schnittstelle soll gleich wahrscheinlich sein. Wir
legen den Stab in das Intervall [0, 3] der reellen Achse. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
Schnittstelle unterhalb der Position z ist, gerade F(z) = x/3 fiir 0 < = < 3, also fiir x € [0, 3].
Esist F(x) =0 fiir x < 0 und F(x) = 1 fiir x > 3. Man spricht von einer Rechtecksverteilung®,
die bezogen auf [a, b] an Stelle von [0, 3] so definiert ist:

Definition 3.11. Sei zu a < b das Intervall [a,b] gegeben. Dann heifit

0 fiir x < a

FR(z) = =2 fira<z<b
1 sonst

Verteilungsfunktion zur Rechtecksverteilung zu [a, b].

3Tengl. continuous, daher wird kontinuierlich zuweilen auch durch stetig ersetzt

38Fiir kleine ¢ ist FX () ~ 0 und fiir grofle x gilt F~X (z) ~ 1, genauer: lim, o, FX(x) = 0,lim,_, ;o FX(z) =
1

39Der Name kommt von der Gestalt der zugehorigen W-Dichte, s.u.



3.6. KONTINUIERLICHE VERTEILUNGEN 73

Sie definiert durch
P(lo, f]) (= P(a < X < B8)) = F*(B) — F(a)
ein W-Map.

3.6.2 Wahrscheinlichkeits-Dichte

Jetzt kommen wir zum wichtigen und schwierigen Begriff einer (kontinuierlichen) Wahrschein-
lichkeits-Dichte zu einem kontinuierlichen W-Mafl. Hierzu wird auf den Integralbegriff (siehe
Kap. II1.3.7) zuriickgegriffen.

Definition 3.12. Gegeben sei ein kontinuierliches W-Modell mit W-Maf$ P. Fine Funktion
f IR — IR, die fir alle « < 3

B
Pla<X <0)=Plaf) = [ fa)is (39)
erfillt, heifst Wahrscheinlichkeits-Dichte (oder auch kurz W-Dichte) zum W-Modell. Man

sagt, dass die zugehdirige Verteilungsfunktion FX(x) eine kontinuierliche Dichte besitzt.

Wenn wir uns

Pla <X <p)=F¥(3) - F*(a)
vor Augen fithren und uns an den Begriff Stammfunktion erinnern, so erhalten wir

Satz 3.13. Die Verteilungsfunktion F*X(z) besitzt genau dann eine kontinuierliche W-Dichte
f, wenn f FX als Stammfunktion besitzt**. Es gilt

B
FX(8) - F¥(a) = / f(2)da

Bemerkung: Aus den W-MaB-Eigenschaften kann man mit Hilfe uneigentlicher Integrale

= /_:O f(z)dz
- [ fada =

gewinnen. Daher kann man zu irgendeiner nichtnegativen reellen Funktion f : IR — IR,, die

/ fla

40d.h., falls F’ = f,, genauer falls F'(x) = f(x) fiir alle 2 (bis auf endlich viele)
4“1Das sind Integrale mit 400 als Integratlonsgrenzen

und
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erfiillt, ein kontinuierliches W-Modell durch (3.9) gewinnen, das dann auf die Verteilungsfunk-
tion

P [ s

fithrt.

In der Realitdt kann die zugehorige Zufallsvariable nicht beliebig kleine (negative) und / oder
beliebig grofie Werte annehmen. Dann gibt es Zahlen m < M mit F*(z) = 0 fiir z < m und
FX(z) =1 fiir # > M und wir haben es mit eigentlichen Integralen zu tun:

FX(t) = /tf(x)dx, bzw. P(m < X < M) = P(|m, M]) = / f(z)dr = 1. (3.10)

m

Die Dichte f#(x) zu einer Rechtecksverteilung zum Intervall [a, b] hat die Rechtecks-Gestalt

FR(z) = {ﬁ falls « € [a, b]

0 sonst

Man beachte, dass die Flache des Rechtecks 1 ist, so dass es sich wirklich um eine Wahr-
scheinlichkeits-Dichte handelt. Jetzt erkennt man auch, warum die Rechtecksverteilung auch
als Gleichverteilung in Bezug auf [a, b] angesehen werden kann. Wie bei obigem Zuschnitt-
problem ist jedes = € [a,b] ,gleichwahrscheinlich®. Die Zufallsvariable kann allerdings keine
Werte aulerhalb des Intervalls annehmen.

Die nach der Rechtecksverteilung néichsteinfache Verteilung ist eine Dreiecksverteilung, deren
Wahrscheinlichkeitsdichte durch ein Dreieck iiber [a, b] der Hohe (b— a)/2 gegeben ist (dann ist
die Dreiecksfliche wieder 1). Im Gegensatz zur Rechtecksverteilung wird hier die Mitte von |[a, b]
im Vergleich zum Rand bevorzugt. Die Verteilungsfunktion setzt sich aus zwei Parabelbégen
zusamien.

Wenn man den Ansatz in (3.9) verstanden hat, versteht man, warum Integration (s. Kap. I111.3.7)
in den ,,Anwendungen“ so wichtig ist: Mit Integralen wird etwas ,, gemessen®, hier eine Wahr-
scheinlichkeit, in der Schule war es eine Flidche, in der Physik sind es Ladung, Masse, u.a.
Man beachte das diskrete Analogon, fiir das P([a,b]) = > ., f(w) gilt. Integration ist eine
,kontinuierliche Summe*.

3.6.3 Exkurs Integration

Ich wiederhole ganz kurz einige Fakten aus Kap. I11.3.7.

Mit ff f(x)dx misst man die Flache zwischen Graphen von f und z-Achse zwischen z = a und
x = b, wobei die Fldchenteile unterhalb der x-Achse negatives Vorzeichen bekommen.

f besitzt eine Stammfunktion F', wenn fiir die Ableitung F'(z) = f(x) fiir alle x gilt. Dieser
Begriff findet seine Berechtigung in dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung, der
auf

t/ﬂ@MZF@—F@
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fiihrt.

Eine kontinuierliche Verteilung F' besitzt also nur dann eine W-Dichte, falls F' differenzierbarist,
die Dichte gewinnt man dann durch Differentiation: f(x) = F'(z). Ist F eine Treppenfunktion,
so ist F' in den Sprungstellen nicht differenzierbar (noch nicht einmal stetig!), es gibt keine
Dichte im kontinuierlichen Sinne (nur eine ,,Zahldichte®).

Im Falle der Rechtecksverteilung ist F' nur an zwei Stellen nicht differenzierbar. Dies reicht aus,
um die W-Dichte zu erhalten.

Uneigentliche Integrale mit oo in den Integrationsgrenzen kann man als Grenzwerte von ei-
gentlichen Integralen verstehen, z.B. ist s := f_boo f(x)dx der Wert des Integrals, wenn fiir

jede gegen —oo divergierende Folge (a,,) die Folge der bestimmten Integrale fabn f(x)dx gegen

s konvergiert.
b
/ e“dr = e,
—00

b
/ dr = e — ™
QAn

Uneigentliche Integrale miissen nicht konvergieren, genauso, wie unendliche Reihen, mit denen
sie vieles gemein haben, nicht konvergieren miissen. Zum Beispiel divergiert floo idx, da Inz
eine Stammfunktion des Integranden ist und

b
m ]
/ — =1Inb,.
. T

Diese Folge divergiert gegen +o0, wenn b, — 00.

Beispiel:
da

und e** — 0, wenn a,, — —00.

Bei der Normalverteilung haben wir es mit dem Integranden e~ zu tun, dessen Stammfunk-

tion man nicht mit den uns bekannten Funktionen ausdriicken kann. Da aber e~ sehr rasch
abklingt, wenn x — 400, ist die Fliche unter seinem glockenférmigen Graphen endlich, auch
wenn wir die Berandungen ganz anch auflen schieben®?. Genauer: Es gilt

/ e dy = VT,

(e 9]

eine iiberraschende Verbindung zwischen der Fulerschen Zahl e und der Kreiszahl .

42Djie blaue Flidche in Abb. 3.10 ist endlich.
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Abbildung 3.10: Dichte der Normalverteilung

3.6.4 Normalverteilung - erster Zugang

Das wichtigste kontinuierliche Beispiel ist die W-Dichte der Normalverteilung N(u, 0?), die

durch

1 _(e-p)?
e 202

fuo (@) = oV 2T

definiert ist, siche Abb. 3.10. Die Dichte heifit auch ,,Glockenkurve*.
In Ubereinstimmung mit dem diskreten Fall ist die Verteilungsfunktion der Normalverteilung
durch

mw:mxgw:/ﬂ@m

definiert, eine Funktion mit einem sigmoiden Graphen, siche Abb. 3.11.

Ahnlich wie bei der Poissonverteilung kann die Zufallsvariable einer Normalverteilung theore-
tisch beliebig kleine und grofle Werte annehmen. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist zwar immer
positiv, aber moglicherweise ,, verschwindend klein“: die Dichte in Abb. 3.10 klingt fiir z — +oo
sehr, sehr rasch ab.

Mehr werden Sie in Kap. 3.11 erfahren, nachdem MajfSzahlen (Kenngréifien) von Verteilungen
wie Erwartungswert (hier u) und Varianz (hier 0?) eingefiihrt wurden.

Dass die Normalverteilung eine herausragende Bedeutung hat, liegt am Zentralen Grenzwert-
satz*®. In der Statistik beruhen viele Tests auf der durch den Zentralen Grenzwertsatz gestiitzten

43Dieser besagt vereinfacht, dass eine Summe von n unabhiingigen Verteilungen fiir n — oo gegen eine
Normalverteilung konvergiert. Die Binomialverteilung b(n, p; k) ist eine Summe von n Bernoulli-Verteilungen.
Daher hat die Binomialverteilung fiir grofle n die Form einer Glockenkurve
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Abbildung 3.11: Verteilungsfunktion der Normalverteilung

Annahme, dass gewisse Merkmale normalverteilt sind, allerdings mit i.a. unbekannten Erwar-
tungswert p und unbekannter Varianz o2, welche auf Grund einer Stichprobe geschdtzt werden
konnen.

Applets:

e In dem Applet zur Dichte und Verteilungsfunktion der Normalverteilung
(JUMBO) werden wahlweise die Dichte und die Verteilungsfunktion der Normalvertei-
lung fiir einstellbare Werte von p und o gezeigt.

e Eine Animation zu Galton’s Nagelbrett?! will demonstrieren, dass eine Normalvertei-
lung im Spiel ist.

3.6.5 Bemerkungen zu kontinuierlichen Verteilungen in der Stati-
stik

In der Statistik spielen noch weitere kontinuierliche Verteilungen eine Rolle. So z.B. gibt die
Student(n)-Verteilung an, wie der Mittelwert einer normalverteilten Stichprobe vom Umfang n
verteilt ist (s. HUBNER, S.182).

Die Chi-Quadrat-Verteilung (s. HUBNER, S.71) ist die Verteilung der Zufallsvariablen X2, wenn
X eine normalverteilte Zufallsvariable ist. Sie kommt ins Spiel, wenn man eine gewisse Vertei-
lung (Zahldichte) einer diskreten Zufallsvariablen absichern will, z.B. die Gleichverteilung fiir
die Zahlen 0, 1,..., 36 beim Roulette (s. HUBNER, S.187).

4http:/ /statistik.wu-wien.ac.at/mathstat /hatz/vo/applets/Galton/galton.html


http://medweb.uni-muenster.de/institute/imib/lehre/skripte/biomathe/bio/normn1.html
http://statistik.wu-wien.ac.at/mathstat/hatz/vo/applets/Galton/galton.html

78 KAPITEL 3. EINFUHRUNG IN DIE WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG

Generell ist jede ,,bei Null beginnende, bei Eins endende® monotone Funktion F' mit nichtnega-
tiven Werten eine mogliche Verteilungsfunktion zu einer Zufallsvariablen X . Handelt es sich um
eine Treppenfunktion mit endlich vielen Stufen der Hohe p; an den Stellen wj,j =1,2,...,n, so
handelt es sich um eine diskrete Zufallsvariable mit den Werten w;, die mit Wahrscheinlichkeit
p; angenommen werden.

3.7 Bedingte Wahrscheinlichkeiten, unabhéngige Ereig-
nisse

Wir betrachten zwei Ereignisse A und B eines Wahrscheinlichkeits-Modells. Wenn man nachein-
ander n Zufallsexperimente dieses W-Modells ausfiihrt, kann man nach der relativen Haufigkeit
fragen, dass A eintritt, sofern gleichzeitig B eingetreten ist. Es ist klar, dass die gesuchte Zahl
der Quotient aus der absoluten Héaufigkeit nap fir AB (A und B) und der von B — ng — und
damit auch der Quotient ihrer relativen Haufigkeiten ist. Daher ist es auf Grund des empirischen
Gesetzes der grolen Zahlen folgerichtig zu definieren:

Definition 3.14. Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) von A unter der Bedingung B
wird durch

P(A|B) = F;ﬁfBB)) (3.11)
definiert.
Hieraus ergibt sich
P(AB) = P(B)P(A|B) (3.12)

oder auch
P(AB) = P(A)P(B|A).

Definition 3.15. Man nennt zwei Ereignisse A und B eines Wahrscheinlichkeits-Modells sto-
chastisch unabhingig, falls P(A) = P(A|B).

Die stochastische Unabhéngigkeit von A und B ist also dann gegeben, wenn die Wahrschein-
lichkeit fiir A unabhéngig davon ist, ob gleichzeitig B eintritt oder nicht (oder so ausgedriickt:
Das Eintreten des Ereignisses A wird durch B nicht beeinflusst).

Hieraus ergibt sich

Satz 3.16. Zwei Ereignisse A und B eines W-Modells sind stochastisch unabhdngige genau
dann, wenn
P(AB) = P(A) - P(B).

Wenn zweimal hintereinander gewiirfelt wird, ist man versucht zu akzeptieren, dass das Ergebnis
des zweiten Wurfes nicht von dem des ersten beeinflusst wird. Der Wiirfel hat ja schliellich kein
Gedéchtnis.
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Das konnen wir mit Hilfe der Annahme, dass alle Ergebnispaare (m,n) mit 1 < m,n < 6 gleich-
wahrscheinlich sind (Wahrscheinlichkeit=1/36) und mit Hilfe von Satz 3.16 nachvollzichen, da
1/36 =1/6-1/6 (Man setze A :=,Im ersten Wurf wird ein m geworfen* und B :=,Im zweiten
Wurf wird ein n geworfen®).

Bei dem Wahrscheinlichkeits-Modell der Binomialverteilung (n-maligen Bernoulliexperiment)
wurde der Term p/(1 — p)" 7 mit der stochastischen Unabhiingigkeit begriindet. Dies kénnen
wir jetzt nachvollziehen. Wir tun dies fiir n = 2,7 = 1: Die Wahrscheinlichkeit, beim ersten
Bernoulli-Experiment eine Eins zu erzielen, ist p, die, beim zweiten B-Experiment eine Null zu
erzielen, ist 1 — p. Wenn beide Experimente unabhéngig sind, ist die Wahrscheinlichkeit, erst
eine Eins und danach eine Null zu ,,werfen“, nach obiger Definition p - (1 — p).

Beim Miinzwurf bedeutet die Unabhéngigkeit zweier Wiirfe, dass das Ergebnis des zweiten
Wurfs einer Miinze durch das des ersten Wurfs nicht beeinflusst wird. Dennoch fiihrt dies
immer wieder zu Irrtiimern: Wenn 10 Mal hintereinander ,,Zahl“ kam, meint man, dass im
11. Wurf die Wahrscheinlichkeit, wieder ,,Zahl“ zu werfen, kleiner als 0,5 sein sollte. Selbst
D’ALEMBERT lie8 sich hiervon selbst von EULER nicht abbringen!

Beim Lottospiel 7 aus 49 sind die Ereignisse A ,als erste Zahl wird die 13 gezogen“ und B
,als zweite Zahl wird die 31 gezogen® (leicht) stochastisch abhingig, weil P(AB) = = #
w57 = P(A)P(B). Das liegt daran, dass P(B|A) = 1/48 > P(B) = 1/49, da fiir B unter der
Bedingung A nur noch 48 statt 49 Zahlen in Frage kommen.

Bei statistischen Stichproben sollen die Daten stochastisch unabhéngig von einander erhoben
werden. D.h.; dass z.B. die verschiedenen Versuchspersonen zuféllig und unabhéngig von ein-
ander ausgewahlt werden. Theoretisch muss dies auch dazu fithren kénnen, dass innerhalb
einer Stichprobe ein Individuum mehrmals untersucht wird. Bei groflen Grundgesamtheiten
und verhéltnismésig kleinem Umfang der Stichprobe wére dies sehr unwahrscheinlich, so dass
man durchaus von vornerein verschiedene Individuen untersuchen kann.

Es gibt eine schone geometrische Veranschaulichung in der Ebene. () sei das Einheitsquadrat
und A C  sei eine Teilmenge mit einem Flacheninhalt P(A). Man kann P(A) als die Wahr-
scheinlichkeit interpretieren, dass man mit einem Wurfpfeil A trifft - vorausgesetzt, jeder Punkt
von §2 wird mit derselben Wahrscheinlichkeit getroffen.

1. Wenn B C A gilt also P(AB) = P(B) und 1 = P(A|B). KLar: Wenn B getroffen wurde,
dann erst recht A.

2. Wenn P(AB) > P(A) - P(B), also 225 5 P(A), gilt also P(A|B) > P(A), d.h. unter

P(B)
der Annahme B wird A wahrscheinlicher als ohne diese Annahme.

3. Wenn P(AB) = P(A)-P(B), also P(A|B) = P(A), veréndert sich die Wahrscheinlichkeit

fiir A nicht, wenn B angenommen wird.

4. Wenn P(AB) < P(A) - P(B), also S5} < P(A), gilt also P(A|B) < P(A), d.h. unter

der Annahme B wird A unwahrscheinlicher als ohne diese Annahme.
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5. Wenn AB = (), gilt 0 = P(AB) < P(A) - P(B) und insbesondere 0 = P(A|B) < P(A),
d.h. unter der Annahme B wird A total unwahrscheinlich.

Im Applet - Bedingte Wahrscheinlichkeiten® kann man z.B. erkennen, dass die Ereignisse
,rot“ und “ ungerade“ abhéngig, ,blau® und ,,ungerade* aber unabhéngig sind.

Man kann sich die Definition (3.14) — wie auch die Kolmogoroff-Axiome — sehr gut plausibel
machen, indem man Wahrscheinlichkeiten als Anteil an einer Fliache vorstellt. P(A) ist dann
der Anteil von A an Q und P(A|B) ist der Anteil von AN B an B.

3.7.1 Beispiel fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten aus der Medizin

Sei 2 eine Bevolkerung und A die Menge aller derjenigen Personen dieser Bevolkerung, die an
einer bestimmten Krankheit leiden. Fiir diese Krankheit gebe es einen Test, der bei gewissen
Personen (hierdurch wird eine Menge B C €2 definiert) positiv ausféllt. Der Test sei bei Kranken
sicher, d.h. es gelte A C B. Bei Gesunden sei der Test mit einer Wahrscheinlichkeit p falsch, d.h.
er falle medizinisch positiv aus. Der Anteil der Kranken an der Bevolkerung sei a = |A|/|Q]
— man kann auch P(A) = a sagen®. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person
wirklich krank ist, wenn der Test positiv war?

Es geht also um die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B), welche in der Medizin Spezifitit des
Tests genannt wird.. Gegeben ist P(A) = a, P(B|A) = 1 und P(B|A) = p. Der Allgemeinheit
wegen setze ich P(B|A) = b, so dass auch der Fall erfasst wird, dass der Test bei Kranken
negativ ausfillt”. Wegen (3.12) gilt

P(AB)

P(AIB) = “pr57

d.h. wir miissen P(AB) und P(B) kennen. Nun ist P(AB) = P(B|A)P(A) = ab. Fehlt noch
P(B). Wegen B = (A+ A)B = AB + AB gilt
P(B) = P(AB) + P(AB).

Und wegen B
P(AB)
P(A)
folgt P(AB) = p(1 — a) und damit P(B) = ab + p(1 — a). Damit ergibt sich

p=P(B[4) =

P(AB ab
pap) = LAB) _ .
P(B) ab+p(1—a)
45http: //medweb.uni-muenster.de/institute /imib/lehre /skripte/biomathe/bio/prob2.html
46Man nennt a die Privalenz.
47h heift Sensitivitit.
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So ergibt sich z.B. bei a = 0.01 = p,b = 1, bei also 1% Kranken und einer Test-Unsicherheit
von 1% die Wahrscheinlichkeit von fast 50%, dass eine positiv geteste Person wirklich krank
ist.

Solche Beispiele miissen Medizin-StudentInnen rechnen kénnen, was manche sehr quélt. Ich
habe mal in einem Artikel gelesen, dass der Begriff Wahrscheinlichkeit von Laien nur schwer
verstéindlich ist, erst recht das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten. Leichter sei es, in Anteilen
einer (fiktiven) Grundgesamtheit zu argumentieren. Das sihe in unserem Zahlenbeispiel so aus:
Von 10000 Personen sind 100 krank (a=1%), von den 9900 Gesunden werden 1%, also 99 positiv
getestet. Von insgesamt 199 positiv getesteten Personen sind also nur 100 (ca. 50%) wirklich
krank.

Formeln, die von (bekannten) bedingten Wahrscheinlichkeit P(A|B;),j = 1,2,...,m, auf
P(Bi|A),k =1,2,...,m schlieBen lassen, heilen in der Literatur Bayes-Umkehrformeln, in der
einfachsten Form

Satz 3.17.
P(BJA) - P(A)

(B|A) - P(A) + P(B|A) - P(4)

P(A|B) = -

Uberzeugen Sie sich, dass dies genau die obige Formel ist!

Es gibt auch andere medizinische Anwendungen. Z.B., wenn B ein Symptom einer Krankheit
A ist und man sich fiir die Wahrscheinlichkeit interessiert, dass die Krankheit bei dem Sym-
ptom vorliegt. Man muss nur P(B|A) (Wahrscheinlichkeitfiir das Symptom bei Kranken), P(A)
(Anteil der Kranken) und P(B|A) (Wahrscheinlichkeit fiir das Symptom bei Gesunden) kennen.

3.8 Reelle Zufallsvariable

Ein Wahrscheinlichkeits-Modell ist durch einen Merkmalraum €2 und durch dessen Potenz-
menge*® als Ereignissystem zusammen mit einem W-MaB P gegeben. Bei quantitativem Merk-
malraum wurde jedem Elementarereignis eine (natiirliche oder reelle) Zahl zugeordnet, oder
anders gesagt: jedes Zufallsexperiment hat eine reelle Zahl als Ergebnis, wir hatten in diesem
Zusammenhang schon von einer Zufallsvariablen gesprochen und diese X genannt. Die genaue
Definition ist wie folgt:

Definition 3.18. Jede reelle Abbildung X : Q — IR, die einem Elementarereignis w € ) eine
Zahl X (w) zuordnet, definiert eine (reelle) Zufallsvariable.

Ist Q2 C IR, der Merkmalraum also quantitativ, so gibt es natiirlich die , triviale Zufallsvariable*,
die jedem w € 2 just dieses w zuordnet, in Form der Identitdt, die wir in Kap. 1.8.4 im Rahmen
des Begriffs Neutrales Element einer Verkniipfung (hier Verkettung von Abbildungen) kennen-
gelernt haben. Diese triviale Zufallsvariable ist es, die wir bisher gemeint haben, wenn wir von

48Djes ist eigentlich nur fiir endliche Merkmalrdume richtig, sonst muss man o-Algebren betrachten
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Zufallsvariablen im Zusammenhang mit Binomial-, Poisson-Verteilungen etc. gesprochen hat-
ten. Aber auch bei qualitativem Merkmalraum kann man sich diesen durch eine Zufallsvariable
X : Q) — IR ,quantifiziert“ vorstellen, indem man z.B. die beiden Geschlechter oder die beiden
Seiten einer Miinze oder Nationalitdten durch Zahlen , codiert®.

Als einfaches Beispiel betrachten wir nochmals das zweimalige Wiirfeln mit einem Wiirfel.
Hier ist der differenzierteste Merkmalraum Q = {1,2,...,6}?. Die Zufallsvariable ,, Augensum-
me* ordnet jedem Zahlenpaar (a,b) deren Summe a + b aus Q' := {2,3,...,12} zu. In diesem
Zusammenhang hatten wir von einem ,reduzierten Merkmalraum gesprochen.

Oder man betrachte ein noch einfacheres Wahrscheinlichkeits-Modell: den Wurf mit nur einem
Wiirfel, der allerdings keine sechs Ziffern, sondern sechs verschiedene Farben auf seinen Seiten
aufweist. Wenn wir jetzt jeder Farbe eine Zahl zuordnen, haben wir eine (reelle) Zufallsvariable.

Betrachten wir wieder eine allgemeine Situation, so interessieren wir uns nun fiir ganz spezielle,
mit einer Zufallsvariablen X zusammenhingende Ereignisse, indem wir einem A’ C IR ein
Ereignis A := {w € Q : X(w) € A’} zuordnen (Urbild von A" unter X), das auch kurz mit
A = {X € A’} beschrieben wird.* Ist Q endlich, so auch X(Q), d.h. X nimmt nur endlich
viele Werte an, von denen es nicht mehr als || geben kann. Blickt man auf das W-Modell
durch die X-Brille, hat man i.a. den Ereignisraum reduziert, da nicht alle Teilmengen von (2
Urbilder unter X sind. Man kann auch Q vergessen und nur ' = f(€2) mit Elementarereignissen
W' € Q' und Elementar-Wahrscheinlichkeiten P({w'}) := P(X = w’) betrachten, d.h. man hat
ein reduziertes W-Modell mit einem quantitativen Merkmalraum.

3.8.1 Verteilung und Verteilungsfunktion

Also gibt es Sinn, von einer (Wahrscheinlichkeits-)Verteilung einer Zufallsvariablen zu
sprechen, wie wir ja schon z.B. bei der Binomialverteilung getan hatten, bei der ja auch eine
Zufallsvariable im Spiel war, die die Anzahl der ,Einsen® bei n Bernoulli-Experimenten zihlt.
Diese Wahrscheinlichkeits-Verteilung entspricht genau der Haufigkeitsverteilung bei Stichpro-
ben.

Nimmt die Zufallsvariable nur diskrete Werte an (etwa aus INg) — was bei diskreten W-Modellen
immer der Fall ist —, so ist die Wahrscheinlichkeits-Verteilung der Zufallsvariablen X durch die
Z&ahldichte

f(j):P(X:]>7]€NO7

gegeben.
In jedem Fall — diskret oder kontinuierlich — ist die Verteilungsfunktion

FX(r)=P(X <2),zc€R

der Zufallsvariablen X definiert, so wie schon in Def. 3.10 ausgefiihrt.

49Fiir nichtdiskrete W-Modelle, bei denen nicht jede Teilmenge von € , messbar® ist, muss man verlangen,
dass die Zufallsvariable X messbar ist.
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Sie besitzt jedoch im diskreten Fall — wie bei empirischen Verteilungsfunktionen mit diskre-
tem oder klassierten Merkmalraum (s. Kap. 2.4.9)— keine kontinuierliche Dichte®. Sie gibt
sozusagen an, wie die Zufallsvariable verteilt ist.

Beispiele:

1.

n-maliges Bernoulliexperiment, X = Anzahl der Einsen bei n-maligem Ziehen. Die Ver-
teilung dieses reduzierten W-Modells ist gerade die Binomialverteilung.

. Eine Lotterie vertreibt 1000 Lose mit den Nummern 000-999, von denen sie 750 verkauft.

Es werden 3 Losnummern mit den Gewinnen 10 Euro, 100 Euro und 1000 Euro gezo-
gen. Man kann den Merkmalraum sehr differenziert mit Q := {0, 1,...,999}3, also mit den
moglichen Gewinnlosnummern, ansetzen® . Definiert man dann X (w) als den von der Lot-
terie auszuzahlenden Gewinn®?, so hat man eine Zufallsvariable, die allerdings nur endlich
viele Werte 0, 10, 100, 110, 1000, 1100, 1010, 1110 annehmen kann. Dennoch, insbesondere
bei mehreren Gewinnlosen mit unterschiedlichen Betrégen, ist es sinnvoll, von beliebigen
(nichtnegativen) Werten fiir X auszugehen.

. Bei einer Blutuntersuchung werden das ,,gute” HDL-Cholesterin und das ,,schlechte® LDL-

Cholesterin als Zahlen zwischen 0 und 500 bestimmt. Man kann also € := [0, 500]? setzen.
Von Interesse ist der Quotient dieser beiden Werte (LDL/HDL) als , Risikofaktor«. Wie
ist dieser Risikofaktor in der (deutschen) Bevolkerung verteilt? Welche Werte gelten als

y,hormal“? Gibt es Unterschiede zu einer entsprechenden Verteilung in einem anderen
Land?

. Bei der Geburt eines Kindes werden i.a. mehrere Daten erhoben, insbesondere das Ge-

wicht. Fasst man eine solche Geburt als ,,Stichprobe® auf, so ist das ermittelte Gewicht der
Wert einer Zufallsvariablen. Bei entsprechend vielen Geburten erhélt man eine empirische
Verteilungsfunktion. Man erwartet eine Normalverteilung (mit Mittelwert x4 = 3200g und
Standardabweichung o = 500g).

. In einer Produktion von Lebensmittel werden jeden Tag Stichproben vom Umfang n

durchgefiihrt, die das Gewicht der (abgepackten) Produkte prézise bestimmt. Diese wer-
den in der Regel von dem angestrebten Gewicht etwas abweichen. Jedes Zufallsexperiment
besteht hier allso aus einer solchen Stichprobe mit der Angabe von n Zahlen G, G, ..., G,,.
Nun kann man sich fiir den Mittelwert

Git+ - +G

Xw)=G= -

%0Generell besitzen diejenigen Verteilungsfunktionen keine kontinuierliche (stetige) Dichte, die eine Sprung-
stelle haben

51Jedes w € Q steht fiir ein Tripel von drei potentiellen Gewinn-Losnummern. Dabei wird hier noch nicht
ausgeschlossen, dass zwei oder drei Gewinne auf dieselbe Losnummer fallen kénnen.

2Da nur 750 Lose verkauft wurden, ist es keineswegs sicher, dass die Lotterie den Maximalbetrag von 1110
Euro auszahlen muss.
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oder fiir die empirische Varianz

X(w):V::nilz(Gj—a)Q

interessieren. Beide definieren wieder Zufallsvariable.

Man kann mit Zufallsvariablen rechnen: man kann sie addieren, multiplizieren, etc. Das haben
wir auch schon getan: so ist die Zufallsvariable der Binomialverteilung B(n, p) die Summe von
n (stochastisch unabhéngigen und identisch verteilten) Zufallsvariablen der Bernoulliverteilung
B(p). Siehe auch Kap.3.9.7.

Wenn man sich fiir die Augensumme von 2 Spielwiirfeln interessiert, addiert man praktisch zwei
(identische, stochastisch unabhéngige) Zufallsvariable zum Wurf eines Wiirfels.

Fiir die Summe zweier stochastisch unabhdingiger Zufallsvariable X;, Xy : © — IR (siehe
Kap. 3.10.2) gibt es schone Formeln fiir die (Z&hl-) Dichte.

3.9 Kenngroflen von Zufallsvariablen

Die wichtigsten Kenngréfien sind Erwartungswert und Streuung, aber auch Median und sonstige
Quantile. Sie kennen diese schon als Mafizahlen bei Stichproben (Kap. 2.4), wobei Mittelwert
mit Frwartungswert korrespondiert.

Wir gehen zunéchst wieder von diskreten W-Modellen mit endlichem Merkmalraum €2 aus.
Eine Zufallsvariable X ist dann durch endlich viele (verschiedene) Werte® z;,7 = 1,2, ...,m,”
die sie annehmen kann, definiert. Natiirlich spielen die Wahrscheinlichkeiten p;,j = 1,2,...,m,
eine Rolle, mit der die Werte z; angenommen werden, also

4

p;=PX =ux;),j=12,...,m.

Es muss > 70 p; = 1 sein.

3.9.1 Erwartungswert
Definition 3.19. .
EX = ijxj (3.13)
j=1

heifst Erwartungswert der Zufallsvariablen X .

53Die Bezeichnung x; steht in einem gewissen Widerspruch zu der in Verbindung mit einem Stichprobenvektor
x = (21,22, ..., &y). Sie entspricht nicht der j-ten Komponente einer Stichprobe, sondern dem Element w; des
Merkmalraums der Stichprobe. Man muss also aufpassen, wenn man mit Hilfe der Zufallsvariablen X eine
Stichprobe vom Umfang n vornimmt. Wenn man die Daten dieser Stichprobe auflistet, sind die Bezeichnungen
x). schon vergeben!

% Der Merkmalraum  kann mehr als m Elemente besitzen, wenn X fiir verschiedene Elementarereignisse
gleiche Werte annimmt
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Statt £X schreibt man auch F(X)%.

Wie kommt man auf diese Formel? Sie ergibt sich aus dem Mittelwert einer Stichprobe iiber
das empirische Gesetz der groflen Zahl genauso wie sich der Begrift Wahrscheinlichkeit aus dem
Begrift relative Hiufigkeit ergibt:

Wenn p; = 1/m, so haben wir es mit einem simplen (arithmetischen) Mittelwert zu tun — alle
Werte z; sind gleich wahrscheinlich. Nun nehmen wir an, wir machen n Zufallsexperimente (eine
Stichprobel!!) und zdhlen die Ausgénge: z; komme n; mal vor, d.h. es ist n = ny + -+ + ny,.
Bilden wir dann den Mittelwert gewichtet mit der absoluten Haufigkeit n;, so erhalten wir
% Z;”Zl njx;. Diese Formel geht in (3.13) iiber, wenn man gemé&f des Gesetzes der grofien Zahl
die relativen Hdiufigkeiten n;/n durch die Wahrscheinlichkeiten p; ersetzt®. In Satz 2.4 steht
fiir den Mittelwert von Stichproben die Formel

m
xr = E hjw]‘.
j=1

Wenn Sie hier h; = p; und z; = w; setzen, haben Sie (3.13).
Bei abzdhlbar unendlich vielen Werten geht die Summe in (3.13) in eine Reihe iiber.

Bei kontinuierlichen Zufallsvariablen wird die Summe durch ein Integral ersetzt, siehe
Kap. 3.9.6.

3.9.2 Berechnung der Erwartungswerte fiir bestimmte Verteilungen

1. Bernoulli B(p): Die Zufallsvariable nimmt den Wert x; = 0 oder x5 = 1 an. Es ist ps = p
(und p; =1 —p). Dann gilt EX = p.

2. Binomialverteilung B(n,p): Es ist z; = j,7 =0,1,2,...,n, und
, n\ e
p; = b(n,p; j) = ; p(1—=p)".
Dann gilt

Satz 3.20. Fir den Erwartungswert der Binomialverteilung B(n,p) gilt

EX =Y j-b(n,p;j) = np.

j=0

55Diese Schreibweise verdeutlicht, dass es sich bei £ um eine Abbildung handelt, die einer Zufallsvariablen X
deren Erwartungswert E(X) zuordnet

56In der Statistik sind die Wahrscheinlichkeitn pj i.a. nicht bekannt, sie werden durch die relativen Haufigkeiten
geschétzt. Entsprechend wird der Erwartungswert durch den Mittelwert geschétzt.
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Beweis:

HUBNER, S.93. Am einsichtigsten ist dieses Ergebnis, wenn man mit X, die Bernoulli-
Zufallsvariable B(p) bei der j-ten Beobachtung bezeichnet und X = X + --- + X, sowie
EXi+--+X,)=FEX;+--+ EX, ausnutzt. Formal hat man hier Zufallsvariable ad-
diert: die Zufallsvariable der Binomialverteilung B(n,p) ist die Summe von n identischen
Bernoulli-Zufallsvariablen X;,j =1,2,...,57.)

Man kann den Beweis aber auch direkt fithren. Hierzu mache man sich zunéchst klar,
dass fiir j > 1

jb(n,p,j) = npb(n_ 1>p;j - 1)

Nun ist
n n n—1
> jb(n,p;j)=npY bn—1,p;j—1)=npY bln—1p;j)=np.
=0 j=1 =0
|

3. Poissonverteilung m(\): Hier ist z; = j,j € INy und p; = e‘A—)‘f fiir abzahlbar unendlich
7!
viele 7 =0,1,2, ...... Hier gilt

Satz 3.21. Fiir den Erwartungswert der Poissonverteilung w(\) gilt

EX =\

Beweis: Es ist

= e et

= A

5TIn diesem Skript wird die Verteilung der Summe von Zufallsvariablen nur kurz behandelt. Dies gehort
allerdings zu dem Standardrepertoire von Stochastikbiichern
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3.9.3 Median, Quantile

Diese mit dem Zusatz empirisch schon fiir Stichproben in Kap. 2.4.8 definierte Begriffe lassen
sich sofort auf Zufallsvariable {ibertragen, wenn man deren Verteilungsfunktion FX fiir die
empirische Verteilungsfunktion der Stichprobe einsetzt:

Eine Zahl m € IR heifit Median der Zufallsvariable X, wenn

FX(m) = P(X <m) >1/2,

aber
FX(m') <1/2 wenn m’ < m.

Gibt es ein m mit FX(m) = 1/2, so ist m auch Median (es kann mehrere Mediane geben). Gibt
es kein solches m, so ist die Stelle m, an der der Wert 1/2 iibersprungen“ wird, der Median.

Eine Zahl u € R heifit 25%-Quantil oder erstes Quartil, wenn F* (u) > 0.25, aber FX(u) <
0.25, wenn v’ < w. Andere Quantile werden analog definiert. Ein Median ist also ein 50%-
Quantil, das dritte Quartil ist ein 75%-Quantil. Man schreibt auch wugse fiir ein 25%-Quantil.
Etwas unscharf kann man sagen: Ist 0 < ¢ < 1, so hat ein 100¢%-Quantil u die Eigenschaft, dass
mit der Wahrscheinlichkeit ¢ die Zufallsvariable einen Wert < u und mit derWahrscheinlichkeit
1 — g einen Wert > u hat.

Liegt eine kontinuierliche Verteilung vor, so dass die Verteilungsfunktion jeden Wert genau
einmal annimmt, so sind alle Quantile eindeutig.

3.9.4 Varianz, Streuung

Kennt man 4 = EX, so kann man eine neue Zufallsvariable Y = (X — u)? betrachten, die die
quadratische Abweichung vom Erwartungswert misst.

Definition 3.22. Der Erwartungswert EY von'Y = (X — u)*> mit p = EX heifft Varianz
VI(X) =370 pix; — p)? der Zufallsvariablen X .

Die Berechnung kann auch mit Hilfe des folgenden Satzes vorgenommen werden:
Satz 3.23. Es gilt 58
V(X):=E(X - EX)?) = BE(X?) — (EX)*.

Beweis: Es gelten die Rechenregeln (X — p)? = X? — 2uX + p? und (Linearitit des Erwar-
tungswertes)
E(X? = 2uX + %) = B(X?) = 2uE(X) + 1i°.

Setzt man E(X) = p, so ist man fertig. 1

58Diese Formel ist auch fiir kontinuierliche Zufallsvariable anwendbar.
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Definition 3.24. Die positive Wurzel aus der Varianz,
Str(X) =0 :=+/V(X)

heifst Standardabweichung oder Streuung von X.

Es liegt die Frage nahe, welche Beziehung die Begriffe Varianz und Standardabweichung einer
Zufallsvariablen X zu der (empirischen) Varianz und (empirischen) Standardabweichung einer
Stichprobe haben, sieche Kap. 2.4.5. Diese Frage ist nicht so einfach zu beantworten, weil bei
der Stichprobe der Nenner n — 1 auftauchte. Ohne diesen (und Nenner n) wire auch de empi-
rische Varianz ein Miitelwert einer mit Hilfe der Stichprobe x etwas kiinstlich erzeugten neuen
Stichprobe (z1 — p)?, (2 — )%, ..., (x, — p)?). Dann wire das Vorgehen in Kap. 2.4.5 analog
zum hiesigen gewesen!

Die wahre Antwort erhalten Sie im Rahmen der , Erwartungstreue® von Schétzern.

3.9.5 Varianz von bestimmten Verteilungen

1. Bernoulli B(p): Fiir die Zufallsvariable X gilt X% = X, also V(X) = E(X?) — (EX)? =
p — p* = p(1 — p). Die Varianz ist am gréfiten fiir p = 0.5.

2. Binomialverteilung B(n,p): Wenn man hier im Vorgriff auf Kap. 3.9.7 V(X +Y) =
V(X)+V(Y) bei stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen benutzt und die Zufallsvaria-
ble der Binomialverteilung als Summe von n identisch verteilten unabhéngigen Bernoulli-
Zufallsvariablen sieht sowie obiges ausnutzt, so ergibt sich

Satz 3.25. Die Varianz der Binomialverteilung B(n,p) ist V(X) = np(1 — p).

3. Poissonverteilung 7(\): Hier ist die Varianz wie schon der Erwartungswert gleich A.

3.9.6 Kenngroflen bei kontinuierlichen Verteilungen

Hier moéchte ich nicht in die Details gehen. Wichtig ist nur, dass es auch bei kontinuierlichen
Zufallsvariablen nicht nur eine mit Hilfe einer W-Dichte definierte Verteilungsfunktion

FX(t) = /; f(x)dz

gibt, sondern dass die eben definierten Kenngroflen bei diskreten Zufallsvariablen auch ihr
Gegenstiick bei kontinuierlichen Zufallsvariablen haben. Hier gebe ich nur an:

EX = /OO x - f(z)de,
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V(X) = /_Oo (x — EX)*f(x)dz.

e}

Plausibel kann man diese Formel machen, wenn wir die kontinuierliche Zufallsvariable durch eine
Art Klassierung” diskretisieren: Wir lassen nur die endlich vielen Werte z; < x5 < -+- < x,,
zu und teilen die Fliche unter der Dichte f(z) in n Teile, die wir um die x; gruppieren und
setzen p; := Fléche des j-ten Teilstiicks. Ganz analog, wie in Kap. II1.3.7 das Integral durch
eine Summe iiber endlich viele Rechteckflichen angenéhert wurde.

Fiir die Normalverteilungsdichte

o\ 2w

erhilt man FX = p und V(X) = 0% Um dies einzusehen, muss man etwas anspruchsvollere
Integralrechnung betreiben.

3.9.7 Rechnen mit Zufallsvariablen

Man kann Zufallsvariable addieren, multiplizieren, man kann sie mit einem Skalar multipli-
zieren, kurz: man kann mit ihnen ,rechnen“. Die Frage stellt sich, wie sich dies auf deren
Verteilungen und Mafizahlen auswirkt. Dies wollen wir in diesem Skript nicht behandeln, nur
kurz sagen, dass®

E(X+Y)=EX+EY

E(aX)=aEX, V(aX)=a’V(X)
gilt. Falls X und Y stochastisch unabhéngig sind (s. néchster Abschnitt), so gilt

VIX+Y)=V(X)+V(Y).

Diese Formeln konnen z.B. angewendet werden, wenn man die Binomialverteilung B(n,p) als
Summe von n identischen Bernoulliverteilungen B(p) interpretiert. Aber auch, wenn man den
Mittelwert einer durch eine Stichprobe erhobenen Zufallsvariablen schétzt.

Es geht aber noch allgemeiner:

Definition 3.26. Sei f : IR — IR irgendeine reelle Funktion. Dann kann man aus einer
Zufallsvariablen X mittels Verkettung Y := f o X eine weitere Zufallsvariable Y geinnen.

Ein Bespiel haben Sie schon in Kap. 2.4.4 kennengelernt, wobei f die Umrechnung von Celsius
nach Fahrenheit beschreibt. Hier war f(x) := ax + b eine lineare Skalentransformation. Das
dortige Ergebnis

y=axT+b= f(f)

"9 Bei E lisst man zuweilen die Funktionsklammern weg, nicht aber bei V. Warum? Keine Ahnung.
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kénnen wir jetzt als
EY =aEX +b= f(EX)

formulieren, warnen aber vor einer Ubertragung auf nichtlineare Funktionen. Ist z.B. f(z) := 2?

und EX = 0, so wird i.A. E(X?) > 0 sein!

3.10 Unabhingigkeit und Kovarianz von Zufallsvaria-
blen

Wir betrachten zwei Zufallsvariablee X und Y, z.B. die Linge und das Gewicht einer Person.
Wann konnen wir sagen, dass diese beiden Zufallsvariablen stochastisch (un)abhéngig sind?
Da man grob sagen kann ,,Je langer, desto schwerer®, sind ,,Lange* und ,, Gewicht“ wohl nicht
unabhéngig.

Wenn wir jedoch zwei Personen zufillig und ,,unbhéngig von einander” herausgreifen und nur
deren Gewicht messen, sollten dies Messergebnisse unabhéngig von einander sein.

3.10.1 Zufallsstichprobe und stochastische Unabhingigkeit

Dass eine Stichprobe vom Umfang n mit einer Zufallsvariablen korrespondiert, ist schon iiber-
strapaziert worden. Formal haben wir sogar n Zufallsvariable X, X5, ..., X, bei einer Stichprobe
vom Umfang n — fiir jede einzelne Beobachtung eine.

Wenn man von einer ,echten“ Zufallsstichprobe spricht, muss man annehmen, dass alle
Xi, k=1,2,...,n identisch verteilt, d.h. gleiche Verteilungsfunktionen haben, und stochastisch
unabhdngig sind. — In HUBNER wird diese Eigenschaft mit u.i.v (unabhéngig identisch verteilt)
abgekiirzt .

3.10.2 Stochastische Unabhingigkeit

Wir hatten schon definiert, wann zwei Ereignisse A und B (Teilmengen von Pot(2) stochastisch
unabhéngig sind. Jetzt seien A’ und B’ beliebige reelle Mengen und A := {X € A’'}, B:={Y €
B’}. Wenn dann A und B unabhéngig sind fiir beliebige A’, B’, so heiflen die Zufallsvariablen
X und Y stochastisch unabhingig.

3.10.3 Kovarianz

Diesen Begriff versteht man am leichtesten, wenn man den Statistikzugang der empirischen
Kovarianz, der wiederum mit der Korrelation zusammenhéngt, versteht (s. Kap. 2.6.3).

Hier nur kurz: sind x; Daten einer X-Erhebung und y; entsprechend die zu Y, so kann man deren
Mittelwerte T und g berechnen (diese sind die empirischen Erwartungswerte von X bzw. Y) und die
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Summe
n

S:cy = Z(xk - j)(yk - y)
k=1
betrachten. Ein Summand ist positiv, wenn gleichzeitig x; und ¥y auf derselben Seite des Mittelwerts
liegt. Je groser Sgy, so mehr sind die Daten x;, und yy, ,,gleichgeschaltet®.
Das nicht-empirische Gegenstiick zu (der empirischen Kovarianz) S, ist

Kov(X,Y) := E(X — EX)(Y —EY))=E(X-Y)— EX -EY

und heifit Kovarianz von X und Y.
Man kann zeigen, dass Kov(X,Y) = 0 bzw. E(X -Y) = E(X)E(Y), falls X und Y stochastisch
unabhéngig sind. In diesem Fall ist der Korrelationskoeffizient

_ Kou(X,Y)
horr(X.Y) = X - Sir(7)

null und wegen

Var(X+Y)=Var(X)+ Var(Y) + 2Kov(X,Y)
folgt Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y).
Stochastisch unabhéngige Zufallsvariable sind also unkorreliert.
Beispiel: X sei die Anzahl der beschidigten Bierflaschen in einem Bierkasten und Y die Anzahl der
Bierflaschen mit schief aufgedrucktem Etikett. Sei p; := P(X = j) und ¢; := P(Y = k). Die beiden
Zufallsvariable sind unabhéngig, falls P(X = j,Y = k) = p;q; gilt. In der Tat folgt hieraus

E(XY)=> m-P(XY =m)

und wegen

m-P(XY=m)= > m-PX=4Y=k= > mpu
i,k jk=m J,k:jk=m

folgt

E(XY) = ij‘pj% = (Zj -y - (Zk -q¢) = EX -EY
Jik J k

3.11 Normalverteilung

Definition 3.27. Die Standardnormalverteilung ist durch die Wahrscheinlichkeitsdichte

1,
for(z) = ——e=3",

V2r

thre Vertetlungsfunktion wird mit

bezeichnet.
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Abbildung 3.12: Gaufl’sche Glockenkurve auf dem 10-DM-Schein

Dass fo1 wirklich eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, liegt an
° 1.2
/ e 2% dxr = 2m.

Dessen Graph ist die beriithmte Gauf3’sche Glockenkurve auf dem ehemaligen 10 DM - Schein,
siehe Abb. 3.12.

Dass der Erwartungswert der Standardnormalverteilung ;1 = 0 ist, erhélt man aus der relativ
leicht zu zeigenden Formel

! / R T
b= — xe x = 0.
V2T J -
Dass die Varianz der Standardnormalverteilung o = 1 ist, kann man nicht so einfach ausrechnen.

Ersetzt man x durch = mit y € IR und o > 0, so kann man aus der Standardnormalvertei-
lung eine weitere Verteilung mit Erwartungswert p und Streuung o gewinnen, wenn man die
transformierte Wahrscheinlichkeitsdichte

Fuolt) = ~for( L)

o

also . ,
Jua(a) = — et (%)

oV 21

betrachtet. Sie ist symmetrisch zu x = p und hat bei x £+ o zwei Wendepunkte.
Damit ist die Verteilungsfunktion der Gaufl’schen Normalverteilung mit Mittelwert x4 und Stan-
dardabweichung o definiert durch

1 Lt
Flw(t) = o 27?/ ‘

Eine kontinuierliche Zufallsvariable, die so verteilt ist, wird mit 9(u, 0?) abgekiirzt.
Die Verteilungsfunktion ¢(z) der Standardnormalverteilung, findet man héufig tabelliert. Mit-

tels .
Fu,a(t) = (I)( M)

g

T—

0#) dx.

o=
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kann sie in die Verteilungsfunktion der Gaufi’schen Normalverteilung mit Mittelwert p und

Standardabweichung o umgerechnet werden.

Beispiel: Das Geburtsgewicht von Neugeborenen nach unauffalliger Schwangerschaft kann als

normalverteilt mit Erwartungswert © = 35009 und Standardabweichung ¢ = 500g angenommen

werden.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Neugeborenes aus dieser Grundgesamtheit nicht mehr als 4700

g wiegt, ist dann

4700 — 3500
500

D.h. in der genannten Grundgesamtheit wiegen damit 99,18 % aller Neugeborenen nicht mehr
als als 4700 g.

F(4700) = q>< ) = ©(2.4) = 0.9918.

Die Funktion ®(z) sollte in allen Softwarepaketen mit mathematischen Anwendungen installiert
sein.
Besonders wichtig sind die Quantile der Normalverteilung, wobei es mit der Formel

moglich ist, von den Quantilen der Standardnormalverteilung auf die von (u, o) zu schliefen.
Beispiel (s.o0.): Es soll eine Grenze fiir das Geburtsgewicht angegeben werden, die nur vom 2,5
% aller Neugeborenen iibertroffen wird.

Da das 97,5%-Quantil der Standardnormalverteilung bei zgg75 = 1.96 liegt, ergibt sich fiir
w1 = 3500 und o = 500 ein 97,5%-Quantil von xgg975 = i + 020,975 = 3500 + 50 - 1.96 = 4480. In
der genannten Grundgesamtheit wiegen also 97,5 % aller Neugeborenen nicht mehr als 4480 g,
d.h. 2,5 % wiegen mindestens 4480 g.

Bei der Erhebung eines Merkmals wie ,,Gréfle eines Menschen® wird héufig eine Normalvertei-
lung unterstellt. Dies kann nur sinnvoll sein, wenn symmetrisch verteilte, eingipflige Merkmale
vorliegen. Zum Standardisieren einer Normalverteilung benétigt man deren Erwartungswert
und Varianz bzw. Standardabweichung. In der Praxis sind diese haufig nicht bekannt, und man
muss sie aus einer Stichprobe durch den arithmetischen Mittelwert und die empirische Varianz
bzw. Standardabweichung schétzen. Ein erster Hinweis auf Symmetrie liegt dann vor, wenn
der Median und der Mittelwert annihernd gleich sind. Eine optische Uberpriifung ist durch
ein Histogramm mit einer angepassten Normalverteilungsdichte mdglich. Die sigmoide Form
der empirischen Verteilungsfunktion ist ebenfalls ein Hinweis auf annéhernd normalverteilte
Merkmale.

Noch geeigneter ist der sogenannte Normalverteilungsplot, wo mit Hilfe der Normalverteilung
die empirische Verteilungsfunktion so transformiert wird, dass bei normalverteilten Merkmalen
eine Gerade entsteht.

Héufig (warum?) sind die Logarithmen einer Zufallsvariablen normalverteilt! (Beispiel: LDH-
Wert).
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3.11.1 Zentraler Grenzwertsatz

Dieser besagt, dass die Summe von n unabhingigen Zufallsvariablen mit gleicher Verteilung fiir
n — oo normalverteilt ist. Bestes Beispiel ist eine binomialverteilte Zufallsvariable (Verteilung
B(n;p)), die ja die Summe von n Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen ist. Daher ist B(n;p)
etwa gleich N(p,0) mit y:= np und 0% := np(1 — p), wenn n grof.

Will man P(k; < X < ky) mit binomialverteilter Zufallsvariable X n&herungsweise durch eine Nor-
malverteilung F' berechnen, sollte man dies durch F(ko+0.5) — F'(k1 —0.5) tun (Stetigkeitskorrektur).
Der Zentrale Grenzwertsatz liefert die Aussage, dass die Mittelwerte von Stichproben-Daten
fiir hinreichend groflen Umfang n der Stichprobe normalverteilt sind. Fasst man die Daten
xy einer Stichprobe als Werte von identischen Zufallsvariablen X auf, so ist die Schéatzung
des Mittelwertes von X durch den Mittelwert der Daten wieder eine Zufallsvariable. Deren
Mittelwert ist gleich dem von X (erwartungstreuer Schétzer), deren Varianz o2 /n, wenn o2 die
Varianz von X ist.

Die Statistik liefert Methoden, die Wahrscheinlichkeit zu schétzen, dass der Mittelwert einer
Stichprobe in einem gewissen Konfidenzintervall liegt.

Beispiel: Roulette, 18 rote, 18 schwarze, 2 griine Felder. Der Spieler setzt stets 1 Euro auf rot.
Sein Gewinn ist 1 Euro, wenn rot kommt, und ein Euro Verlust sonst. Die Auszahlung im n-ten
Spiel ist eine Zufallsvariable X,, mit den Werten X,, = 1 mit P(X,, =1) =9/19 und X,, = —1
mit P(X,, = —1) = 10/19. Alle X,, sind identisch (Bernoulli-) verteilt, Erwartungswert pu
und Varianz ¢? sind einfach zu berechnen (EX, = p = —1/19 = —0.05263,0% = 9/19 -
10/19 = 0.2493). Nun sei Y,, die Zufallsvariable, die die Auszahlung nach n Spielen liefert, also
Y, = X; +---+ X,. Y, ist fiir groBe n normalverteilt mit der Varianz no? = n - 0.2493 und
Erwartungswert —n - 0.05263, so der Zentrale Grenzwertsatz.

Nach n = 100 Spielen erwarten wir einen Verlust von 5,26 Euro (u = —b5, 26) mit einer Varianz
von 24,93 bzw. einer Streuung von o = 4,993 Euro. Will man wissen, mit welcher Wahrschein-
lichkeit man mindestens 5 Euro gewinnt, kann man die Normalverteilung heranziehen. Die
standardisierte Variable ist t = (5 — u) /o, also t = 2.05. Wegen ®(2.05) = 0.9798 betrigt diese
Gewinn-Wahrscheinlichkeit nur 2,02%. Mit der Binomialverteilung hétte man langer gerechnet.

Ein schones Beispiel fiir die Anwendung des Zentralen Grenzwertsatzes (ZGS) findet man in
Normalverteilungs-Applet (Mathe Online)%. Man muss hier zwei Zahlen festlegen: n und N.
N ist hier die Anzal der Zufallsexperimente, n die Anzahl der Summanden bei dem ZGS.
Ein einzelnen Summand ist eine Rechtecksverteilung auf [0, 1], deren Zufallsvariable jede Zahl
aus [0, 1] mit gleicher Wahrscheinlichkeit ergibt. Nennen wir diese Zufallsvariable X, so wird
Y = Xi+Xo+ - -+X,, wobei die X alle wie X verteilt sind (und stochastisch unabhéngig sind).
Ein Zufallsexperiment liefert einen Wert fiir Y, d.h. enthélt n ,interne® Zufallsvariablen. Nun
wird die empirische Verteilung von Y gezeigt, wenn N solcher Zufallsexperimente durchgefiihrt
werden. Je grofler n, desto eher entspricht die Dichte von Y der einer Normalverteilung. Da nicht
X, sondern eine diskrete Version durch Unterteilung von [0, 1] in 100 Teilintervalle verwendet

50http://www.mathe-online.at /galerie/wstat1/wstat1.html
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wird, sieht man auch nur eine (empirische) Zahldichte, die aber kaum von einer kontinuierlichen
Dichte zu unterscheiden ist. In Abb. 3.13 ist n = 10, die Normalverteilung ist gut zu erkennen.
In Abb. 3.14 ist n = 2, hier handelt es sich um eine Dichte in Dreiecksform, also nicht um eine

Normalverteilung.
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