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H.J. Oberle Variationsrechnung u. Optimale Steuerung

1. Einfiihrung

In dieser Vorlesung werden die grundlegenden Begriffe und Methoden der klassischen
Variationsrechnung und der neueren Theorie und Numerik der optimalen Steue-
rungen behandelt, wobei die Optimalsteuerungstheorie gerade ihre Wurzeln in der
klassischen Variationsrechnung hat.

Die Variationsrechnung wurde im 18. Jahrhundert von JOHANN UND JAKOB BER-
NOULLI, von LEONHARD EULER, JOSEPH LAGRANGE, ADRIEN-MARIE LEGEND-
RE begriindet und ist spidter von CARL WEIERSTRASS, DAVID HILBERT, CON-
STANTINE CARATHEODORY und anderen weiter entwickelt worden. Den entschei-
denden Anstol gab JOHANN BERNOULLI im Jahr 1696 mit seinem berithmten
Problem der Brachistochrone. Damit ist die Aufgabe gemeint, eine Kurve kiirzester
Fallzeit zu bestimmen. Bernoulli veroffentlichte diese Aufgabe in der Zeitschrift acta
eruditorum und rief dabei die damalige gelehrte Welt zur Losung dieser neuen Auf-
gabenstellung emphatisch auf. Die Variationsrechnung ist also nahezu so alt wie die
Differential- und Integralrechnung selbst; die Entwicklungen dieser beiden Gebiete
sind eng miteinander verkniipft und erfolgten weitgehend parallel.

Ein Grund fiir das frithe intensive Interesse an Variationsproblemen liegt darin,
dass sich viele physikalische Fragestellungen durch so genannte FExtremalprinzipien
beschreiben lassen. So nimmt beispielsweise ein mechnisches System einen Zustand
an, der die potentielle Energie minimiert. Ein anderes Beispiel ist als Fermatsches
Prinzip bekannt: Licht durchlduft zwischen zwei vorgegebenen Punkten eine Bahn,
fiir die die Durchlaufungszeit (zumindest lokal) minimiert wird. Eine Darstellung
der Geschichte der Variationsrechnung findet man in GOLDSTEIN (1980).

In den 60er Jahren des letzten Jahrhunderts begriindeten die Schulen um HESTE-
NES und PONTRYAGIN die Theorie der optimalen Steuerung. Grob gesagt handelt
es sich hierbei um Variationsaufgaben mit Nebenbedingungen in Form von Diffe-
rentialgleichungen. Die gesuchten Funktionen werden dabei in zwei Klassen unter-
teilt, ndmlich in die so genannten Steuervariablen, die zumeist innerhalb gewisser
Schranken frei wéhlbar sind, und in die Zustandsvariablen, die durch gewisse Dif-
ferentialgleichungen, die so genannten Zustandsgleichungen, festgelegt werden. Die
historische Entwicklung der Theorie optimaler Steuerungen wird in PLAIL (1998)
beschrieben.

Die ersten Anwendungen der optimalen Steuerung sind zunéchst mit Methoden der
Variationsrechnung gelost worden. Ein frithes Beispiel aus dem Bereich der Raum-
fahrt ist das bekannte Problem von GODDARD (1919). Eine frithe Anwendung aus
den Wirtschaftswissenschaften geht auf RAMSEY (1928) zuriick .

Anwendungen aus dem Bereich der Luft- und Raumfahrt haben in den fiinfziger und
sechziger Jahren einen ganz wesentlichen Impuls fiir die Entwicklung der Optimal-
steuerungstheorie geliefert. Eine Vielzahl weiterer Anwendungen aus der Technik,



den Ingenieur- und Wirtschaftswissenschaften, aber auch aus der Medizin sind in-
zwischen hinzugekommen.

Die Problemstellungen.

Sowohl die Variationsrechnung wie auch die Theorie optimaler Steuerungen sind
Teilgebiete der mathematischen Optimierung und lassen sich daher unter die folgende
allgemeine Aufgabenstellung einordnen.

Allgemeines Optimierungsproblem (1.1)

Gegeben sei ein reeller normierter Vektorraum (V|| - ||), eine nichtleere Teilmenge
zuldssiger Punkte X C V, und ein Zielfunktional I : X — R.

Gesucht ist ein (optimaler) zuldssiger Punkt yo € X mit der Eigenschaft

I(yo) < I(y) fir alle y € X.

Fiir das allgemeine Optimierungsproblem (1.1) lassen sich nun — wie iiblich — die
Begriffe globales Minimum, striktes globales Minimum, lokales Minimum und striktes
lokales Minimum erkléren; vgl. (1.2) des Optimierungsskripts.

Im Fall einer Variationsaufgabe bzw. einer Aufgabe der optimalen Steuerung ist
V ein Funktionenraum, beispielsweise der Raum C'[a, b] aller reellwertigen, stetig
differenzierbaren Funktionen auf einem kompakten Intervall [a, b], versehen mit einer
geeigneten Norm. Der gesuchte optimale Punkt g, ist damit selbst eine Funktion.
Im einfachsten Fall, den wir in dieser Vorlesung ausschlielich betrachten wollen, ist
dies eine Funktion einer Variablen ¢, die zumeist als Zeit interpretiert wird.

In der Variationsrechnung wird die Problemstellung noch weiter eingeschréankt:
Man betrachtet Zielfunktionale, die in integraler Form von der gesuchten Funktion
y abhéngen, sowie Nebenbedingungen in Form vorgeschriebener Randbedingungen
an die Komponenten von y. Man erhélt so die folgende Problemstellung.

Variationsproblem (1.2)

Zu einer vorgegebenen Funktion f € C?([a,b] x R?>" R), Indexmengen I,, I, C
{1,...,n}, sowie Randdaten v;,, yj» € R, i € I,, j € I, ist eine Funktion
yo € C'([a,b],R™) gesucht, die das Funktional

I(y) = /f(t,y(t),g/(t)) dt (1.3)

minimiert unter den Nebenbedingungen

yi(a) = Yia, y;i(b) =yjp, 1€, jEI,. (1.4)



Beispiel (1.5) Das Problem der Brachistochrone.!

Der Baseler Mathematiker JOHANN BERNOULLI 2 formulierte im Jahr 1696 im
Juniheft der Zeitschrift Acta Eruditorum (Leipzig) eine ,neue Aufgabe, zu deren
Losung alle Mathematiker eingeladen werden®:

Gegeben seien im homogenen Schwerefeld zwei Punkte A und B; A liege hoher als B,
jedoch nicht senkrecht iiber B. Ein Massenpunkt, der anfanglich in A ruht, bewege
sich unter dem Einfluss der Schwerkraft von A nach B ldngs einer vorgegebenen
Kurve (Rinne), auf der er reibungslos gefithrt wird. Welche Gestalt muss dieser Bahn
nun gegeben werden, damit der Weg von A nach B in kiirzester Zeit durchlaufen
wird? Man vergleiche dazu die Abbildung 1.1.

<
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Abb.1.1 Das Problem der Brachistochrone.

Da sich der Massenpunkt in einem konservativen (sogar konstanten) Kraftfeld be-
wegt, gilt der Energiesatz: Der Zugewinn an kinetischer Energie entspricht genau
dem Verlust an potentieller Energie. Damit folgt

1

S’ =mg(ya—y) = v =20 V—y.

Andererseits ist der Geschwindigkeitsbetrag v gerade die Ableitung der Bogenlénge
nach der Zeit. Setzt man voraus, dass das z-Intervall [a, b] streng monoton durch-
laufen wird, genauer dass dz/dt > 0 fir ¢ >0 gilt, so ergibt sich:
ds dz
= —_ = 1 /2 _
! dt MR

und damit

Loriechisch: brachistos = kiirzeste, chronos = Zeit
2Johann Bernoulli (1667-1748); Groningen, Basel
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dx V29 ey
Durch Integration erhélt man hieraus:

t_idt_ 1 /b L+ (y)”
b—o —\/% VYa — Y

Damit konnen wir das Problem nun als eine Variationsaufgabe formulieren:

Gesucht ist eine stetige und auf |a, b] differenzierbare Funktion y : [a, b] — R derart,

dass das Integral
1+ (
- "

minimiert wird unter den Nebenbedingungen:

y(@) = v, yb) = . (1.7)

Das Funktional I nach (1.6) beschreibt also die Zeit, die ein Massenpunkt benotigt,
um auf der Kurve y = y(z) reibungsfrei und nur unter dem Einfluss der Schwerkraft
von A= (a,y,) nach B = (b,y,) zu ,fallen®.

Es ist anzumerken, dass die Glattheitsvoraussetzungen, die wir an Variationspro-
blem (1.2) gestellt haben, fiir das Problem der Brachistochrone nicht erfiillt sind.
Der Integrand in (1.6) wird gerade wegen der Randbedingung (1.7) in z = a sin-
gulir. Genauer: Es sind nur diejenigen Funktionen y € C'[a,b], y < y, fiir das
Variationsproblem zuléssig, fiir die das Integral (1.6) (im uneigentlichen Sinn) exi-
stiert. Trotzdem lassen sich die Techniken, die wir zur Losung von (1.2) entwickeln
werden, formal auf die obige Problemstellung anwenden und es lésst sich tatséchlich
zeigen, dass die hiermit ermittelte Funktion ein striktes Minimum des Brachisto-
chronenproblems liefert.

Aufgrund der Aufgabenstellung von JOHANN BERNOULLI gingen verschiedene
Losungen zum Brachistochronenproblem ein, unter anderem von JAKOB BERNOUL-
LI (dem é&lteren Bruder Johanns), ISAAK NEWTON (anonym), GOTTFRIED LEIB-
N1z, MARQUIS DE L’HOSPITAL und von JOHANN BERNOULLI selbst. JOHANN BER-
NOULLI hat seinen Beweis mittels einer Analogie zu einem Problem der Optik erhal-
ten, ndmlich der Bestimmung eines Lichtstrahlengangs durch ein optisch brechendes
Medium. Jahre spéter (1718) hat er einen zweiten Beweis verdffentlicht, mit dem er
zusatzlich auch die Optimalitédt der berechneten Kurve zeigen konnte (hinreichende
Bedingung).



Wie schon erwiahnt wurde, sind Nebenbedingungen in Form von Differentialglei-
chungen fiir viele Anwendungen von besonderem Interesse. Zumeist werden fiir
gewisse der gesuchten Funktionen explizite Differentialgleichungen vorgeschrieben.
Diese Variablen heilen Zustandsvariablen, sie werden zu einem Zustandsvektor x(t)
zusammengefasst. Die anderen, frei wiahlbaren Variablen heiflen Steuervariable und
werden mit u(t) bezeichnet. Es ergibt sich die folgende Form einer Optimalsteue-
rungsaufgabe.

Problem der optimalen Steuerung (1.8).

Gegeben sei ein nichtleerer, konvexer und abgeschlossener Steuerbereich U C R™.
Zu vorgegeben (hinreichend glatten) Funktionen g € C*R" x R™ R), f, €
C?*([a,b] x R* x R™ R), f € C?*([a,b] x R* x R*,R") und r € C*R" x R*, RF)
ist eine stetige und stiickweise stetig differenzierbare Funktion zy : [a,b] — R™
(Zustandsfunktion) sowie eine stiickweise stetige Funktion wg : [a,b] — U (Steuer-
funktion) so zu bestimmen, dass das Zielfunktional

I(zu) = glz(a),z(b)) + / folt, 2(t), u(t)) dt (1.9)

minimiert wird unter den Nebenbedingungen

x/<t> = f(t,x(t),u(t)), (1‘10)
r(z(a),xz(b)) = 0. (1.11)

Aufgrund des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes fiir gewohnliche Differentialglei-
chungen lésst sich die Zustands—Differentialgleichung (1.10) zu einer vorgegebenen
stiickweise stetigen Steuerfunktion u und zu vorgegebenen Anfangsdaten x, fiir die
Zustandsvariablen auf einem Intervall der Form [a,a + [ eindeutig 16sen. An den
Sprungstellen der Steuerfunktion liegen dann natiirlich nur einseitige Ableitung der
Zustandsgroflen vor. Man beachte hierzu die geforderte Stetigkeit der Zustands-
groffen. Auch ist a priori nicht klar, ob a + ¢ > b gilt.

Ein Anfangswert z, € R" und eine stiickweise stetige Steuerung wu : [a,b] — U
heiBen zuldssig, wenn die Losung der entsprechenden Anfangswertaufgabe (1.10) mit
z(a) = x,, auf dem gesamten Zeitintervall [a, b] existiert und die Randbedingungen
(1.11) erfiillt werden. Die Aufgabe der optimalen Steuerung besteht also darin, unter
allen zuléssigen Paaren (z,,u) ein solches mit minimalem Zielfunktionalwert I(z, u)
zu bestimmen.



Im Folgenden betrachten wir als weiteres Beispiel ein einfaches aber typisches Op-
timalsteuerungsproblem aus dem Bereich Bahnoptimierung fiir Flugzeuge.

Die zweidimensionale Bewegung eines Flugzeugs in einer vertikalen Ebene wird be-
schrieben durch die Zustandsgrofien x: Entfernung auf Erde (Reichweite), h: Hohe
iiber der Erdoberfldche, v: Geschwindigkeitsbetrag, ~: Bahnneigungswinkel und
m: Masse des Flugzeugs. Die Steuerungen sind der Auftrieb (Lift) L und der
(beschrankte) Massendurchsatz 5. Die Zustandsdifferentialgleichungen lauten

¥’ = v cosy
n = wvsiny
, T—-D ,
v = ——— —gsiny (1.12)
m
1
v = — (L — mg cosv)
mu
m = —f.

Hierbei bezeichnet T" den Schub (Betrag), der iiber eine Relation
T = c¢pf (1.13)

mit dem Massendurchsatz § zusammenhéngt. Vereinfachend wird ¢ als konstant
angenomimen.

Fiir den Luftwiderstand D und den Auftrieb L wird iiblicherweise der folgende
Ansatz verwendet:
1 1

Dzip’UZFCD, LzﬁpU2FCL, (114)

mit der (konstanten) Bezugsflache F' und der héhenabhéngigen Luftdichte p = p(h).

Abb.1.2 Kriftediagramm in vertikaler Ebene.



Die Faktoren Cp bzw. Cp, heilen Widerstands- bzw. Auftriebsbeiwert. Diese beiden
Groflen héngen von einer weiteren Steuerfunktion, dem so genannten Anstellwinkel
a, ab.

Denkt man sich diese Steuerfunktion nun aus den entsprechenden Relationen C'p =
Cp(a) und C, = Cp(«a) eliminiert, so ldsst sich der Auftriebsbeiwert C}, als eine
(unabhéngig wihlbare) Steuerfunktion ansehen, wihrend der Widerstandsbeiwert
Cp iber die entstandene Relation, der so genannten Polaren, von der Steuerung C',
abhéngt.

In der einfachsten Form wird fiir diese Polare ein quadratischer Ansatz verwendet
(Quadratische Polare):
OD = qp + oy Cz (115)

mit (vom speziellen Flugzeug abhéngigen) Konstanten ag und a;.

Restimee: ~ Das Differentialgleichungssystem (1.12) beschreibt zusammen mit
den Relationen (1.13-15) die zweidimensionale Bewegung eines Flugzeugs in der
Atmosphére. Das System ist gerade von der Form einer Zustandsgleichung (1.10)
mit der Zustandsfunktion x := (z,h,v,v,m)" und der Steuerung u:= (3,CL)T.

Wir betrachten nun als Anwendung das Problem der Reichweitenoptimierung fiir
einen Horizontalflug in vorgegebener Hohe, bei vorgegebenem Treibstoffverbrauch
und vorgegebenen Anfangs- und Endgeschwindigkeiten.

Aufgrund der Annahme eines Horizontalfluges folgt aus den Bewegungsgleichungen
(1.12)

h=const = h =0 = ~=0 = L=G:=mg (Gewicht = Auftrieb)

Hieraus lédsst sich nun die Steuerung C eliminieren und man erhélt mittels der
Polaren (1.15) eine Darstellung

D=A?+ B (@f, (1.16)

v
mit (hohenabhéngigen) Konstanten A, B.

Insgesamt haben wir damit die folgende Aufgabe der optimalen Steuerung herge-
leitet:

Problem der Bahnoptimierung (1.17).

Man bestimme eine Steuerfunktion [(t) € [0, Bnax], 0 < t < t, so dass das
Zielfunktional
I(z,v,m, ) = —x(ty) (1.18)



minimiert wird unter den Zustandsgleichungen:

¥ = v,

1 2
Vo= (cﬁ - Av? — B(%) ) : (1.19)
m, = _ﬁa

und den Randbedingungen:

z(0) = 0,
m(0) = mo, m(ty) = my, (1.20)
v(0) = v, v(ty) = vy

Die Problemstellung (1.17) hat offenbar genau die Form einer allgemeinen Opti-
malsteuerungsaufgabe — mit einer kleinen Ausnahme: Die Endzeit ¢, ist fiir unser
konkretes Problem nicht fest vorgeschrieben, sondern als ein freier Parameter zu
betrachten. Dieser ist ebenfalls zu optimieren. Man spricht daher von einem Op-
timalsteuerungsproblem mit freier Endzeit. Wir werden in Zukunft auch bei der
allgemeinen Problemstellung (1.8) diesen Fall mit zu bedenken haben.

Nach LEITMANN (1981) kann man das obige Problem auch in eine klassische Varia-
tionsaufgabe umformen:

Dazu nimmt man an, dass fiir eine optimale Losung des Problem stets [ > 0
gewéahlt wird. Dann ist die Masse m = m(t) eine streng monoton fallende Funktion
der Zeit, und man kann m als neue unabhéngige Variable einfithren. Es gilt dann
mit der Kettenregel:

dv _odvo o dto v
dm — dt dm B’
dv dv dt 1
— = = .= = ——_(¢8 - D).
dm dt  dm mﬂ(cﬁ )

Eliminiert man hieraus die Steuerfunktion 3, so ergibt sich:

dx v( dv)
-— = —= |c+ m——

dm D dm
mi d
v v
— z(ty) — x(0) = —/5 (chm%) dm
mo

Damit ist das Optimalsteuerungsproblem (1.17) dquivalent zu:



Variationsproblem (1.21).

Bestimme die Funktion v = v(m) auf dem Intervall m; < m < mg, so dass

- b d
I(v) = —/%(c—i—mﬁ) dm

mi

unter den Randbedingungen v(m;) =v; und v(mg) = vy minimal wird.

Hierin ist der Widerstand D geméf} (1.16) einzusetzen. Das Optimalsteuereungspro-
blem (1.17) ist damit in eine klassische Variationsaufgabe vom Typ (1.2) transfor-
miert worden.

Das generelle Ziel der vorliegenden Ausfithrungen ist es, fiir die beiden Problemstel-
lungen (1.2) und (1.8) notwendige und hinreichende Bedingungen herzuleiten. Die
notwendigen Bedingungen stehen hierbei im Vordergrund, da sie — analog zu den
finiten Optimierungsproblemen — den Schliissel fiir eine numerische Losung dieser
Aufgaben bilden. Allgemein gelangt man iiber die notwendigen Bedingungen zu ei-
ner Randwertaufgabe fiir gewohnliche Differentialgleichungen, die sodann mit Hilfe
numerischer Verfahren gelost werden kann.



H.J. Oberle Variationsrechnung u. Optimale Steuerung
2. Die Euler—Lagrange Gleichung

In diesem Abschnitt werden wir die erste notwendige Bedingung fiir ein klassi-
sches Variationsproblem (1.2) herleiten. Wir lassen uns hierbei von dem historischen
Losungsweg nach LAGRANGE ° leiten. Die Grundidee besteht darin, die (als existent
vorausgesetzte) Losung yo in eine eindimensionale Schar von Vergleichsfunktionen
y(t;€) einzubetten, wobei € ein reeller (eindimensionaler) Scharparameter ist. Fiir
e = 0 ergebe sich gerade die Losung yo, also y(t;0) = yo(t).

Setzt man diese Vergleichsschar in das Zielfunktional ein, so erhélt man eine auf der
reellen Achse R definierte reellwertige Funktion J(e) := I(y(-,¢)), diein € =0 ein
Minimum besitzt. Man kann also alle Methoden der endlichdimensionalen (in diesem
Fall sogar eindimensionalen) Optimierung einsetzen, um notwendige Bedingungen
fiir yo herzuleiten.

Zunichst werden wir fiir allgemeine Optimierungsprobleme von der Form (1.1) einen
entsprechenden Differenzierbarkeitsbegriff (Richtungsableitung) herleiten.

Sei also (V]| - ||) sei also ein reeller normierter Vektorraum, X eine nichtleere
Teilmenge von V und I : X — R ein Funktional. Zu yy € X, v € V betrachten
wir die lineare Einbettung (Vergleichsschar) y(e) = yo + cv, € € R.

Definition (2.1)

Ein Funktional I : X — R heifit in einem Punkt 79 € X in Richtung v € V
GATEAUX-differenzierbar, falls es ein g9 > 0 gibt, so dass y(e) :=yo + cv € X
fir alle |e|] <¢gp und die Abbildung J(¢) := I(y(¢)) in ¢ =0 differenzierbar ist.

Die Ableitung 1
81 (yo;v) == J'(0) = ll_{r(l) B [I(yo+ecv) — I(yo)] (2.2)
heifit die GATEAUX-Ableitung oder erste Variation des Funktionals I.

Analog sagt man, dass I im Punkt yy € X in Richtung v rechtsseitig GATEAUX-
differenzierbar ist, falls y(e) € X gilt, fiir alle hinreichend kleinen 0 < e < g,
und die Abbildung J(¢) := I(y(¢)) in e = 0 rechtsseitig differenzierbar ist. Fiir
die rechtsseitige GATEAUX-Ableitung schreibt man

5.1y v) = J(07) = lim ~ [ +e0) — I(w)] (2.3)

Mit diesen Definitionen ergeben sich sofort die folgenden notwendigen Bedingungen
fiir ein lokales Minimum von 1.

5Joseph Louis Lagrange (1736-1813); Turin, Berlin, Paris
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Satz (2.4)

a) Ist yp € X ein lokales Minimum des Funktionals I auf X, so ist d/(yp,v) =0
fiir alle Richtungen v € V, in die das Funktional I in 1y, GATEAUX-differenzierbar

ist.

b) Ferner gilt 0, 1(yo,v) > 0 fiir alle Richtungen v € V| in die das Funktional [
in yo rechtsseitig GATEAUX-differenzierbar ist.

Beweis: Der Beweis ergibt sich ummittelbar aus den obigen Definitionen.

Beispiele (2.5)

a)

b)

Eine C'-Funktion f : D — R auf einer offenen Menge D C R" ist in jedem
Punkt yo € D in allen Richtungen v € R" GATEAUX-differenzierbar und mit
der Kettenregel folgt

0f(yoiv) = Vf(y)v.
Ist o also lokales Minimum von f auf D, so folgt aus Satz (2.4): V f(yo) = 0.

1

Wir betrachten das Funktional I(y) := [ y(t)*dt auf der zuldssigen Menge
0

X =V =CI0,1].

Offenbar ist yo+ v € X fiir jede Funktion v € V. Ferner haben wir

1 1

I(yo+ev) —I(yy) = 2¢ / yo(t) v(t) dt + &2 / v(t)? dt, (2.6)

1
so dass sich 01(yo;v) = 2 [ yo(t) v(t) dt ergibt. Die notwendige Bedingung
0

(2.4) fiir ein Minimum von I ist also nur fiir yy = 0 erfiillt.

An der Beziehung (2.6) erkennt man auch umgekehrt, dass y, tatséchlich
das (eindeutig bestimmte) globale Minimum von I auf M ist (hinreichende
Bedingung).

Uber dem Vektorraum V := C'la,b] betrachten wir das Funktional
b

I(y) = / (y(t) + ¥/ (0)) dt

und die zuléssige Menge X = {y €V : y(a) =ya, y(b) =y }.

Fiir die Variationen sind genau solche Funktionen v € C'[a, b] zugelassen, fiir
die yo + v € X ist fiir alle hinreichend kleinen |¢|, d.h. v muss zur Menge

Xy = {v e Ca,b]: v(a) =v(b) =0}

gehoren. Analog zu Beispiel b) findet man dann

I(yo +ev) —I(yo) = 2€/ (yov + yoo') dt + 82/ (v* + (v)?) dt, (2.7)

11



b
so dass sich 61(yo;v) = 2 [ (yo(t) v(t) + yo(t) v'(¢)) dt = 0 ergibt. Wie sich

a
hieraus das gesuchte Minimum g, ermitteln lédsst, werden wir sogleich sehen.

1
d) Gegeben sei das Funktional I(y) := [ p(t) /14 v/ (t)?dt sowie die zuléssige
0

Menge X := {y € C'[0,1] : y(0) = ya, y(1) = y»}. Hierbei sei p € C[0,1]
eine vorgegebene stetige Funktion. Fiir die zuléssigen Variationen ergibt sich
wieder die Menge

X, = {veCo,1]: v(0) =v(1) =0}.

Die Berechnung der GATEAUX-Ableitung ergibt

[ olt) sy ()

) V(1) '

Wie wir spéter zeigen werden (Lemma von du Bois-Reymond), verschwindet
01 (yo; v) genau dann fiir alle v € Xy, wenn

PO 4
1+ yo(t)?

01 (yo; v) (2.8)

= const.

ist. Diese Relation zusammen mit den vorgegebenen Randbedingungen liefert
eine Randwertaufgabe, die - zumindest im Prinzip - einer numerischen Losung
zuganglich ist.

Aufgrund des Satzes (2.4) ist jede Funktion, die das Funktional iber X mi-
nimiert, zugleich eine Losung dieser Randwertaufgabe. Allerdings ist die Um-
kehrung diese Aussage im Allg. nicht richtig.

Wir wenden nun Satz 2.4 an, um notwendige Bedingungen fiir die Variationaufgabe
(1.2) herzuleiten. Hier nochmals die Aufgabenstellung:

Variationsaufgabe (1.2)

Zu einer vorgegebenen C?~Funktion f : [a,b] x R?" — R und Indexmengen I,, I, C
{1,...,n} sowie Randdaten v;,, y;» € R, ¢ € I,, j € I, ist eine Funktion y, €
C'([a, b], R™) gesucht, die dass das Funktional

I(y) = / St y(t). o/ (8) di

unter folgenden Nebenbedingungen minimiert

yl<a> = Yia> y](b) = Yjb, 1€ I, JE 1.
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Der zugrunde liegende Vektorraum ist also V' = C'([a,b], R"). Die Menge X der
zulédssigen Funktionen ist lediglich durch die Randbedingungen eingeschréankt:

X = {yeV:yla) = Yia, yj(b) = yjp(i €L, j € L)} . (2.9)

Als Variationen sind diejenigen Funktionen v € V zugelassen, fiir die mit yy € X
auch yo + ev in X liegt (fiir alle hinreichend kleinen |¢]). Die Menge der zuldssigen
Variationen lautet daher

Xo = {veV:iuvla) =0,vb) =0 (t€l,,jel})}. (2.10)

In den Abbildungen 2.1 sind mogliche Vergleichskurven yg + cv einmal im Fall
vorgeschriebener Randdaten und einmal ohne Randbedingungen dargestellt.

Abb. 2.1  Vergleichsfunktionen bei festen und freien Réndern.

Zu yo € X und v € X, bilden wir nun die GATEAUX-Ableitung des Funktionals
I. Zunéchst ist

J(e) == I(yo+ev) = /f(t,yo(t)+£v(t),y6(t)+av’(t))dt

Differentiation nach ¢ und anschlieSendes Einsetzen von € = 0 ergibt

b

i) = SO = [ (B0 + Bie) a2

a

Hierbei steht f, bzw. f,, abkiirzend fiir den Vektor der partiellen Ableitungen

fy = Of/Oy1,...,0f)0y,)" bazw. f, = (Of/Oyy,...,0f/0y,)T. Ferner wird [{]
abkiirzend fiir das Argument (¢, yo(t), y,(t)) verwendet.

Nun sei yp € X ein lokales Minimum der vorgegebenen Variationsaufgabe. Nach
2.4 verschwindet die erste Variation 6/(yp;v) des Funktionals fiir alle v € X,. Wie
kénnen wir hieraus Aussagen iiber y, gewinnen?

13



Zunéchst ist es naheliegend, den Ausdruck in (2.11) durch partielle Integration so
umzuformen, dass nur noch die Variation v (und nicht mehr v') auftritt. Dazu muss
allerdings f,/[t] als Funktion der Zeit ¢t differenzierbar sein. Da f bereits als C*-
Funktion vorausgesetzt war, erreichen wir dies durch die folgende

Zusatzvoraussetzung (2.12): yo € C*([a,b],R") .

Spéter werden wir zeigen, dass die resultierenden notwendigen Bedingungen im We-
sentlichen auch ohne diese Zusatzvoraussetzung giiltig bleiben, dass (2.12) sogar in
den meisten Féllen bewiesen werden kann!

Unter der obigen Voraussetzung wird der zweite Summand in (2.11) mittels
partieller Integration umgeformt:

" / (fy[t] - %fy/[t])Tv(t) . (213

a

0L (yo;v) = (fylt]"v(®))

Schrianken wir zunéchst die Variationen auf die kleinere Menge
Xo = {veV:uvla) =0,vb) =0 (Vi,j=1,...,n)} (2.14)
ein, so verschwinden die ausintegrierten Bestandteile in (2.13) und mit 2.4 folgt
b p T N
/ <fy[t] - fy/[t]) v(t)dt = 0, fiiralle ve X. (2.15)

dt

a

Diese Beziehung kann aber offensichtlich nur dann gelten, wenn die bei den v; auf-
tretenden Faktoren (f,, — 4 f,) sdmtlich identisch verschwindet.

Dies ist der Inhalt des so genannten Fundamentallemmas der Variationrechnung.

Satz (2.16) (Fundamentallemma der Variationsrechnung)

Durch X§° = {veC%a,b] : v(a) =v(b) =0} werde der Vektorraum der
C>—Testfunktionen erkldrt. Fiir eine stetige Funktion F € Cla,b] sind dann die
folgenden Aussagen dquivalent:

b
a) Fiir alle v e Xg° gilt: [ F(t)v(t)dt=0.
b) F = 0.
Beweis: b) = a) ist klar. Zum Beweis von a) = b) nehmen wir an, dass F' nicht
identisch verschwindet. Dann gibt es ein ty € |a,b] mit F(ty) # 0. O.B.d.A. sei
F(to) > 0. Aus Stetigkeitsgriinden existiert dann auch ein Intervall [t1, 5] C [a, b]

mit ¢ :=tyg—e¢, ty:=1ty+e, € >0 und eine positive Konstante ¢ mit F'(t) > ¢ > 0
fiir alle t aus diesem Intervall.
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Eine Testfunktion lasst sich nun folgendermaflen konstruieren: Es sei

| exp(—1/t), falls t>0
plt) = {O, falls t <0

und hiermit
t—11) - p(ta —1
v(t) = il ) ol = 1) , teR.
p(t=t1) - plta =1) + @t —to) + »(to —1)
Da ¢ eine C™Funktion auf R ist mit ¢(t) > 0 < ¢t > 0, ist auch v eine

auf ganz R wohldefinierte C*~Funktion mit den Eigenschaften: 0 < v(t) < 1,
v(t) =0 |t —to] > e, v(tg) =1 und o(t) €]0,1] fir 0< |t —1to| <e.

Abb. 2.2  Testfunktion v(t).

Berechnet man nun mit dieser Testfunktion das Integral aus a), so folgt
b to to
/ F(t) o(t) di = / F(t)v(t) dt > c- / o(t) dt > 0,
a t1 t1

im Widerspruch zu a). Damit ist das Fundamentallemma bewiesen. O

Wir wenden das Fundamentallemma nun komponentenweise auf (2.15) an und er-
halten hiermit die sogenannten Euler®—Lagrange—Differentialgleichungen der
Variationsrechnung

d
fultoyoh) — 2 Foltuosh) = 0. (2.17)
Jede Losung dieses Differentialgleichungssystems heifit eine Faxtremale der Varia-
tionsaufgabe (1.2).

Mit diesem Ergebnis gehen wir nun zuriick in die erste Variation. Nach (2.13) und
(2.17) bleibt

b

6I(yosv) = (fiy[t]" v(t)) = 0, fiiralle ve X

5Leonhard Euler (1707-1783); Basel, St. Petersburg, Berlin

a
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Da v € X, beliebig gewihlt werden kann, muss die Minimallésung y, den folgenden

so genannten natirlichen Randbedingungen geniigen:
Fyla,uo(a), yh(@) = 0, fiwalle i € {1,...,n}\ I,
' (2.18)
Fy (b oB), () = 0, fir alle j € {1,...,n}\ I,

Umgekehrt ist auch klar, dass fiir jede C2:Funktion y, € X, die die EULER-
LAGRANGE-Gleichung (2.17) und die natiirlichen Randbedingungen (2.18) erfiillt,
auch die erste Variation (2.13) fiir alle v € X, verschwindet.

Wir fassen das Ergebnis zusammen:

Satz (2.19) (Notwendige Bedingungen erster Ordnung I)

Jede lokale C?-Losung yo der Variationsaufgabe (1.2) ist zugleich eine Lésung der
folgenden Randwertaufgabe

d
fy(t,yo,yé)—Efyf(t,yo,yé) =0,

yz((JJ) = VYia (Z S [a)a fy;(CL?yO(a)’yé(a)) = 0 (Z ¢ [(l)u

yi0) = yip Geh),  fyy(b:yo(0),yp(0)) = 0 (5 & 1)

Die Losungen der Randwertaufgabe (2.19) beschreiben genau die Funktionen, fiir
die die erste Variation verschwindet. Sie heiflen daher stationdre Lésungen der Va-
riationsaufgabe.

Fithrt man in der EULER-LAGRANGE-Gleichung die Differentiation nach der Zeit
aus, so ergibt sich (die Argumente sind stets (¢, yo(t), y)(t)))

d

0 = fy—%fy’ = fy = fiy — fy’y'% - fy’y"yg‘ (2.20)

Unter der Annahme, dass die Minimallésung y, die Regularitédtsbedingung
Jow (0, vp) € R™™)  regulir, fiir alle t € [a, D] (2.21)

erfiillt, ldsst sich dieses Differentialgleichungssystem nach y; auflésen. Die EULER-
LAGRANGE-Gleichungen bilden dann das folgende explizite Differentialgleichungs-
system zweiter Ordnung

yg = fy'y'<t7y07y6)71 [fy<t7y07y6) - fty’(t7y07y6) - fy’y(tay(]uy(l)) yé)] . (222)

Unter der obigen Regularitdatsvoraussetzung lasst sich die EULER-LAGRANGE-
Gleichung also mit Hilfe klassischer numerischer Verfahren fiir Anfangswert— bzw.
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Randwertaufgaben bei gewohnlichen Differentialgleichungen l6sen. Ist die Regula-
ritdtsbedingung dagegen nicht erfiillt, so féllt die EULER-LAGRANGE-Gleichung in
die Klasse der quasilinearen differentiell-algebraischen Gleichungen. Auch fiir diese
Klasse sind in den letzten Jahren numerische Losungsverfahren entwickelt worden,
allerdings sind diese - verglichen mit den klassischen Anfangswertproblemlésern -
erheblich aufwendiger.

Natiirlich liefert (2.19) lediglich eine notwendige Bedingung. Es ist im Allg. weder
a priori klar, dass die Randwertaufgabe eine Losung besitzt (die Variationsaufgabe
muss ja auch nicht 16sbar sein), noch dass eine Losung der Randwertaufgabe auch
zugleich eine Losung der Variationsaufgabe ist.

Beispiel (2.23)
Wir greifen nochmals das Beispiel (2.5)c) auf. Zu minimieren ist das Funktional

b

I(y) = / (y(t)* + ¥/ (t)?) dt

iiber der zulissigen Menge X = {y € C'la,b] : y(a) = va, y(b) =y }.

Die zugehorige EULER-LAGRANGE-Gleichung lautet

d
fy - Efy/ = 2(3/ - y//> =0
und besitzt die allgemeine Losung y(t) = Cie + Cye ™. Fiir a < b lassen sich
die Parameter C; und C5 eindeutig aus den Randbedingungen bestimmen. Es gibt
also genau eine Losung yy der notwendigen Bedingungen (2.19). Mittels (2.7) sieht
man auch, dass yo das eindeutig bestimmte globale Minimum der Variationsaufgabe
liefert.

Andert man die obige Variationsaufgabe dadurch ab, dass man die zweite Randbe-
dingung y(b) = y, wegléisst, so erhélt man nun mittels der natiirlichen Randbedin-
gung die Randwertaufgabe

v =vy, yla) =y, YO0 =0

Auch diese Randwertaufgabe ist eindeutig l6sbar und liefert das eindeutig bestimm-
te globale Minimum der Variationsaufgabe.

Ein einfaches Beispiel fiir eine Variationsaufgabe, die keine C'-Lésung besitzt, hat
WEIERSTRAR angegeben.

Beispiel (2.24) (WEIERSTRAB 7)

1

Gesucht sei eine Funktion y € C'[—1,1], die das Funktional I(y) := [ t*y/(t)*dt
“1
unter den Nebenbedingungen y(—1) = —1 und y(1) = 1 minimiert.

"Karl Weierstra8 (1815-1897); Miinster, Braunschweig, Berlin
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Offensichtlich ist I(y) > 0 fiir alle zulédssigen Vergleichsfunktionen. I(y) =0 kann
nur fiir konstantes y erreicht werden. Aufgrund der geforderten Randbedingungen
ist daher fiir jede zuldssige C'~Funktion I(y) > 0.

Dennoch gilt inf{I(y) : y € X} = 0, wie man sich beispielsweise anhand der
folgenden einparametrigen Schar von zuléssigen Vergleichsfunktionen

tan(t
yte) = feanl/e) oy oy s,
arctan(1/e)

iiberzeugen kann.

-~ —1
Abb. 2.3  Vergleichsfunktionen y(¢,¢).

Eine Abschétzung des Zielfunktionals fiir diese Funktionenschar ergibt nédmlich

2 1 2 52 1 1
I . = < * dt
(- e)) arctan?®(1/¢e) _fl 2 + £2)? ~ arctan®(1/e) _fl 12 +¢?
€ 1 2e
= — - -arctan(? = —— — 0 fi 0.
arctan?(1/e) arctan(t/¢) -1 arctan(1/e) i ey

Fiir das WEIERSTRABsche Beispiel hat das Randwertproblem aus (2.19) keine C'-
Losung. Man wird also bei naiver Anwendung des Satzes nicht in die Irre gefiihrt.
dagegen sieht dies bei dem folgenden Variationsproblem jedoch ganz anders aus.

Beispiel (2.25)
Gesucht sei eine Funktion y € C'[0, 4], die das Funktional

4

I(y) = / (y(t) — 4y (0)?) dt

0

unter den Nebenbedingungen y(0) = y(4) = 0 minimiert.
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Das zugehorige Randwertproblem geméf (2.19) lautet
4" +y=0,  y(0) =y) =0

und besitzt damit die (eindeutig bestimmte) Losung yo = 0.

Diese ist jedoch keineswegs ein globales Minimum der Variationsaufgabe, wie ein
Vergleich mit der Parabel y(t) = ¢(4 —t) belegt. Der Grund fiir das ,, Versagen*
liegt darin, dass eine weitere notwendige Bedingung (nidmlich die Bedingung von
JACOBI) fiir dieses Beispiel nicht erfiillt ist. Ubrigens ist in diesem Beispiel g, auch
kein lokales Minimum der Variationsaufgabe (bzgl. der Maximumsnorm).

Wir sehen uns abschliefend zwei wichtige Spezialfille von Variationsaufgaben an,
bei denen man unmittelbar ein so genanntes erstes Integral der EULER-LAGRANGE-
Gleichung angeben kann. Damit ldsst sich das Randwertproblem im Wesentlichen
auf die Losung eines Differentialgleichungsystems erster Ordnung reduzieren.

Spezialfall (2.26): f = f(t,v).
Der Integrand der Variationsaufgabe moge von y explizit unabhéngig sein. Aus der
EULER-LAGRANGE-Gleichung folgt dann unmittelbar durch Integration:

Tyt y(t)) = C = const. (2.27)

Dies ist eine implizite Differentialgleichung erster Ordnung, die sich nach dem Satz
iiber implizite Funktionen unter der Regularititsvoraussetzung (2.21) lokal (eindeu-
tig) nach gy auflosen lisst. Die Losung und der (unbekannte) Parameter C' werden
durch die Randbedingungen festgelegt.

Beispiel (2.28)

Wir betrachten nochmals das Funktional aus Beispiel (2.5)d)
1

1) = [ o) VTH g7 de
0
mit einer stetigen Funktion p € C[0, 1].

Die zugehorige EULER-LAGRANGE-Gleichung besitzt nach (2.26) das erste Integral

o p(t) yo(t)
fy’(tayo) - 1+y6(t)2

Dieses Ergebnis hatten wir bereits in (2.5) ohne Beweis angegeben.

= (C = const.

Spezialfall (2.29): f = f(y,v).

Der Integrand der Variationsaufgabe mége von der Zeit ¢ explizit unabhéngig sein.
Man spricht dann von einer autonomen Variationsaufgabe.

Hier empfiehlt es sich, die sogenannte HAMILTON-Funktion® H : [a,b]xR** — R zu

8William Rowan Hamilton (1805-1865); Dublin
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betrachten. Diese wird - auch bei allgemeiner Problemstellung - wie folgt definiert:

H(t,y,y) = fty.y) — @) fytuy). (2.30)

Fiir autonome Variationsaufgaben ergibt sich dann mit der Kettenregel

d d
E(f(y,y’) - )" fyf(y,y’)) = (fyT y + fy y”) - ((?/’)T fy + )" Efy'>
d
= W) (5 - )

Damit folgt also, dass die HAMILTON-Funktion H = H(y,y’) ein erstes Integral der
EULER-LAGRANGE-Gleichung ist.
Fiir jede C* Extremale gilt also

H(yo(t),yp(t)) = C = const. (2.31)

(2.31) ist wiederum eine Differentialgleichung erster Ordnung, die sich unter der
Regularitéatsvoraussetzung (2.21) und der Annahme yj(t) # 0 (fiir alle ¢) lokal (ein-
deutig) nach yj, auflosen lésst.
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H.J. Oberle Variationsrechnung u. Optimale Steuerung
3. Klassische Variationsaufgaben

Wir sehen uns drei Beispiele an, die fiir die Entwicklung der Variationsrechnung
wesentliche Anstofle gegeben haben.

Beispiel (3.1) (Brachistochrone)

Wir betrachten als erstes JOHANN BERNOULLIs beriihmtes Brachistochronenpro-
blem.

Zu vorgegebenen Randdaten (a,y,), (b,yp) mit a < b, y, < y, wird eine auf |a, b]
stetige und auf ]a, 0] stetig differerenzierbare Funktion y gesucht, die das Funktional

- [ 5

minimiert unter den Nebenbedingungen y(a) =1y, und y(b) = yp.

Da das Variationsproblem autonom ist, verwenden wir (2.31) und stellen hierzu die
HAMILTON-Funktion auf. Wir finden

£o= 2y /(Y —y) _ y
T 2Oy e -y VI -y
H = f—yfy = ! c.

VIt iy

Es ist C7 # 0. Wir quadrieren die obige Gleichung und l6sen sie nach 3y’ auf. Es
ergibt sich:

2C — (Yo — v) ) 1

/

y = — 4/ — mit 2C = — > 0.
\/ Ya — Y 012

Mittels Trennung der Variablen und Integration folgt hieraus

)
Yo — 7
- dn = x—a.
/\/20_(:911_77) !
Ya

Zur Losung des Integrals empfiehlt sich nun die Substitution:

Yo —1n = 2C sin*(0/2) = C (1 —cosh).
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Man erhéalt hiermit
9
r—a / sin?(A/2)dd = C(f — sin#).
0

Insgesamt erhalten wir also fiir die gesuchte Extremale y = y(z) die folgende
Parameterdarstellung:

t—a = C(O—sinh), y—y. = —C(1—cosh), 0<0<by

Dies ist bekanntlich die Parameterdarstellung einer Zykloiden oder Radkurve. Die
(noch unbekannten) Parameter C' und 6; sind durch die Endbedingungen

b—a = C 0y —sinbs), yp—ya = —C (1 —cosby)
eindeutig festgelegt (Ubungsaufgabe).

In der Abbildung 3.1 sind die verbindenden Zykloiden fiir einen gemeinsamen An-
fangspunkt A = (a,y,) und verschiedene Endpunkte aufgetragen. Man spricht hier
von einem (uneigentlichen) Zykloidenfeld.

Es ist natiirlich anzumerken, dass der obige ,naive“ Losungsweg mathematisch
unvollstindig ist, da die Voraussetzungen der allgemeinen Problemstellung (1.2)
nicht erfiillt sind. Wie schon frither erwéhnt ist das Integrand des Zielfunktionals
in ¢ = a singuldr. Die berechnete Losung ist allerdings korrekt und der Losungsweg
ldsst sich auch durch eine geschickte Transformation richtigstellen, vgl. etwa
KosmoL(1992).

A=(ay,)

<

-L------------->

v

Q
O
x

Abb. 3.1 Zykloidenfeld.

Ausfiihrliche Informationen zum Brachistochronenproblem und seiner Geschichte
findet man auch in GOLDSTEIN (1980) , FUNK (1970) und DOMBROWSKI (1999).
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Beispiel (3.2) (Rotationssymmetrische Minimalfléiche)

Auch dieses Beispiel ist fiir die Entwicklung der Variationsrechnung von grofiem
Nutzen gewesen. Es wurde ausfiihrlich in den Vorlesungen von WEIERSTRAS be-
handelt. PLATEAU hat zu diesem Problem Versuche mit Seifenhduten durchgefiihrt
(PLATEAUsches Experiment), die spiter von SCHWARZ °, einem WEIERSTRAR-
Schiiler, verfeinert wurden.

Zu vorgebenen Randpunkten A = (a,y,) und B = (b,yp) mit a < b, ya, yp > 0
ist eine verbindende Funktion y € C'[a,b] gesucht, so dass der Rotationskérper,
der durch Rotation des Funktionsgraphen um die t-Achse entsteht, eine minimale
Mantelflache besitzt.

<

T

S T

Abb.3.2 Rotationssymmetrische Minimalfléche.

Mathematisch lautet die Aufgabe: Man bestimme eine Funktion y € C'[a,b], die

das Zielfunktional ,

Iy) = [ ot VIt a

a

unter den Nebenbedingungen y(a) = y,, y(b) = vy, minimiert.

Da das Problem autonom ist, verwenden wir zur Losung wieder (2.31). Fiir die
HAMILTON-Funktion erhalten wir

H = f—y/fy/ = —y - Cl > 0

Vi

Diese Gleichung nach y’ aufgelost liefert

9Hermann Amandus Schwarz (1843-1921); Halle, Ziirich, Berlin
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1
o 2 2
Yy _01 Yy (t) i

und hieraus mittels Trennung der Variablen:
t
y(t) = C) cosh (a + Cg).

Die gesuchte Funktion hat also die Gestalt einer Kettenlinie. Die Parameter C und
(5 miissen durch die vorgeschriebenen Randbedingungen festgelegt werden. Anders
als in Beispiel (2.38) ist dies jedoch keineswegs immer méglich. Sieht man sich alle
moglichen Kettenlinien durch den linken Randpunkt an, so stellt man fest, dass diese
einparametrige Extremalenschar einen Teilbereich K des Quadranten ¢t > a, y > 0
doppelt iiberdeckt; vgl. Abb 3.3.

Abb.3.3 Kettenlinien durch den Anfangspunkt A.

Liegt der Endpunkt B nun im Innern von K, so existieren genau zwei verbindende
Extremalen. Die untere dieser beiden Extremalen beriihrt die Einhiillende (Enve-
loppe) der Extremalenschar (Dies ist der untere Teil des Randes von K') und kann
deshalb, wie wir spéater sehen werden, keine Losung des Variationsproblems sein; sie
verletzt die notwendige Bedingung von JACOBI. Die obere Losung liefert dagegen
tatsdchlich die gesuchte Minimalfliche. Liegt der Endpunkt B unterhalb der Enve-
loppe, also auflerhalb von K, so existiert keine C2-Losung der Variationsaufgabe.
Allerdings konnte GOLDSCHMIDT (1831) fiir diesem Fall eine unstetige, verallgemei-
nerte Losung angeben.
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Beispiel (3.3) (Fermatsches Prinzip '°)

Licht breitet sich in einer Ebene ortsabhédngig mit einem Geschwindigkeitsbetrag
v(x,y) aus, der durch den (variablen) Brechungsindex des optischen Mediums an
der Stelle (z,y) gegeben ist. Nach dem Fermatschen Prinzip verlauft der Lichtweg
(Photonenbahn) zwischen zwei, nicht zu weit voneinander entfernten Punkten P =
(a,yq) und @ = (b, y,) so, dass die zur Durchlaufung benétigte Zeit minimiert wird.

Nehmen wir an, dass der Lichtweg als eine C'-Funktion y = y(z) darstellbar ist,
wobei x = x(t) mit der Zeit ¢ streng monoton wachsend und stetig differenzierbar
durchlaufen wird. Fiir die Bogenlinge s gilt dann bekanntlich ds/dz = /1 + 3’
und damit ergibt sich fiir die Geschwindigkeit mittels Kettenregel

ds ds dx

= — = —_— . = 1 12
v(@,y) dt dr  dt Y

Fiir die Durchlaufungszeit erhélt man damit die Darstellung
1+ y’ 2
Iy) = t; - / / Vit (3.4

Die Aufgabe ist es also, eine Funktion y € C'[a,b] zu bestimmen, die das Zielfunk-
tional I unter den Nebenbedingungen y(a) = y,, y(b) = y, minimiert.

Betrachten wir nun den Fall eines in y-Richtung isotropen optischen Mediums mit
v(x,y) = vg+ vz und vy # 0. Ferner sei y, # y,. Der Integrand des Zielfunk-
tionals ist dann von y unabhéngig, es liegt also der Spezialfall (2.29) vor. Aus der
notwendigen Bedingung (2.30) ergibt sich die Differentialgleichung

/

Y

Vi

Die Losungen hiervon erhilt man mittels der Substitution 3/ =: tan u. Es ergibt sich
die folgende Parameterdarstellung

= Cy (v +v ), mit konstantem C; # 0.

1 . Vo
r = sinuy — —, y = — cosu + Cs.
v, (%1 v;Cy

Die Losungen des obigen Variationsproblems sind also die Punkte P und @
verbindende Kreisbogen. Fiir v; = 0 ergibt sich als Grenzfall die Verbindungsgerade.

0Pjerre de Fermat (1601-1665); Toulouse
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Abb. 3.4 Lichtstrahlen fiir verschiedene variable Brechungsindizes.

Man erkennt an dem gepunktet gezeichneten Kreisbogen in der Abbildung 3.4, dass
die von uns postulierte Annahme, es handele sich um eine Variationsaufgabe fiir
Funktionen durchaus nicht immer erfiillt ist. Die Losung ist eben i. Allg. keine Funk-
tion y = y(x), sondern eine Kurve x(t) = (z(t), y(t)). Man hat daher die allgemeinen
Problemformulierungen auf den Fall von Kurven als Variable der Optimierungsauf-
gabe zu erweitern.

Wir werden diese Idee aber momentan nicht weiter verfolgen, sondern beschéftigen
uns im folgenden Abschnitt mit der etwas willkiirlich erhobenen Zusatzvorausset-
zung (2.12).
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4. Das Lemma von du Bois-Reymond !

Die in Abschnitt 2 angegebene Herleitung der EULER-LAGRANGE- Gleichung kann
im Hinblick auf den Wunsch nach minimalen Voraussetzungen nicht zufriedenstel-
len. Wir hatten die Existenz eines Minimums y, der Variationsaufgabe annehmen
miissen, aber dariiber hinaus sogar die C 2-Eigenschaft des Minimums. Diese letzte
Voraussetzung ist lediglich durch unsere Beweistechnik notwendig geworden, damit
die partielle Integration von (2.11) zu (2.13) durchfithrbar ist. Es ist naheliegend
nach einem Beweisverfahren zu suchen, dass diese Zusatzvoraussetzung entbehrlich
werden l&sst.

Die Grundidee hierzu besteht darin, in dem in (2.11) auftretenden Integral [ f, v+
fyv'dt den ersten Summanden durch partielle Integration umzuformen. Man erhélt
dann eine Relation der Form [ F(¢)v/(¢)dt = 0 und muss sich nun iiberlegen, welche
Folgerungen sich hieraus fiir F' ergeben. Hierzu hat zundchst bu BoOIis-REYMOND
eine Aussage geliefert, die spéter von von ZERMELO und HAAR verallgemeinert
wurde. Es ist dies eine zum Fundamentallemma (2.16) analoge Aussage.

Satz (4.1) (Lemma von du Bois-Reymond)

Fiir ein m € N werde durch

Xr o= {veCma,b] : v®(a) =v®(b) =0 fir k=0,...,m — 1}

m

der Vektorraum der C™-Testfunktionen erklért, vgl. auch (2.16).
Fiir eine stetige Funktion F' € C|a, b] sind dann die folgenden Aussagen dquivalent:

b
a) Fiir alle v e X™ | gilt: [ Ft)o™(t)dt = 0.

b) F € II,-1, d.h. Fist ein Polynom hochstens (m — 1)-ten Grades.

Beweis b) = a): Mit der Voraussetzung b) liefert m—fache partielle Integration

’ b
/ Fi)yv™ () dt = F oD

HPaul du Bois-Reymond (1831-1889); Freiburg, Tiibingen, Berlin
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a) => b):  Wir definieren v(™ als Differenz zwischen ' und der orthogonalen
Projektion von F' auf den Raum II,,_; der Polynomfunktionen vom Grad kleiner
oder gleich m — 1.

b
Dazu sei (u,v) := [u(t)v(t) dt das Standard-Skalarprodukt auf Cl[a,b] und

P, € 11, j = 0,1,... seien zugehorige Orthogonalpolynome, die sich mit Hil-
fe des GRAM—SCHMIDT-Orthogonalisierungsverfahrens aus der kanonischen Basis
1,¢,t%, ... ergeben. Insbesondere gilt (P;, P,) = 0 fiir j # k und (P, P,) # 0,
J,ked{0,...,m—1}.

Wir setzen also

’U(m)(t) = F(t) — Qg Pk(t), Qp = <F,Pk>/<Pk,Pk> .

Damit ist (™ eine stetige Funktion auf [a,b] und es gilt die Projektionseigenschaft

m—1
WM P = (F=Y a;P,P) = (F.P) — ax (P, i) = 0, k=0,...,m—1.
=0

Nun werden die v®, k=m —1,...,0 rekursiv als Stammfunktionen definiert
t
v®(t) = / v () dr; k=m—1,m-2,...,0.

Wir haben zu zeigen, dass v := v(® eine zulissige Testfunktion ist, dass also v in
X™ | liegt. Unmittelbar aus der Definition folgt v € C™[a,b] und v®(a) =0, k =
0,...,m— 1. Die noch fehlende Eigenschaft v®)(b) =0, k =0,...,m — 1 beweisen
wir induktiv mittels der Projektionseigenschaft — beginnend bei &k =m — 1:

D (b) = / W) dt = (o™, Py)/Poa) = 0,

a

da Py konstant ist und nicht verschwindet.

Gilt nun fiir ein k > 1: 0™ V() = ... = 0™ H(b) = 0, so folgt mittels partieller
Integration

da P,gk) konstant ist und nicht verschwindet. Hieraus folgt, dass auch v(™=*=Y(b) = 0
ist. Damit ist der Induktionsbeweis beendet und wir haben gezeigt, dass v € X" ;.
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Mit der Voraussetzung a) und der Projektionseigenschaft folgt nun schlielich
m—1 b
0 = (Fo™)y = (um 4 Z ag P, ™) = (p™ M) = /v(m)(t)2 dt,
k=0

a

m—1
also v™ = 0, und damit nach Definition von v™: F = Y a, P, € I,.1.
k=0

Ein wichtiger Aspekt des Lemmas von du Bois—Reymond ist eine Glattheitsaussage:
Gilt fiir eine nur stetige Funktion F' € Cla, b] die Eigenschaft a) aus dem Lemma,
so ist F' ein Polynom, also insbesondere eine C**—Funktion.

Folgerung (4.2)
Sind F, G € C|a, b] stetige Funktionen mit der Eigenschaft

Voe X! / F(t)v(t) + G v'(8) dt = 0,

soist G eine C'-Funktion auf [a,b] und es gilt F = G".
Beweis:

Partielle Integration des ersten Summanden liefert
b

+ / (G(t) — U@) o) dt = 0,

a

wobei U eine Stammfunktion von F, etwa U(t) := fcf F(r)dr ist. Da v(a) =
v(b) = 0, verschwindet der ausintegrierte Bestandteil und es ldsst sich das Lemma
von du Bois-Reymond mit m = 1 anwenden. Es gibt also eine Konstante C' € R

mit G(t) =U(t) + C fiir alle t € [a, b].

Ut) o) |

a

Die Differentiation dieser Relation nach ¢ liefert die Behauptung. O

Wendet man nun das Lemma (4.2) komponentenweise auf Relation (2.11) an, so
erhélt man die folgende Aussage.

Folgerung (4.3)

Ist o eine C'-Losung der Variationsaufgabe (1.2), so ist die Abbildung ¢ +
Tyt yo(t), yp(t)) € R™ auf [a, b] stetig differenzierbar.

Die notwendigen Bedingungen des Satzes (2.19) gelten also auch unter der schwéche-
ren Voraussetzung, dass y, lediglich eine C'-Losung des Variationsproblems ist.

Wir untersuchen im Folgenden noch die Frage, ob sich aus der Differenzierbarkeits-
aussage fir f,[t] = f,(t,v0(t),y,(t)) auch auf die stetige Differenzierbarkeit von y,
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selbst schliessen ldsst, d.h. ob die Zusatzvoraussetzung (2.12) in Abschnitt 2 doch
gerechtfertigt war.

Dazu gehen wir direkt auf die Definition der Ableitung zuriick und betrachten

%fyf(t,yo, ) = lim (fy’(t + h,yo(t + h),yo(t;li- h)) = fy (t,50(2), yo(t)))

Die rechte Seite wird folgendermafien in drei Summanden zerlegt
+ _fy’ (tv yO(t + h)7 yé(t + h‘)) - fy’ (ta yO(t)7 yé(t + h))]2

£ [ ).+ ) = (b0, 560)]

3

1

Auf diese wird (einzeln und komponentenweise) der Mittelwertsatz der Differential-
rechnung angewendet.

Es gibt also 6,; = 6,(h) €]0,1], i=1,...,n und j=1,2,3 mit

L = ny;t<t+9i71h,y0(t+h),y6(t+h)> he
.. = Zf;;g;,(t,yo(t) + Oia(yo(t +h) —yo(t)), yo(t + h)>T(y0(t +h) = yo(t)) e

s = D Forw (1 900),0h00) + Busluht + 1) — wh0))) (e + ) — (o)) e

Hierbei bezeichnet e; € R™ den ¢-ten kanonischen Einheitsvektor.

Dividiert man diese Ausdriicke wieder durch h und bildet die existierenden(!) Ein-
zelgrenzwerte fiir h — 0, so ergibt sich mit der Matrix

HER) = [, (65000, 50(8) + syt + 1) = h()) | € RO

die folgende Beziehung

lm [H<t; n) (yé(t + h})L - yé(t)> }

= Tt — Flos) — fyulte ) sh.
Der erste Faktor H(t;h) der linken Seite konvergiert gegen fy (%, vo,yp)- Ist diese
Matrix an einer Stelle ¢ regulér, so muss auch der zweite Faktor, das ist gerade der
Differenzenquotient von y;, dort fiir h — 0 konvergieren, d.h. y ist dort differen-
zierbar. Da ferner f,,[t] (als Funktion von ¢) stetig ist, ist 3, dann auch in einer
Umgebung dieser Stelle differenzierbar und somit (aufgrund der obigen Gleichung)
sogar stetig differenzierbar (f,,[t]”" ist ja ebenfalls eine stetige Funktion von t).
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Wir fassen das Ergebnis zusammen.

Satz (4.4) (Notwendige Bedingungen erster Ordnung I)
Fiir eine C'-Losung 3o der Variationsaufgabe (1.2) gelten

a) Die Funktion f,[t] = f,(t,y0(t),y;(t)) ist stetig differenzierbar.

b) yo ist Losung der Zweipunkt-Randwertaufgabe
/ d /
Fotsyo,u0) — = fy(ty0,55) = 0,
yila) = yia (i€L),  fyla) = 0(¢l),

yib) = yjp G€h),  fylll = 0 ¢&h).

¢) In allen Punkten ¢, in denen die Hesse-Matrix f,,[t] € R(™ regulir ist, ist yo
zweifach stetig differenzierbar. Die EULER-LAGRANGE-Gleichungen lassen sich
dort in ein explizites Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung umformen.

Variationsaufgaben mit héheren Ableitungen.

Mitunter treten klassische Variationsaufgabe auf, bei denen das zu minimierende
Funktional (in integraler Form) nicht nur die gesuchte Funktion und deren Ablei-
tung, sondern auch hohere Ableitungen dieser Funktion enthélt. Prinzipiell lédsst sich
der oben durchgefithrte Weg zur Gewinnung notwendiger Bedingungen ohne Pro-
bleme auf diesen Fall {ibertragen. Um die Notationen nicht zu aufwendig werden
zu lassen, betrachten wir im Folgenden den Fall einer skalaren gesuchten Funkti-
on und der maximal auftretenden Ableitungsordnung zwei. Die Variationsaufgabe
lautet dann

Variationsaufgabe (4.5)

Zu einer vorgegebenen C* Funktion f : [a,b] x R® = R und Indexmengen 1,, I, C
{0,1} sowie Randdaten y;,, y;p € R, i € I,, j € I, ist eine Funktion y € C?*[a, b]
zu bestimmen, die das Funktional

I(y) = / St y(t), 5/ (6), " (1)) dt (4.6)

unter den folgenden Nebenbedingungen minimiert

vy (a) = yia, y90b) = yjp, €1y, jE L (4.7)
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Die Menge der zuldssigen Vergleichsfunktionen lautet somit
X = {yeCab: ya)=tia, y9(b) =yjp, i € Lo, j € L},
und die Menge der zuléssigen Variationen ist gegeben durch
Xo = {veCa,b]: vDa)=0,v90)=0,i€l, j€ L}
Die GATEAUX-Ableitung des Funktionals lautet (yo € X, v € Xp):

b

Stio) = [ (K00 + Bl + ol ®)dr (08)

a

Schrinkt man die Variationen zunichst auf die Testfunktionen v € X2 C Xj ein, so
folgt durch mehrfache partielle Integration

b

0 (yo;v) = / (Sny[t] — Sifylt] + fyu[t]> V() dt = 0,

a

wobei S, f,[t] eine zweifache, S f,/[t] eine einfache Stammfunktion von f,[t] bzw.
fy[t] bezeichnet. Nach dem Lemma von du Bois-Reymond ist die Klammer unter
dem obigen Integral nun ein lineares Polynom. Zweimalige Differentiation ist daher
moglich und liefert die EULER-LAGRANGE-Gleichung

Al - (0l — Siot) = o (4.9)

Zur Bestimmung der natiirlichen Randbedingungen geht man auf (4.8) mit v € X,
zuriick und fiihrt die partiellen Integrationen nun in der anderen Richtung durch,
d.h. v/, v" werden integriert. Man erhélt

i) = Sl @) + (50— She)e] = o

a

Die natiirlichen Randbedingungen lauten somit

fyrla) =0, falls 1 ¢ I, fyr[b) =0, falls 1¢1I,

p i (4.10)
fy’ [CL] = %fy” [a], falls 0 ¢ Ia, fy’ [b] = Efy” [b], falls 0 ¢ ]b‘

Insgesamt haben wir als notwendige Bedingungen erster Ordnung die EULER-
LAGRANGE-Gleichung (4.9) sowie die vorgegebenen und die natiirlichen Randbe-
dingungen (4.7), (4.10) erhalten. Setzt man hinreichende Glattheit der Losung
(yo € C*) und eine geeignete Regularititsbedingung voraus, so stellt (4.9) eine
explizite Differentialgleichung vierter Ordnung fiir yo dar, die zusammen mit (4.7),
(4.10) eine wohldefinierte Randwertaufgabe bildet.

Im folgenden Beispiel werden wir die Form moglicher Randbedingungen durch
so genannte innere Punktbedingungen (Interpolationsbedingungen) erweitern.

33



Gleichzeitig schwichen wir die Glattheitsvoraussetzungen an die zuldssigen Ver-
gleichsfunktionen geringfiigig ab.

Beispiel (4.11)  (Interpolation durch kubische Splinefunktionen)

Zu einem vorgegebenen Gitter A := {tx < t; < ... < t,,} werde der Vektorraum
der stetig differenzierbaren und stiickweisen C 2 Funktionen definiert durch

[titis1] € CQ[tiatz‘—i-l] } (4.12)

Gesucht wird nun eine Funktion g, € C"?(A), die das Funktional

Ch2(A) = {y e Clto,tm]: Vi:y

tm

I(y) = / (1) di (4.13)

to
unter den Interpolationsnebenbedingungen y(t;) =v;, ¢ =0,...,m, minimiert.
Die Menge der zuldssigen Funktionen ist
X = {yeC(A): y(t) =y, (i=0,....m)},
die der zuléssigen Variationen
Xy = {veC"?A): v(t;)=0(i=0,...,m)}.

Fiir eine Losung der Variationsaufgabe yo € X ergibt die GATEAUX-Ableitung

tm
VoeXo: 0l(yo;v) = 2 /yg(t) V() dt = 0. (4.14)
to

Schrénkt man die zuldssigen Variationen zunéchst ein auf den Fall wv|y,, ., €
X2t tiv1] und w(t) = 0 fiir ¢ ¢ [t;,t;41] (i fester Intervallindex), so reduziert
sich das Integral in (4.14) auf ein Teilintervall und mit dem Lemma von du Bois—
Reymond folgt, dass y( intervallweise ein lineares Polynom ist, also

Vi Yol € Maltitia] . (4.15)

Fiihrt man nun intervallweise partielle Integration von (4.14) durch, so folgt (nun-
mehr fir alle v € X):
tit1
), ]
t;

= [ttt = siteope)] + 2

i=1

tit1

12 81i) = S [0 v0)

=0

— o' (D) vt

(6t = v (1)) v' (2.

Da die v/(t;) beliebige Werte annehmen kénnen, erhalten wir die natirlichen Rand-
bedingungen
yo € Clto,tm),  yo(to) = yo(tm) = 0. (4.16)
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Aus der Vorlesung Numerik ist bekannt, dass der natiirliche interpolierende kubische
Spline yo € X durch (4.15) und (4.16) eindeutig bestimmt ist und z.B. mittels eines
tridiagonalen linearen Gleichungssystems berechnet Wegden kann, vgl. Stoer (1999).

Wegen Iyo+o) = o) = Slwie) + [ o'ef at (4.17)
to

ist yp auch eindeutig bestimmtes globales Minimum der Variationsaufgabe. Ist
namlich v € Xy und v” = 0 (intervallweise), so folgt auch v = 0.

In der folgenden Abbildung 4.1 ist ein Beispiel fiir einen interpolierenden kubischen
Spline dargestellt.

Abb. 4.1 Natiirlicher kubischer Spline.
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5. Hinreichende Bedingungen, Konvexitéit

Wir haben in den letzten Abschnitten verschiedene Beispiele kennengelernt, bei de-
nen man zeigen konnte, dass der mit Hilfe der notwendigen Bedingungen gefundene
Losungskandidat yo auch tatsdchlich die vorgegebene Variationsaufgabe 16st. Dies
gelang mittels einer Ungleichung der Form

I(yo+v) — I(yo) > 0l(yo;v), (5.18)

fiir alle v mit yo + v € X. Vergleichen Sie hierzu (2.6), (2.7) aber auch (4.17).

Die obige Ungleichung lésst sich formal als TAYLOR—Entwicklung erster Ordnung mit
nichtnegativem Restglied interpretieren. Dies bedeutet aber gerade die Konvexitdt
des zu minimierenden Funktionals.

Eine Teilmenge X eines normierten Vektorraumes V' heifit bekanntlich konvez, falls
mit je zwei Punkten a, b € X auch die Verbindungsstrecke

[a,b] = {a+ A(b—a)] 0 < X <1}

zu X gehort. Sie heifit strikt konvez, falls fiir a # b die innere Verbindungsstrecke
Ja,b[:= {a+ A(b—a)]0 <X <1} im topologisch Inneren X° der Menge X liegt.

Schlieflich heifit ein Funktional 7 : X — R auf einer konvexen Menge X C V
konvez, falls fiir alle a, b € X und X € [0, 1] die folgende Ungleichung gilt

Ia+Ab—a)) < I(a) + AX(I(D) — I(a)). (5.19)

Gilt in (5.2) sogar < fir a #bund 0 < A <1, so heifit [ strikt konvex.

1(x)

S ____>
- mmm = ———-—--

x=a+\ (b-a) b

Q

Abb. 5.1 Konvexe Funktionen.
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Zwischen den Relationen (5.1) und (5.2) gibt es nun den folgenden Zusammenhang.

Satz (5.3)

Sei X C V nichtleer und konvex, I: X — R ein Funktional, das fiir alle yp € X in
allen Richtungen v € V' GATEAUX-differenzierbar ist. Dann gelten:

a) Das Funktional [ ist genau dann konvex auf X, wenn

Vyo,yo +v € X+ I(yo+v) > I(yo) + 0I(yo;v).

b) Das Funktional I ist genau dann strikt konvex auf X, wenn

Vyo,yo+veX, v#£0: I(yo+v) > I(yo) + 01(yo;v).

Beweis:

zu a) =: Ist I konvex, so gilt nach (5.2) fir yo, yo+v € X und X €]0,1]:
I(yo+Av) < I(yo) + A (L(yo +v) — I(wo))-

Dies umgeformt ergibt

I(yo + Av) — I(y)
A

< I(yo+v) — I(yo)-
Hieraus erhalten wir die Behauptung fiir A — 0.
< Zu a, be X und A€ [0,1] sei yo:=a+ A(b—a).
Mit v:=—A(b—a) folgt aus (5.1):
Iyo+v) = I(a) > I(a+A(b—a)) — XoI(yo;b—a)
und genauso mit w:= (1 —X) (b—a):
I(yo+w) = I(b) > I(a+A(b—a)) + (1 —X)dl(yo;b—a).

Multipliziert man nun die erste Ungleichung mit (I — ) > 0 und die zweite mit
A > 0 und addiert sodann, so erhdlt man

(1=XN1I(a) + XNI(b) > I(a+X(b—a)),
und damit (5.2).

zu b): Der Nachweis von <« erfolgt wie in a); allerdings wird b # a und
A €]0,1] vorausgesetzt.
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=: Da eine strikt konvexe Funktion auch konvex ist, folgt zunédchst fiir yg, yo+v €
X und v # 0 nach a):

1 1
I(y0+§v) > I(yo) + 55[(3/0;1)).

Aufgrund der strikten Konvexitdt hat man weiterhin

I+ 50) = Tw+o+5(-v)
< I+v) + 5 () = T +0)

= 5 G+ 0) + Tw).

Mit diesen beiden Abschitzungen folgt nun

1
I(yo +v) + I(yo) > 2[(y0+§'u) > 21(yo) + 01(yo;v).

Dies entspricht gerade der behaupteten Ungleichung (5.1) in strikter Form. O

Wir verallgemeinern nun die obige Definition von Konvexitdt, um hiermit auch
nichtkonvexe Definitionsbereiche X erfassen zu konnen.

Definition (5.4)

Ein Funktional I : X — R auf einer nichtleeren Menge X C V heifit konvexr auf
X, falls fiir alle yo, yo +v € X die GATEAUX-Ableitung 01 (yo; v) existiert und die
Ungleichung (5.1) erfiillt ist.

Es heiit strikt konvex auf X, falls die Ungleichung (5.1) fiir alle yo, yo + v € X mit
v # 0 strikt erfiillt ist.

Als unmittelbare Folgerung ergibt sich der folgende Satz iiber hinreichende Bedin-
gungen.

Satz (5.5) (Hinreichende Bedingung)

a) Ist das Funktional 7 : X — R konvex, so ist jedes yy € X, das die notwendige
Bedingung (2.4):
Vyo+ve X: 0l(y;v) = 0

erfiillt, ein globales Minimum von [ auf X.

b) Ist das Funktional I sogar strikt konvex, so gibt es hochstens ein yy € X, das
die obige notwendige Bedingung erfiillt. Ein solches yq ist dann das eindeutig
bestimmte strikte globale Minimum von I auf X.
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Speziell untersuchen wir nun Funktionale in integraler Form auf Konvexitét. Sei also

b

I(y) = /f@w@&ﬂmd@ y € C((a,b],RY),

wobei f € C?([a,b] x R?™).
Die Konvexitatsungleichung (5.1) lautet dann

b

[ (Ftan v+ ) = 7= 700 - AT @) e = 0. (50)

a

Wir verlangen nun (im Sinn einer hinreichenden Bedingung!), dass der Integrand
in (5.6) iiberall nichtnegativ ist. Fiir die strikte Konvexitidt des Funktionals lésst
sich dies noch etwas abschwéchen.

Definition (5.7)

[ heiBt (bei festem ¢ € [a, b]) beziiglich (y,y') € R" x R" stark konvex, falls fiir alle
(v, 9), (y+ v,y +') gilt

f(ta () + v, y, + U/) - f(ta Y, y/) Z fy(ta Y, y,) v+ fy’(ta Y, y/) Ul?
wobei Gleichheit nur fiir vT v = 0 auftreten darf.
Beachten Sie hier insbesondere den Unterschied zur strikten Konvexitat! Wir

erhalten wir nun die folgende Aussage zur Konvexitiat bzw. strikten Konvexitat des
Funktionals 1.

Satz (5.8)
Zu vorgegebenem f € C?([a,b] x R?™) sowie %4, ys € R® werde das Funktional

b
I(y) == [ f(t,y(t),y'(t))dt auf folgendem zuldssigen Bereich betrachtet
X = {y € C'([a,b].R")| y(a) = ya, y(b) = m}.

a) Ist (y,v') — f(t,y,y) fur jedes feste t € [a,b] konvex, so ist auch das Funk-
tional I konvex auf X.

b) Ist (y,vy') — f(t,y,y') fir jedes feste t € [a,b] sogar stark konvex, so ist das
Funktional I auf X strikt konvex.
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Beweis:
zu a): Dies ist mit (5.6) klar, da der Integrand fiir jedes ¢ € [a, b] nichtnegativ ist.
zu b): Nach Voraussetzung gilt fiir den Integranden von (5.6)
Pt o+ v+ ') — F1H] — £l 0(t) — [ 0'0) > o,
wobei Gleichheit nur fiir v(¢)Tv'(t) = 0 auftritt.

Wiirde (5.6) daher fiir ein v € Xy = {v € C'([a,b],R")| v(a) = b(b) = 0} mit
Gleichheit gelten, so wire v(t)T v/(t) = 0, fiir alle ¢ € [a, b].

Die Integration dieser Gleichung iiber [a, b] ergibt ||v(t)]|2 = const., t € [a,b], und
daher aufgrund der Randbedingungen v = 0. Damit ist die strikte Konvexitiat von
I gezeigt. O

Beispiel (5.9)

Zu minimieren sei das Funktional
1
1) = [y + yo?)
0

unter den Nebenbedingungen y(0) = 0, y(1) = 1.
Die notwendigen Bedingungen (4.4) liefern die Randwertaufgabe
d
dt
Dieses Randwertproblem hat die eindeutig bestimmte Losung yo(t) = ¢2.

fy fy =4 -2y =0, y0) =0, y(1) = 1.

Ist 9o nun tatséchlich eine Losung dieser Variationsaufgabe?

Man sieht unmittelbar, dass f(y,y’) =4y + (y')? auf R? stark konvex ist. Damit
ist das Funktional I nach Satz (5.8) auf X strikt konvex und g, somit nach Satz
(5.5) das eindeutig bestimmte strikte globale Minimum der Variationsaufgabe. Man
beachte insbesondere, dass f jedoch nicht strikt konvex ist.

Beispiel (5.10) (Geodétische auf einem Zylinder)

Zu bestimmen seien die Geodiitischen auf dem Zylinder z? + y*> — 1 = 0, also
die kiirzesten Kurven auf dem Zylindermantel, die vorgegebene Punkte A und B
verbinden. In Zylinderkoordinaten (7,6, z) mit

x=rcosf, y=rsinf, z=z, (r=1)

sei dann A = (04,2,), B = (0p,2,). O.E.d.A. setzen wir 0 < 6, — 6, < 7 voraus
und nehmen an, dass sich die verbindende Geodétische (in Zylinderkoordinaten) als
Funktion z = z(f) mit

z€X ={2€CY0,,0)): 2(0,) = 24, 2(0y) = 2}
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beschreiben lédsst. In kartesischen Koordinaten lautet die zugehérige Kurve dann
c(0) = (2(0),y(0),2(0))" = (cos,sind,2(0))"

und die Lange der Kurve c ist gegeben durch

L(z) = /\/1+z’(9)2d9.
Oa

Somit ist also L(z) iiber z € X zu minimieren. Die zugehérige EULER-LAGRANGE-
Gleichung lautet (vgl. (2.27))

2'/V1+ 2?2 = const.

und somit auch 2z’ = const. Da ferner z € X ist, erhalten wir insgesamt die
verbindende Extremale

20) = 20+ 22009, 0.<0<6,
96 - ea
Geometrisch beschreibt die zugehorige Geoditische ¢y(f) ein Teilstiick des Schnitts
des Zylinders mit einer die Punkte A und B enthaltenden Ebene. Die Ebene ist dabei
so gewahlt, dass der Hauptnormalenvektor der Kurve ¢q auf dem Zylindermantel
senkrecht steht.

Minimiert zy nun tatsichlich das Funktional L iiber X7

Der Integrand f(0,z,2') = v/1+ 22 hédngt nur von 2z’ ab. Man sieht unmittelbar,
dass f,r ., > 0 gilt. f ist daher als Funktion von 2z’ strikt konvex und somit auch als
Funktion von (z, 2’) (bei festem ) stark konvex!

Die Sétze (5.5) und (5.8) zeigen somit, dass z ein striktes globales Minimum von L
iiber X liefert.

41



H.J. Oberle Variationsrechnung u. Optimale Steuerung
6. Allgemeine Variationen

Neben den bisher behandelten Aufgaben treten allgemeinere Variationsprobleme
auf, bei denen Vergleichskurven mit Unstetigkeitsstellen (Spriingen oder Ecken) zu-
gelassen sind, oder bei denen die Endzeit unbestimmt (frei) ist. Um auch fiir der-
artige Probleme notwendige Bedingungen ableiten zu konnen, ist es erforderlich,
allgemeinere Variationen als die in Kapitel 2 angegebenen GATEAUX—Ableitungen
zu betrachten. Insbesondere werden wir Variationen untersuchen, die beziiglich des
Scharparameters € nichtlinear sind. Im Folgenden erweitern wir die Klasse der Va-
riationsaufgaben in mehreren Schritten.

A. Variationsaufgaben mit freiem Rand.

Wir betrachten Variationsaufgaben, bei denen weder die Anfangszeit (hier mit ¢,
bezeichnet) noch die Endzeit ¢, vorgegeben sein miissen. Sie bilden freie Parameter
der Aufgabe und sind ,,mit zu optimieren“. Weiterhin werden wir ein zusétzliches
additives Punktfunktional g in der Zielfunktion zulassen.

Variationsaufgabe (6.1)

Zu vorgegebenen C? Funktionen f:R?>*! - R und g:R?»"? — R, Teilmengen
I, I, C {1, ... ,n} und Randdaten v;,, y;p, @ € I, j € I, bestimme man Zeiten
ty < 1, sowie eine Funktion yo € C'([t,, 1], R"), fiir die das Zielfunktional

I(y;ta, ty) = g(ta ts, y(ta),y(ts)) + /f(tjy(t%y’(t))dt (6.2)

minimiert wird unter den Nebenbedingungen

yi(t(z> - yia; yj(tb) = yjb7 iEICH ]EIb (63)

Gesucht ist wieder ein globales Minimum.

Variationsaufgaben dieser Form, in der ein Punktfunktional in der Zielfunktion auf-
tritt, das von Anfangs- und Endpunkt der gesuchten Funktion abhéngt, sind zuerst
von MAYER'?) und BoLzA !3) untersucht worden.

Zur Herleitung notwendiger Bedingungen werden wir - wie zuvor - einparametrige
Scharen von Vergleichsfunktionen konstruieren. Allerdings miissen wir jetzt darauf
achten, dass auch die Anfangs- und Endzeiten mit variiert werden.

12 Adolph Mayer (1839-1907); Heidelberg
130skar Bolza (1857-1942); University of Chicago, Freiburg
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Wir nehmen an, dass die Variationsaufgabe (6.1) eine Losung (yo, t4, tp) besitzt,
wobeil ¢, < t, gelte. Ferner sei die HESSE-Matrix f,/,(t,%0,y) im gesamten
Intervall t, <t <t, regular. Mit den Ergebnissen aus Abschnitt 4 folgt dann, dass
yo sogar eine C*-Funktion auf [t ] ist.

Einbettung (6.4)

1. Es seien 7,, 7 : | — €0, 20[— R beliebige C*-Funktionen mit der Eigenschaft
7,(0) = t, und 7,(0) = t,. Wegen t, < t, ldsst sich gy > 0 so klein
wéhlen, dass 7,(¢) < 7,(¢) auch fiir alle || < gy gilt.

2. Essei ve Cl([ty, 1], R") beliebig.

3. Mit diesen Vorgaben bilden wir die folgenden Vergleichsfunktionen y(7,¢) fiir
le] <eo und 7 € [1a(e), ™(e)]:

_ TomlE)
) = et S g e (63)
y(r,e) = wyo(t) + cv(t).

Man beachte, dass die Funktionen yo und v auf dem festen Intervall [t,,t,] erklért
sind. Durch die Transformation 7 +— ¢ werden beide Funktionen auf ein variables
(von e abhingiges) Intervall [7,, 7] , gestreckt®.

(¢2]

Abb. 6.1 Zeitvariation [7,(g), 7(g)].

Wir berechnen die spéter benttigten partiellen Ableitungen der Variation y(7,¢):

y-(1,8) = (Z:j‘;) [y(’)(t) + sv’(t)}
w(re) = ot) = (et T (=) (22 [ + =v(0)]

Speziell fir ¢ =0 wird 7,(0) = t,, 7(0) =t, und 7 = t(r,0) = ¢t. Man erhélt
daher fiir t, <t <t,
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y-(t,0) = w'(t)

bt (6.6)
b(t,0) = 0(t) ~ (et (e = 7)) 04(0)
Die Ausdriicke
Oty = Tae = Tac(0), Oty = Tpe == Tpc(0) (6.7)
heiflen die ersten Variationen der Intervallgrenzen. Die Funktion
dy(t) = wv(t), ta <t <ty (6.8)

heifit die erste Variation der abhdngigen Variablen y. An den Intervallenden schrei-
ben wir abkiirzend 0y, := 0y(t,), oyp := Oy(ts)-

Bei den linearen Variationen des letzten Kapitels war stets oy = y.(¢,0). Fiir den
neuen Ansatz (6.5) erhalten wir jedoch aufgrund der Zeitvariation in (6.6) einen
zusatzlichen Korrekturterm.

Wertet man (6.6) speziell an den Intervallenden t,, t, aus, so erhdlt man

Yar = Yr(ta,0) = wo'(ta)

Yor = yr(t,0) = yo'(ty)

Yae = Ye(ta,0) = v(ta) — Ta=yo(ta) (09
We = Ye(ty,0) = v(te) — e yp(te) -

Wir setzen nun die Variation y(7,¢) in das Zielfunktional (6.2) ein:
’](8) = [<y(7 ‘€>7 Ta(g)a Tb(g))
= 97 b, Y(7a,€), y(m, ) + / f(ry(r,e),y- (7€) dr .

Fiir alle zuléssigen Variationen muss die erste Variation des Zielfunktionals 61 :=
J'(0) verschwinden. Wir rechnen dazu die Ableitung aus. Dabei sind bei der Diffe-
rentiation des Integrals auch die Integralgrenzen nach dem Parameter ¢ zu differen-
zieren. Man erhélt

5[ = J/(()) == gta Tae + gtb The

+ gp (Tac elta, 0) + 9(t0,0) )+ gp (e y-(15,0) + 3e(1,0) )

iy

b flolne — S+ [ (A5 0.00) + 55 uet0) db.

la
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Mit den Beziehungen (6.9) vereinfacht sich dies zu

0] = (gta - f[ta]> Tae + <gtb + f[%]) Toe + g;fa v(ty) + 9;3; v(ty)

tp

+ / (fyT ye(t,0) + fy yTE(t,O)) dt .

ta

Der zweite Summand im Integral wird durch partielle Integration umformt. Mit
Yre(t,0) = y--(£,0) = d/dt (y-(¢,0)) ergibt sich

ty . . ty ty J -
/ FEoyee(t,0)dt = fu[Tye(t,0)| / (5 fr) welt,0)dt
ta ta ta

= Solto]” (v(t) = me i (®)) = Fylt]” (v(ta) = 7oz wi(ta))

tp

_ / (% fy,>T y(t,0) dt .

la

Dies in den obigen Ausdruck eingesetzt, ergibt schliellich die folgende Darstellung
der ersten Variation

o = (g0 — Hltd) 0te + (00, + Ht]) oty

+ (gya —fy/[taDT@a + (9% +fy’[tb]>T5y” (6.10)

+ / = %fy/)TyE(t,O) dt |

ta
Hierbei bezeichnet wie friither

H(tyy) == fty.y) =y fy(tyy) (6.11)
die HAMILTON-Funktion der Variationsaufgabe (6.1).

Fiir alle zuldssigen Variationen (7,(¢),(¢),y(7,€)) muss die erste Variation nun
verschwinden. Hieraus lassen sich die notwendigen Bedingungen erster Ordnung ab-
lesen.

Wir fassen diese in folgendem Satz zusammen.
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Satz (6.12) (Notwendige Bedingungen erster Ordnung IT)

Sei (yo, ta, tp) eine C?-Losung der Variationsaufgabe (6.1) mit ¢, < t,. Dann
gelten die folgenden notwendigen Bedingungen:

a) Fiir alle t € [t,,t,] gilt die EULER-LAGRANGE-Gleichung (einseitige Ablei-
tungen an den Intervallgrenzen):

d

fult] — T

fy’[t] = 0.

b) Beziiglich der abhéngigen Variablen y gelten die natiirlichen Randbedingungen
(Transversalitdtsbedingungen)

dg ‘
ayai - fyi’[ta] =0, 1 ¢ I,
dg .

+ |t = 0, I

c) Ist die Anfangszeit ¢, bzw. die Endzeit ¢, nicht vorgeschrieben, so gilt die
natiirliche Randbedingung

g
o H[t,] = 0 bzw. ot + Hty) = 0.

Dabei ist H die HAMILTON-Funktion geméf (6.11).

dg

Beweis:

zu a): Wahlt man 7,(¢) = t,, m(e) =1y, und v € C*([ty, 1), R?) mit v(t,) =
v(ty) = 0 beliebig, so ist die zugehorige Variation (6.5) zuléssig und es gilt ot, =
oty = 0 sowie Oy, = oyp, =0, y-(¢,0) = v(t). Damit folgt die EULER-LAGRANGE-
Gleichung unmittelbar aus (6.10) und dem Fundamentallemma.

zu b): Fiir ein festes ¢ € {1,...,n} \ I, setze man 7,(c) = t,, m(e) = t,
vi(t) ' =t,—t und v; =0 fiir j # i. Die zugehorige Variation (6.5) ist zuldssig
mit 6t, = 9ty =0, 0Ys; =t —t, #0 und 0y,,; = 0 fiir (j # i), sowie dy, = 0.
Aus (6.10) und a) folgt somit die natiirliche Randbedingung

Analog konstruiert man eine zuléssige Variation fiir die natiirlichen Randbedingun-
gen am rechten Rand.

zu ¢): Wir betrachten 0.E.d.A. nur den linken Rand und wihlen die Einbettung
folgendermaBen: 7,(¢) =t, +¢, m(e) =t und v = 0. Die zugehorige Variation
(6.5) ist dann zuldssig mit 0t, = 1, dt, = 0 und dy, = dy, = 0. Die natiirliche
Randbedingung folgt damit aus (6.10) und a). O
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Beispiel (6.13) Newtonscher Rotationskérper kleinsten Widerstands'

Als Beispiel fiir eine Variationsaufgabe mit freiem Rand betrachten wir das NEW-
TONsche Problem der Bestimmung eines axial angestromten Rotationskorpers mit
geringstem Luftwiderstand. NEWTON hat dieses Variationsproblem bereits 1687
untersucht (also vor BERNOULLIs Brachistochrone) und hat den Beweis fiir seine
Losung 1694 in einem Brief an GREGORY mitgeteilt.

Es geht darum, die Form eines rotationssymmetrischen, axial angestromten Korpers
mit vorgegebener Lénge L und vorgegebener Dicke 2R zu bestimmen, so dass der
Korper minimalen Luftwiderstand hat. NEWTON nahm an, dass der Korper vor-
ne aus einer flachen Kreisfliche mit Radius r < R besteht, an den sich ein Ro-
tationskorper anschlieBt, dessen Mantelfliche durch eine (glatte) Funktion y =
y(x), r <z < R, beschrieben wird.

Abb. 6.2 Widerstandsminimaler Rotationskorper.

Aufgrund des NEWTONschen Ansatzes fiir den Luftwiderstand (die NEWTONschen
Uberlegungen hierzu sind beispielsweise im Buch von FUNK beschrieben) gelangt
man zu der folgenden Variationsaufgabe:

Zu vorgegebenen Daten R, L > 0 ist eine Anfangszeit r € [0, R[ und eine Funktion
y € C'[r,R] gesucht, die das Funktional

R
1 T

I(ry) = = _ Ty

(r,9) 5 " + /1—1—(1/)2 X

unter den Nebenbedingungen y(r) = L, y(R) = 0 minimiert.

4Tsaac Newton (1642-1727); Cambridge
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Das NEWTONsche Problem ist gerade eine Variationsaufgabe vom Typ (6.1) mit
freier Anfangszeit r und einem Punktfunktional g # 0. Wir wenden die notwendigen
Bedingungen aus Satz (6.12) an.

Mit f(z,y,y) = z/(1+y?) folgt die EULER-LAGRANGE-Gleichung

2z
fy/ = —W = O = konstarlt. (614)

Die natiirliche Randbedingung fiir die freie Anfangszeit - vgl. (6.12) ¢) - lautet hier
r — H[r] = 0, wobei H = f—1y f, die HAMILTON-Funktion bezeichnet. Eine
Umformung dieser Bedingung fiihrt auf

y'(r) = £ 1.
Aus geometrischen Griinden kommt nur das negative Vorzeichen in Frage.

Setzt man diese Beziehung nun in die EULER-LAGRANGE-Gleichung (6.14) ein, so
findet man C' =r/2 und damit — wieder aus (6.14):

dzy + r(1+@)H?* = 0.
Fiir eine numerische Losung differenzieren wir diese Differentialgleichung nochmals
und erhalten so die Randwertaufgabe
/

/! y /
= — = L R) =0 = -1
y r+ry(l+y'?) ’ y(r) , y(R) . y(r) )

die tiber dem variablen Intervall = € [r, R] zu losen ist.

Durch die Transformation =z =r+¢(R —1r), 0 <t <1 wird diese auf das feste
Intervall [0,1] transformiert.

Mit w(t) = y(z), w(t) = y'(x), ys(t) = r ergibt sich schlieflich das
Randwertproblem
i = y2 (R—ys)
g, = — Y2 (R —ys)
’ ys + t(R—ys) + yays (1+13) 1
ys = 0, (6.15)
yl(o) = Lv ?/2(0) = _17 yl(l) = 0.

(6.15) ist eine Zweipunkt-Randwertaufgabe in Standardform, die mit numerischen
Algorithmen, beispielsweise dem Programm BNDSCO, gelost werden kann. Fiir die
Parameter R =1, L =1, L =15 und L = 2 sind die hiermit berechneten
Rotationskorper in Abbildung 6.3 dargestellt.
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Abb. 6.3 Widerstandsminimaler Rotationskorper, L/R=1; 1.5; 2.

B. Variationsaufgaben mit gebundenem Rand.

Wir erweitern die Klasse der Variationsaufgaben auf den Fall nichtlinearer Rand-
bedingungen. Hierbei sind nun auch Kopplungen der Randdaten untereinander und
mit einer freien Anfangs- oder Endzeit zugelassen.

Variationsaufgabe (6.16)

Zu n, k € N und vorgegebenen C? Funktionen f : R - R, g¢:R*»"? 5 R
und 7 : R?"? 5 R* bestimme man Zeiten t, < t, sowie eine Funktion y, €
CY([tq, ts], R™), fiir die das Zielfunktional

I(y;ta ty) = g(ta ts, y(ta),y(ts)) + /f(t,y(t),y’(t))dt (6.17)

unter den Nebenbedingungen

T(ta7tb7y(ta)7y(tb)) =0 (618)
minimal wird.
Sei (yo, ta, ty) eine Losung dieser Variationsaufgabe mit ¢, < t, sowie yo € C2[tq, 1)
Die Annahme, dass 1y zweifach stetig differenzierbar sei, lasst sich unter der Re-

gularitdtsvoraussetzung fy,/[t] reguldr (V¢ € [t,,tp]) wieder mit den klassischen
Variationen aus Abschnitt 2 (bei festen Réndern) beweisen.
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Um redundante Randbedingungen auszuschliefen, nehmen wir ferner an, dass die
folgende (zweite) Regularititsbedingung (constraint qualification) erfiillt ist

Rang | Jr(ta, to, Yo(ta) Yo(ts))| = F, (6.19)

d.h. die JAcoBI-Matrix Jr der Randfunktion soll maximalen Rang besitzen.

Da Jr eine (k,2n + 2)-Matrix ist wird mit (6.19) insbesondere auch k < 2n + 2
vorausgesetzt. Im Fall k£ = 2n + 2 legen die Randbedingungen (6.18) die Anfangs-
und Endpunkte (t,,y(t,)) und (¢, y(ty)) bereits lokal eindeutig fest (vgl. den Um-
kehrsatz der Analysis). In diesem Fall ist (6.16) daher eine Variationsaufgabe mit
festen Réndern, die wir bereits in Kapitel 2 und 4 behandelt haben. Im Folgenden
nehmen wir daher k£ < 2n +2 an.

Wir betrachten eine Einbettung von y, analog zu (6.4). Wegen der zugelassenen
nichtlinearen Randbedingungen soll diese hier jedoch auch nichtlinear von dem Ein-
bettungsparameter € abhéngen kénnen.

Einbettung (6.20)

1. Esseien 7,, 7 : ] — €0, £o[—> R C?-Funktionen mit der Eigenschaft 7,(0) = ¢,
und 7,(0) = t,. Ferner gelte 7,(¢) < m(e) fiir alle |g| < €.

2. Essel z: [tq,ty)X | — €0, c0[—> R™ eine beliebige C?>~Funktion mit z(t,0) =
Yo(1).
3. Mit diesen Vorgaben bilden wir wie in (3.4) die Vergleichsfunktionen y(7,¢)

fir |e| <eo und 7 € [1,(g), ()]

t(r.e) = ta + 7(2) — 7a(2) (6.21)

y(r,e) = z(t,e).

Man beachte, dass die Variation z(¢,¢) der abhéngigen Variablen wieder auf dem
festen Zeitintervall [t,, ty] erklért ist und die Zeitvariation wie zuvor in einer zusétz-
lichen affin-linearen Streckung des Intervalls besteht.

Wir setzen diese Vergleichskurven in das Zielfunktional ein, betrachten also
‘](5) = [(y(a 6)7 Ta(€)7 Tb(g)) :

Mit einer analogen Rechnung wie in Teil A erhalten wir die erste Variation
51 = J(0) = (gta - H [ta]> ta + (gtb + H [th oty

tp

+ /(fy - %fy)Tyg(t,O) dt

la
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Hierbei ist — wie in (6.7) 0ty := T, := 74(0) und 6t := 7. := 7,.(0). Weiterhin
ergibt sich fiir ¢, <t <t

w(t,0) = =(1,0) — <Ta€+ttb__t;a (e —722)) wh(0).
Sy(t) = w(t) = z(t0), (6.23)
0Ya = 0y(ta), Oy = 0y(hy).

Fiir alle zuldssigen Variationen (6.21) muss nun die erste Variation dI des Zielfunk-
tionals verschwinden. Die sich hieraus ergebenden Folgerungen fassen wir wie folgt
zusamimen.

Satz (6.24) (Notwendige Bedingungen erster Ordnung IIT)

Sei (yo, ta, ty) eine C*-Losung der Variationsaufgabe (6.16) mit ¢, < t;, die die
Regularititsbedingung (6.19) erfiillt.

Dann gelten die folgenden notwendigen Bedingungen:

a) Fir alle ¢ € [t,,t;] gilt die EULER-LAGRANGE-Gleichung

d

fy[t] - %

fy/[t] = 0.

b) Es existieren LAGRANGE-Multiplikatoren v € RF, so dass die folgenden
natirlichen Randbedingungen (Transversalititsbedingungen) gelten

(i)

0 [Q—FVTT} — fylta = 0, [g—i—l/Tr] + fylte] = 0,

0Ya Ay
.. 0 T B 0 - B
(ii) o [g +v r} — H[t,] = 0, pT [g +v r} + H[t,)] = 0.

Hierbei bezeichnet H die HAMILTON-Funktion H := f —y/" Ty

Bemerkung (6.25) (Lagrange—Multiplikatoren—Theorem)

Die notwendigen Bedingungen (6.24) lassen sich als ein LAGRANGE-Multiplika-
toren—Theorem interpretieren: — Koppelt man die Randbedingungen (6.18) mittels
LAGRANGE-Multiplikatoren v € R* an das zu minimierende Funktional an, so
ergibt sich das so genannte erweiterte Funktional

[A(y;ta;tb) = g(taatbay(ta)ay(tb)) + VTT(taatbay(ta)ay(tb)) + / f(tvy(t)vy/(t)) dt.

Die notwendigen Bedingungen zur Minimierung dieses erweiterten Funktionals — bei

freien Randdaten t,, ty, y(t.), y(ts) geméB (6.12) ergeben genau auf die notwendigen
Bedingungen (6.24).
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Diese generelle Prinzip, Nebenbedingungen an das zu minimierende Funktional anzu-
koppeln, gilt fiir viele weitere Typen von Nebenbedingungen. Wir werden wiederholt
hierauf zuriickkommen.

Bemerkung (6.26)

Die notwendigen Bedingungen (6.24) stimmen fiir ein Variationsprobleme vom Typ
(6.1) mit denen aus Satz (6.12) iiberein. Die Randbedingungen haben namlich dann
die Gestalt

Ty = yie(ta)_yigaa E = 1,...,m1, [a = {il,...,iml},
Tmi4e = ng(tb>_ngbv = 17"'7m2a ]b = {jla"'7jm2}'

Die anderen Randdaten wy;(t,), ¢ ¢ I, und wy;(ty), j ¢ I, treten dagegen in r
nicht auf. Die notwendigen Bedingungen (6.24) b) fiir diese Indizes liefern gerade
die natiirlichen Randbedingungen von (6.12) b). Die Auswertung von (6.24) b)
fiir die Indizes ¢+ € I, und j € I, liefert dagegen lediglich Definitionen fiir die
LAGRANGE-Multiplikatoren v; bzw. v;.

Ist die Anfangszeit t, und/oder die Endzeit ¢, in Problem (6.16) vorgeschrieben,
so entfallen die entsprechenden natiirlichen Randbedingungen in (6.24)b)(ii). Die
anderen notwendigen Bedingungen bleiben hiervon unberiihrt.

Beweis zu (6.24)

zu a): Zunéichst erkennt man wie im Beweis zu Satz (6.12) (gleiche Variation), dass
yo die EULER-LAGRANGE-Gleichung auf [t,, t,] erfiillt.

zu b): Eine Vergleichskurve y(7,¢), 7,(¢) < 7 < 1(¢) geméf (6.20) ist genau dann
zuldssig, wenn fiir alle |e| < g gilt:

T(Tav Tb, y(Tav 5)7 y(Tb’ 6)) = 0.
Differenziert man diese Relation nach € und setzt dann € = 0 ein, so ergibt sich
(re,) Ota + (14,) 6ty + (15)" 0ya + (1y,)  Syp = 0 € R,

Hierbei ist zu beachten, dass nach unserer Notation Gradienten als Spaltenvektoren
geschrieben werden, so ist beispielsweise ,, eine (n, k)-Matrix.

Fasst man diese Relation mit der Bedingung 6/ = 0 geméf (6.22) zusammen, so
erhédlt man das folgende homogene lineare Gleichungssystem

Ot,
9t — Hl[td] 9u, + Ht] (gya — fy [ta])T (gyb + fy [tb])T oty _ 0
Tty T, (Ty )T (Ty, )T 0Ya o)’
OYp

welches fiir alle zuléssigen Variationen erfiillt sein muss.

Wir kiirzen dieses lineare Gleichungssystem mit A dw = 0 ab, wobei die Koeffizi-
entenmatrix A also eine (k + 1,2n 4 2)-Matrix ist.
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Der Kern des Beweises besteht nun darin zu zeigen, dass es (wenigstens) 2n+2—k
linear unabhéingige Vektoren dw = (8t,, dty, dyr,dyl)" zu zuldssigen Variationen
y(,e) gibt.

Ist dies gezeigt, so folgt ndmlich, dass der Kern der Matrix A wenigstens (2n + 2 —
k)—dimensional ist, und damit nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen
Rang(A) < k gilt. Aufgrund der Regularitdtsbedingung (6.19) sind aber die letzten
k Zeilen der Matrix A linear unabhéngig — diese bilden ja gerade die JACOBI-Matrix
Jr. Daher muss sich die erste Zeile von A als Linearkombination dieser k Zeilen
darstellen lassen, d.h. es gibt einen Vektor v € R*¥ mit g, — H[t,] = —vTry,,
G+ Hts) = ="y (93, — Fyltal) = =070, )T und (g, + )T = =27,
Diese Gleichungen bilden gerade die Behauptung der Aussage b).

Es bleibt also zu zeigen, dass sich wenigstens 2n + 2 — k linear unabhéngige Vekto-
ren dw konstruieren lassen. Wir wenden hierzu den Satz iiber implizite Funktionen
auf die Randbedingungen (6.18) an. Wegen der vorausgesetzten Regularititsbedin-
gung lédsst sich (6.18) nach k der Variablen (t.,t, y(t.),y(t)) auflésen, genauer: k
dieser (2n + 2) Variablen lassen sich als C*>-Funktionen der anderen 2n + 2 — k
Variablen (lokal eindeutig) darstellen. Die Idee ist, diese frei wiahlbaren 2n + 2 — k
Variablen jeweils unabhéngig voneinander zu variieren. Um komplizierte und forma-
le Indexschreibereien zu vermeiden, erlautern wir diese Idee fiir den Fall, dass diese
Auflésung folgende einfache Form hat (k =n + 1)

(tb7y(ta)> = (I)<taay(tb))' (627)

Hierbei sei @ eine auf einer Umgebung der Losung (4, yo(,)) definierte C*~Funktion
mit Werten in einer geeigneten Umgebung der Losung (¢, yo(t4))-

Wir variieren nun jeweils eine der Koordinaten von (¢,, (%)) und lassen die anderen
unverandert.

Zur Variation von t, setzen wir 7,(¢) := t, + ¢ und bestimmen 7,(¢) und z,(¢) fiir
hinreichend kleine |e] < gy aus den Randbedingungen (6.27):

(o(€), 2a(€)) = (7ale), yo(tr))-

Es ist klar, dass damit 7, und z, in C>-weise von ¢ abhiingen und dass — wegen der
lokalen Eindeutigkeit der Auflésung (6.27) — fiir ¢ = 0 die Losung reproduziert wird:
75(0) = tp, 24(0) = yo(ta). Damit setzen wir fiir t, <t < t, und || < &g

ty — 1
ty — tq

(Za(5> - yO(ta))'

z(t,e) = yo(t) +

Nach Konstruktion wird hiermit eine zuléssige Einbettung geméf (6.20) erklart. Fiir
die ersten Variationen ergibt sich

Sty = 1, &y, = 0. (6.28)

Analog gehen wir vor, um beispielsweise die j-te Koordinate von y(;) zu variieren
(7 € {1,...,n} fest). Wir setzen 7,(c) :=t, und 2z(e) := yo(ty) + € €;, wobei
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e; € R" den j-ten kanonischen Einheitsvektor bezeichnet. Fiir hinreichend kleines
le| < eo liegt (¢4, 25(¢)) dann im Definitionsbereich von ® und wir kénnen definieren:

(16(¢), 2a(€)) = P(ta, 2(€))-

Wiederum sind 7, und z, C?> Funktionen von e, die fiir ¢ = 0 die Losung repro-
duzieren: 7,(0) = tp, 24(0) = yo(ta). Fir t, <t < ¢, und |g| < gy setzen wir
dann

2(t,e) = yo(t) + v(t,e)

ty — ta

(120(6) = wo(t)) = () = wo(t)]).

u(te) = [z(e) —yolts)] +

Man iiberzeugt sich, dass auch diese Einbettung zuléssig ist und die folgenden ersten
Variationen ergibt
oty = 0, oyp = ey (6.29)

Mit (6.28) und (6.29) haben wir insgesamt n + 1 unabhéngige Variationen ow zu
zuléssigen Einbettungen konstruiert.

Es ist klar, dass eine analoge Konstruktionen moglich ist, wenn die Zahl der Rand-
bedingungen verschieden von n+1 ist, bzw. wenn sich die Randbedingungen anstelle
von (6.27) nach anderen Koordinaten auflésen lassen. O

Beispiel (6.30) (Periodische Randbedingungen)

Wir betrachten eine Variationsaufgabe mit periodischen Randbedingungen. Zu vor-
gegebenen Daten a < b € R und einer C*>Funktion f : [a,b] x R*" — R" ist das
Funktional

Ity) = / £t y(t), 5/ (8) di

unter der Nebenbedingung y(a) = y(b) zu minimieren.

Neben den iiblichen EULER-LAGRANGE-Gleichungen ergeben sich aus (6.24) mit
r = y(a) —y(b) die folgenden notwendigen Bedingungen

() = v = dld () = v = gl

Hierbei ist v € R" ein LAGRANGE-Multiplikator. Im vorliegenden Fall ldsst sich
dieser eliminieren und wir erhalten folgende Form der natiirlichen Randbedingungen

fyladl = fy[b].

Die geforderte Periodizitdt der Vergleichskurven hat also gerade die Periodizitét der
Funktion f, fiir die Losung der Variationsaufgabe zur Folge.
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Beispiel (6.31)

Zu minimieren sei das Funktional

tp
V14 y?
I(y) = /idt
0

Y
unter den Nebenbedingungen
y(0) =1 und (4, -9+ w? =19, y>0.

Dabei sei y € C'[0,t,] und yp := y(ty); die Endzeit t, sei frei.

Da der Integrand des Zielfunktionals von ¢ unabhéngig ist, muss die HAMILTON—
Funktion konstant sein. Wir erhalten

V14972 ! 1 1
H = f—yf, = VARV Y . fonstant
Yy y/1+y? y\/ 1+ 12 D

und hieraus mittels Trennung der Variablen

D2_ 2
Wity =D — y -2 YOV
Yy

— [ L gy = + [dt
/DQ_y2

— /DIy = £(t—C)

= (t—0)*+y* = D*.

Die Extremalen sind also Kreise mit Mittelpunkt auf der t—Achse. Aus der Anfangs-
bedingung y(0) = 1 folgt D? = C? + 1. Aufgrund der Randbedingungen macht nur
der Fall C' >0 Sinn. Wegen der Nebenbedingung y > 0 ist auch H =1/D > 0.

Zur Bestimmung der Konstanten C' und D benutzen wir nun die natiirlichen Rand-
bedingungen aus Satz (6.24) b):

ty frei  —> [u((tb—9)2 +oyty)? — 9)} Y H[t = 0,

Ity
0

Ay(ts)

y(ty) frei = [y((tb—gf +oylty)? — 9)] + fylt] = 0.

Als Ergebnis erhalten wir vier Gleichungen fiir die Unbekannten t;, y,, C' und v:
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t2 — 20t +y; = 1 (Endpunkt liegt auf der Kurve)

(ty—9)* + 97 = 9 (Endpunkt liegt auf dem Kreis)

1
2v(ty —9) + D = 0  (natiirliche Randbedingung fiir )
Yy ty—C -~ : .
vy, + = = 2vy, — = 0 (natiirliche Randbedingung fiir ),
D Yp - D

wobei D = v/(C? + 1 zu setzen ist.

Dieses nichtlineare Gleichungssystem besitzt nun eine eindeutig bestimmte Losung
mit C' > 0:

36498

024—ﬁ, tb— 5—|—6 s yb:\/<9—tb)'<tb—0), VvV =

Dabei ist § = 1/18. Die Extremale lautet schliefllich:

yot) =V1+20t—12, 0<t<t,.

Man beachte, dass der Graph von o im Endpunkt (¢,,y,) senkrecht (transversal =
querlaufend) auf der Zielkurve steht.

y

Abb. 6.4 Extremale zu Beispiel (6.31).
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H.J. Oberle Variationsrechnung u. Optimale Steuerung

7. Nichtglatte Extremalen und
Aufgaben der optimalen Steuerung

Bisher hatten wir Variationsaufgaben fiir glatte, also wenigstens stetig differenzier-
bare Funktionen behandelt. Daneben gibt es jedoch Variationsaufgaben, die keine
glatte Losung besitzen, wohl aber - in natiirlicher Weise - solche mit Ecken (Unste-
tigkeitsstellen der ersten Ableitung) oder sogar Springen (Unstetigkeitsstellen der
Funktion selbst). Solche Losungen treten beispielsweise dann auf, wenn zusétzliche
Ungleichungsnebenbedingungen erfiillt werden miissen. Man spricht dabei auch von
Variationsaufgaben mit gebrochenen Extremalen.

In Analogie zum letzten Abschnitt leiten wir fiir solche Variationsaufgaben not-
wendige Bedingungen her. Dazu nehmen wir an, dass die Losung nur endlich viele
Spriinge oder Ecken besitzt und konstruieren in jedem der Teilintervalle unabhéngig
Einbettungen wie in Abschnitt 6.

A. Nichtglatte Extremalen.

Wir definieren zunéchst als Klasse der zulédssigen Vergleichsfunktionen die stiickweise
CF-Funktionen.

Definition (7.1)

Es seien s, £, k € Ny und n € N.
a) Mit Z, werde die Menge aller Zerlequngen A = (tq,t1,...,ts,1p) mit t, <
ty < ...<ts <ty eines Intervalls [t,,t,] mit s inneren Knoten bezeichnet.

Man beachte, dass hierbei weder die Anfangszeit t, noch die Endzeit ¢, vor-
gegeben sein miissen. Ist dies jedoch der Fall, so schreiben wir statt dessen
Zglta, ty).

b) y heift eine stickweise Ck—Funktion (mit Werten in R™ und s inneren Knoten),
wenn es eine Zerlegung A = (t, = to, t1,...,ts, ts41 = tp) € Zg gibt, so dass die
Funktion y das Intervall [t,,¢,] in den R™ abbildet, in den Randpunkten ¢,
stetig ist und in jedem halboffenen Teilintervall [¢;,¢;[ eine C*Fortsetzung
auf das abgeschlossene Intervall [t;, ;1] besitzt, also

V ] € {O,...,S} . 3 g] € Ck([tj,t]+1],Rn) . y|[tj,tj+1[ = gj‘[tj,thrl[‘
Insbesondere besitzen damit alle Ableitungen von y bis zur Ordnung k in den
Rand- und Zwischenpunkten einseitige Grenzwerte. Diese werden wie iiblich
mit

Yt = g (), v = gh(),  v=0,. 0k,

bezeichnet.
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c¢) Mit C* werden die stiickweisen C¥~Funktionen mit s inneren Knoten bezeich-
net, mit C¥(A) oder auch C¥(A,R") diejenigen C*~Funktionen, die zu einer
vorgegebenen Zerlegung A € Z, gehoren. SchlieBlich werden mit C*[t,, ]
oder auch Ck([t,,t;],R") diejenigen C*Funktionen bezeichnet, die zu einer
Zerlegung A € Zg[t,, tp] mit den festen Anfangs- und Endzeiten t,, ¢, gehoren.

d) Fiir ¢ < k werden mit C%*% bzw. C4*(A) oder C4*[t,,t,] diejenigen CF—
Funktionen bezeichnet, die zugleich (globale) C*~Funktionen sind.

yeC;

A

Abb. 7.1 Stiickweise C'—Funktionen.

Fiir diese Funktionsklassen ldsst sich nun die folgende Variationsaufgabe formulieren.

Problem (7.2). (Variationsaufgaben mit Spriingen)

Zu s € Ny, n, k € N und vorgegebenen C*-Funktionen f: Rt 5 R, g¢:R**2x
REs+27 5 R und r: R x RZ+2)7 5 RF bestimme man eine Zerlegung A =
(ta,t1,.. . ts, ty) € Zy und eine Funktion y € C }(A, R™), fiir die das Zielfunktional

I(y;A) = g(tmtl,...,ts,tb,y(ta),y(tf),y(tf),...,y(t;),y(t:),y(tbm
( (7.3)
+ tff(t,y(t),y’(t))dt

unter den Nebenbedingungen

T(tm b1, ls, to, y<ta)7 y<t;)7 y(tf% s 7y(tg)a y(t;r>7 y(tb)> =0 (74)

minimal wird.
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Es sei angemerkt, dass bei der obigen Formulierung des Variationsproblems maxi-
male Freiheiten zugelassen sind. Weder sind Anfangszeit noch Endzeit vorschrieben,
weder die (unbekannten!) Zwischenzeiten ¢;, noch die Spriinge in der Losung y der
Variationsaufgabe. Einzig die Anzahl s der moglichen Sprungstellen ist fixiert, und
dies aber auch nur im Sinn einer maximalen Anzahl.

Will man dagegen die zuléssigen Vergleichsfunktionen einschréanken, also etwa die
Anfangs- oder Endzeit oder die Sprungzeitpunkte vorschreiben — oder nur stetige
Vergleichsfunktionen zulassen, so kann man diese Nebenbedingungen durch Festle-
gung der Funktion 7 in (7.4) einbringen. Fiir eine vorgegebene Anfangszeit a setzt
man beispielsweise r; = t, —a = 0. Um die Stetigkeit der Vergleichskurven zu
gewdhrleisten, kann man etwa r; = y(t]) — y(t;) = 0, j = 1,...,s setzen.
Natiirlich lassen sich auch gewisse Sprunghthen dadurch vorschreiben, dass man
etwa vorschreibt ;1= y(t]) — h;(t;, y(t;)) = 0, wobei h; eine vorgegebene Funkti-
on ist, die den rechtsseitigen Grenzwert der gesuchten Funktion y in Abhéngigkeit
vom linksseitigen Grenzwert festlegt.

Zur Herleitung der notwendigen Bedingungen gehen wir wieder analog zum Weg in
Abschnitt 6 vor, wobei wir die Variationen unabhéngig fiir die einzelnen Teilinter-
valle ansetzen.

Sei also (yo, A) eine Losung von (7.2), wobei A = (tg =t, < t; < ... <ty < tgy =
ty) € Zs. Wir nehmen an, dass yp, genauer die intervallweisen C'-Fortsetzungen von
Yo, auf den (abgeschlossenen) Teilintervallen zweifach stetig differenzierbar sind.
Schlieflich setzen wir wieder eine Regularitéitsbedingung fiir die Rand— und Sprung-
bedingungen voraus:

Rang[Jr(ta,tl,...,tb,yo(ta),yo(tf),yo(tf),...,yo(tb))} =k (7.5)

und konstruieren eine Einbettung wie folgt:

Einbettung (7.6)

1. Zu einem gy > 0 seien 7, = To, T1, ..., Tes1 = Tp : | — €0,60[—> R C*-
Funktionen mit der Eigenschaft 7;(0) = ¢;, j =0,...,s+1 und 7,(¢) <
() < ... <T7s(e) <m(e) fiir alle |e] < .

2. Essel z: [ty tpy]x]—¢c0,e0]—> R" eine beliebige Funktion mit z(¢,0) = yo(t),
die sich auf jedem Teilquader [t;,t;+1[x]— 0,0 durch eine C*~Funktion auf
[tj,tj11]X] — €0,e0[ fortsetzen léasst (j = 0,...,s). Der Einfachheit halber
werde diese Fortsetzung im Folgenden ebenfalls mit z bezeichnet. Nach (7.1)
sind damit auch die Grenzwerte z(tj[,e), zt(tj[,a), zg(tj[,s) und zts(tji,e)
erklért (als die entsprechenden Ableitungen der lokalen Fortsetzungen).

3. Mit diesen Vorgaben bilden wir die Vergleichsfunktionen y(7,¢e) fir |e| < &g
und 7 € [1,(g), 1(e)]:

t(r,e) = t; + Tji(;)Ti(ij(g) (i1 — 1), 7(e) <7 < 754a(8) _
y(r,e) = z(t(r,e),e), Tule) <7 < 1(e).
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Mit dieser Konstruktion ist y(-, ) fiir jedes |e| < gy eine C*-Funktion zum Gitter
A(e) = (1a(e),1(g), ..., (€)), und damit eine zulissige Vergleichsfunktion fiir das
Variationsproblem (7.2). Sie erfiillt allerdings i. Allg. nicht die Randbedingungen

(7.4).

Wir setzen diese Vergleichsfunktionen in das Zielfunktional ein und erhalten

(y(-2), Ale))

= g<7—a77—17" 7—87Tbvy(7-a7‘€)7y(7-fa6)73/(7—1 75)7"'7y(7-b7€)>

~

J(e) =

+ > f f(ry(r,e),y-(7,¢e)) dt .
Jj=0 =

Im Folgenden denken wir uns y in jedem Teilintervall ersetzt durch die entsprechende
C?-Fortsetzung. J(g) hat nach Voraussetzung fiir alle zulissigen Vergleichskurven
(die (7.4) erfiillen) in € = 0 ein lokales Minimum. Die Differentiation nach ¢ liefert
nun in Analogie zur Herleitung in Abschnitten 6 den folgenden Ausdruck fiir die

erste Variation des Funktionals

ol = J/<0) = Gty Tae T thj Tje T Gt Toe
j=1

+ g;z (TCLE y7’<ta70) + ys<ta70))

n Z[ . (T]syq-t ,0) + ye(t;,())) + g‘;l} (TjsyT(t ,0) + ys(t;o))}

+ g; <Tb€ yT<tb70) + ys(tb70)>

+ Z [f[tjll] Tisre — flt]] e + / (f;F y-(t,0) + fiF ym(t,O)) dt].
=0 ;

Fiir die Ableitungen der Vergleichskurven ergibt sich analog zu Fritherem

yr(1,0) = 2 (t,0) = yo'(t)

t—1,;

ye(t,0) = 2(t,0) — (Tjg+t—]

(Tj+1,s_7_j€)) yé(t), tj <t<tj+1.
i1~ U

Diese Groflen sind zunéchst nur fir ¢ € [t,,t)] \ {t1,...,ts} definiert; in den ¢,
existieren jedoch beide einseitigen Grenzwerte.

Der Integralausdruck in der ersten Variation wird nun wieder durch partielle Inte-

gration umgeformt.
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Mit den Variationen (j =0,...,s+ 1)

(5tj = Tja(O), 5ta = (Sto, (575[, = (5t5+1,
(7.8)

Sy; = z(t;,0), Yo = 0yg, oyp = Oy

erhalten wir (nach einiger Rechnung) die folgende Darstellung der ersten Variation

1) dta + 3 (g, + Hlt) = HE) oty

Hikl) ot + 3
)

oty

Gty —

- (
+ (gtb + th
(gya - fy ) 0Ya
+ ; { (gy; + fy [t;])T Sy; + (gy; — fy [tjDT 6yj+}
T
+ (o dyln]) ou

+ :fb (fy - %fy’)Tys(t>0) dt ,

Mit (7.9) ist nun eine sehr allgemeine Form der ersten Variation hergeleitet worden,
die alle bisher behandelten Félle aus den Abschnitten 2 und 6 umfasst.

Mit einer analogen Beweistechnik wie im Beweis zu Satz (6.24) b) lassen sich aus
(7.9) nun mittels zuléssiger Variationen, das sind solche, die die allgemeine Randbe-
dingung (7.4) erfiillen, notwendigen Bedingungen ableiten. Ebenso wie zuvor wird
die Regularitéitsbedingung (7.5) benétigt, um hinreichend viele unabhéngige Varia-
tionen konstruieren zu konnen. Das Ergebnis ist im folgenden Satz zusammengefasst.

Satz (7.10) (Notwendige Bedingungen erster Ordnung IV)

Sei (yo, A) eine C2~Lisung der Variationsaufgabe (7.2) mit A = (tg =t, < t; <
<ty <ty =ts11) € Ls und es sei die Regularititsbedingung (7.5) erfillt. Dann
gelten die folgenden notwendigen Bedingungen:

a) Fir alle t € [ta,t] gilt die EULER-LAGRANGE-Gleichung (mit jeweils ein-
seitige Ableitungen in den Knoten't;, j=0,...,s+1):

d

fy_afy’ =0

b) Es existieren LAGRANGE-Multiplikatoren v € RF, so dass die folgenden
natiirlichen Randbedingungen oder Transversalitdtsbedingungen gelten

(G=1,...,5)
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I I A N R A DI

Oyp
O R I TR R A
(i) a%[gwﬂ ~Hit) = o, a%[gwﬂ +HE] = o0,
() grlovm] + m) - Hg) - o

Hierbei bezeichnet H wiederum die HAMILTON-Funktion H = f — y’Tfy/.

Bemerkungen (7.11)

a)  Wie zuvor ldsst sich Satz (7.10) als ein LAGRANGE-Multiplikatoren—Theorem
interpretieren:

Die Randbedingungen (7.4) werden mittels LAGRANGE-Multiplikatoren an das zu
minimierende Funktional angekoppelt. Fiir das erweiterte Funktional

A

P A) = (g + /) + / £t y(t). (1)) dt.

werden sodann die notwendigen Bedingungen (ohne weitere Nebenbedingungen) auf-
gestellt. Man erhélt auf diese Weise genau die notwendigen Bedingungen von Satz
(7.10).

b) Einige fest vorgegebene Randdaten einer Variationsaufgabe lassen sich ein-
fach dadurch beriicksichtigen, dass die entsprechende natiirliche Randbedingung aus
(7.10)b) entfallt.

Sind beispielsweise Anfangs- und Endzeit fest vorgegeben, t, = a und ¢, = b, so lésst
sich dies mit Hilfe der Randbedingung r; := t, — a und ry := t;, — b beriicksichtigen.
Die zugehorigen natiirlichen Randbedingungen gemé$ (7.10) lauten dann

v, — Hla] = 0, 1 + Hb = 0.

D.h. hierdurch werden lediglich die LAGRANGE-Multiplikatoren v4 und vy definiert.
Da diese Multiplikatoren aber ansonsten nicht auftreten, kénnen diese Bedingungen
einfach entfallen.

Das Gleiche gilt bei fester Vorgabe von Sprungzeiten (z.B. bei Interpolationsbedin-
gungen). Hier entfillt entsprechend die natiirliche Randbedingung (iv).
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Ebenfalls brauchen die zu vorgegebenen Anfangs- bzw. Enddaten von y zugehorigen
natiirlichen Randbedingungen (i) nicht beriicksichtigt zu werden.

Anwendung (7.12) (Extremalen mit Ecken)

Wie wir schon bemerkt hatten, kann es auch bei klassischen Variationsaufgaben
von Typ (1.2) sinnvoll sein, die zuldssigen Vergleichsfunktionen auf die Klasse der
stetigen und stiickweise stetig differenzierbaren Funktionen auszudehnen.

Gesucht sei also eine Funktion yo € C2'([a, b], R"), die ein Funktional

b

I(y) = / St y(t). /() dt

a

unter den Nebenbedingungen
yi(a) = Yia, 1 € Lo und  y;(b) = iy, i € L.
minimiert.

Der Unterschied zur klassischen Variationsaufgabe besteht also lediglich darin, dass
die zuldssigen Vergleichsfunktionen s mogliche Knickstellen im Intervall [a, b] haben
konnen.

In der Formulierung (7.2) setzen wir g := 0 und definieren die Randbedingung durch

y’L(a) — Yia, (Z € [a)
r o= Yi(b) — Yiv, (i € 1)
y@j) - y(t;)v (] =1,... 75)

Aus (7.10) erhalten wir damit die folgenden natiirlichen Randbedingungen

(1) fy;[a] = 07 Z¢ ICH fy{[b] = 07 Z¢ Iba

(iii) entfillt,

(iv) H[t;] — H[tj] = 0, j=1,...,s

Aus (ii) ldsst sich nun der Multiplikator v, € R™ eliminieren. Wir erhalten die so
genannte erste WEIERSTRASS—ERDMANNSCHE-Eckenbedingung

felty] = feltfl, i=1....s (7.13)
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Die zweite Bedingung (iv), die in den Knickstellen erfiillt werden muss,

Hit;] = Hit, =1, (7.14)

heifit zweite WEIERSTRASS—ERDMANNSCHE-Eckenbedingung.

Beispiel (7.15)

7Zu minimieren sei das Funktional
2
1) = [ vy d
0

unter den Nebenbedingungen y(0) = 0, y(2) = 1.

Wie untersuchen zunichst die notwendigen Bedingungen fiir eine C'-Loésung der
Variationsaufgabe. Eine einfache Rechnung zeigt

fy = 2v%y
H = f-yfy =y 01-y?
Aufgrund der notwendigen Bedingung (2.31) ist H = — C konstant. Wir unter-

scheiden die Falle
(i) C =0 = y=0odery = =1

i) C#0 = ¢y ==+\y*> - Cly.

Im zweiten Fall liefert die Integration der angegebenen Differentialgleichung mittels
Trennung der Variablen die rechtwinklige Hyperbelschar

(t + D> — > = C.

Setzt man nun hierin die Randbedingungen ein, so ergibt sich D = —3/4 und C =
9/16. Diese Hyperbel liefert jedoch keine, die Randpunkte verbindende Funktion,
vgl. die Abbildung 7.2.

Zusammen mit den Losungen aus Fall (i) stellen wir also fest, dass es keine C'-
Losung der EULER-LAGRANGE Gleichung gibt, die die Randpunkte verbindet.

Wie sieht es aber aus, wenn wir Losungen mit Ecken zulassen? Eine solche Losung
muss sich aus Teilstiicken gem#f (i) und (ii) zusammensetzen, da ja die EULER—
LAGRANGE Gleichung unveréndert gilt, wenn auch intervallweise. Diese Zusammen-
setzung aus verschiedenen Teilstiicken konnte im Prinzip auf viele unterschiedliche
Weisen geschehen. Hier helfen uns nun die beiden WEIERSTRASS-ERDMANNSCHEN
Eckenbedingungen: In jeder Ecke ¢; gelten hiernach

Hlt;] = H[t]] wnd fy[t;] = fy[t]].
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Aus der Stetigkeit der HAMILTON-Funktion folgt, dass eine Losung nur aus
Teilstiicken des Typs (i) bestehen kann. Aus der Stetigkeit von f,, folgt weiter,
dass in jeder Ecke y(t;) =0 gelten muss, d.h. Ecken kann es nur auf der t—Achse
geben. Diese Bedingungen legen die Losung schon eindeutig fest:

0, 0<t
Yo(t) = {

t—1, 1<t

IN

L,

IN

2.

Abb. 7.2  Extremale zu Beispiel (7.15).

B. Aufgaben der Optimalen Steuerung.

Wir wollen die allgemeine Variation (7.9) bzw. die Folgerungen aus dieser dazu be-
nutzen, uns einen Einblick in die notwendigen Bedingungen fiir unrestringierte Op-
timalsteuerungsprobleme zu verschaffen. Dabei setzen wir (zunédchst ohne Beweis)
voraus, dass sich auch Nebenbedingungen in Form von Differentialgleichungen (ana-
log zu den Randbedingungen) unter gewissen Regularitétsvoraussetzungen an das
zu minimierende Funktional ankoppeln lassen. Allerdings sind hierbei die LAGRAN-
GE-Parameter zeitabhéngige stetige Funktionen. Fiir einen Beweis dieser Aussage
wird auf die spateren Abschnitte verwiesen.

Gegeben sei also eine Aufgabe der optimalen Steuerung in der Standardform (1.8)
Problem der optimalen Steuerung (1.8)

Zu gegebenen (hinreichend glatten) Funktionen

g € CYR™R), fo € C*[a,b] x R**™ R), f € C*[a,b] x R"™ R") und
r € C*(R*, RF)
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ist eine stetige und stiickweise stetig differenzierbare Zustandsfunktion xo, €
C%!([a,b], R™) sowie eine stiickweise stetige Steuerfunktion uy € C 4([a,b],R™) so
zu bestimmen, dass das Zielfunktional

I(z,u) = g(z(a),z(b)) + /fo(t,a:(t),u(t))dt (7.16)

minimiert wird unter den Nebenbedingungen
Z(t) = f(t,z(t),u(t)), a<t<b, (7.17)
r(z(a),z(b)) = 0. (7.18)

Wir bilden nun mit stiickweise stetigen adjungierten Variablen A € C 4([a,b], R™)
das erweiterte Funktional

b

I = g(z(a),z(b)) + /(fg(t,:c,u) + N(f(t,z,u) — 2')) dt (7.19)

a

und bestimmen die notwendigen Bedingungen erster Ordnung fiir eine stationére
Losung (xg,ug, Ap) von I unter der Nebenbedingung (7.18). Hierbei werde wieder
die Regularitét der Randvorgabe, Rang[Jr(xzo(a), zo(b))] = k, vorausgesetzt; vgl.
(7.5).

Die notwendigen Bedingungen aus (7.10) lassen sich nicht direkt auf das obige Pro-
blem anwenden, da weder u noch X als stiickweise C' Funktionen vorausgesetzt
wurden. Wir betrachten daher als Hilfsvariablen entsprechende Stammfunktionen

w(t) = /u(T) dr, p(t) = /)\(7') dr. (7.20)

Damit lautet das Ersatzproblem (erweitertes Variationsproblem) nun:
Man bestimme eine stationédre Losung

v = (zg,wg,py) € CY'([a,b], R

des erweiterten Funktionals
b
Haw.p) = glal +/ foltoz,w!) + (o))" (f (., w') — o)) di (7.20)

unter der Nebenbedingung

(7.22)

3>
I
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Wir wollen im Folgenden die notwendigen Bedingung fiir dieses Variationsproblem
zusammenstellen. Dazu bezeichne f(¢,y,y’) den Integranden von (7.21) und y :=
(x,w,p) die abhédngigen Variablen.

Zuvor definieren wir noch die in den folgenden Bedingungen mehrfach auftretende

Funktion
H(t,z,u,\) = folt,z,u) + AT f(t, 2, u), (7.23)

die wir als HAMILTON-Funktion des Optimalsteuerungsproblems (1.8) bezeichnen

wollen.

H ist also eine zweifach stetig differenzierbare, reellwertige Funktion, definiert auf
[a,b] x R?Hm,

Zunachst untersuchen wir das Problem auf Regularitit. Wir finden

A

fy = =0, Hut,z, 0, p), ft,z,w")— 2",
0 0o -1,
fy’y/ = 0 Hyy f;r
_In fu 0

so dass die Regulariéitsbedingung genau dann erfiillt ist, wenn ldngs der optimalen
Losung gilt
H, ,[t] reguldr, VYt € [a,bl. (7.24)

(i) Euler-Lagrange—Gleichungen:

Hiermit folgt also, dass A = p’ stiickweise stetig differenzierbar ist und der folgenden
adjungierten Differentialgleichung geniigt

N o= —H,(t,z,u,\). (7.25)
R d - d
b — w g Juw — Hu;
(b) 0 alv = 0=

d.h. die Funktion H,(t,z,u,\) ist intervallweise konstant.

d d ,
afp’ — 0 = —(f(t,x,u)—:c),

<C> 0 = fﬂ - dt

d.h. die Funktion f(¢,z,u) — 2’ ist intervallweise konstant.

67



(ii) Natiirliche Randbedingungen der abhiingigen Variablen in a:

a ~
(a) 8.1: [g + UTT -+ V]’_I‘wa -+ I/2Tpa:| — fx/ [a] = O —_— )\(CL) — _ (g + VTT')

oz,

5w [g+VT7"+ulTwa+V2Tpa] —fw/[a] =0 = 1 = —H,[d]

~

lg+v"r +vriwe +v5p] — fyla] = 0 = vn = fla] —2'(a)

0pa

Die beiden letzten Bedingungen stellen lediglich Definitionen der LAGRANGE-
Parameter vy und v, dar, die jedoch weiter nicht benotigt werden. Die erste Be-
dingungen liefert eine Anfangsbedingung fiir die adjungierten Variablen:

Ma) = — 3ia (g+v"r). (7.26)

(iii) Natiirliche Randbedingungen der abhingigen Variablen in b:
9 T T T F 0 T
() S lgtvirtviwatvgp + fultl = 0= Ab) = 5= (g+vTr)

oxp Ty

0 .
(b) S g+ v+ vfwe + V3 pa] + fuwrb] = 0 = 0 = H,[b]

(c) a%b lg+ v+ 1w, + 13 pa) + fylb] = 0 = 0 = f[b] — 2/(b)

Alle drei Bedingungen werden im Folgenden benétigt, momentan notieren wir nur
die natiirliche Randbedingung fiir die adjungierten Variablen:

3}
Ab) = — Tr). 7.27
() = 5 (g+v"7) (7.27)
(iv) Natiirliche Randbedingungen in den Ecken ¢;, j =1,...,s:

Wir werten zunéchst die erste WEIERSTRASS-ERDMANNSCHE FEckenbedingung
(7.13) aus:

() folt;] = folt]] = A7) = AE)

Die adjungierten Variablen sind daher global stetig und liegen ebenso wie die
Zustandsvariablen in C%*([a, b], R").

68



b))  fult;]] = fwlt]] = Hltj] = Hlt]]

Damit ist auch H,[-] global stetig und nach (i) (b) also konstant auf [a, b]. Zusammen
mit der natiirlichen Randbedingung (iii) (b) folgt schlielich

HJ] = 0, Vtelab) (7.28)

Die optimale Steuerung ist also ein stationédrer Punkt der HAMILTON-Funktion —
bezogen auf die Steuervariablen.

(©)  folty] = i) = fll-2) = it 2())

Zusammen mit den Bedingungen (i), (c) ist also f[-] — 2’ global konstant und ver-
schwindet nach (iii), (¢). Man erhélt also tatséchlich die im urspriinglichen Problem
vorgegebene Bewegungsgleichung als notwendige Bedingung zuriick:

() = f(t,z,u), Vte€la,bl. (7.29)

Wir kommen nun zur zweiten WEIERSTRASS-ERDMANNSCHE Eckenbedingung
(7.14). Hierzu benétigen wir die HAMILTON-Funktion H der erweiterten Variations-
aufgabe:

~ ~

H = [ —y"fy
= = @) = @) = ()"
= fo+ N(f=2) + ()N = @)TH, — (o) (f =)
= H.

Die HAMILTON-Funktion der erweiterten Variationsaufgabe stimmt also tatséchlich
langs der optimalen Losung mit der in (7.23) definierten HAMILTON-Funktion
des Optimalsteuerungsproblems iiberein. Damit bleibt nun auch die zweite
WEIERSTRASS-ERDMANNSCHE Eckenbedingung unveréndert.

Besitzt die Losung der Optimalsteuerungsaufgabe Ecken ¢; (also Unstetigkeitsstellen
der Steuerfunktion!), so gilt in diesen:

H[t;] = H[tf], j=1,...,s. (7.30)

(v) Freie Endzeit:

Wir hatten das Optimalsteuerungsproblem mit festen Endzeiten a und b formuliert.
Daher entfallen - wie zuvor bemerkt - die zugehorigen natiirlichen Randbedingun-
gen (7.10) b) (iii). Dennoch ist es niitzlich sich die notwendige Bedingung fiir eine
freie Endzeit im vorliegenden Zusammenhang anzusehen. Alternativ kénnte man
ein Optimalsteuerungsproblem mit freier Endzeit natiirlich in ein dquivalentes Pro-
blem mit fester Endzeit transformieren und fiir dieses die notwendigen Bedingungen
aufstellen. Es wiirden sich die gleichen notwendigen Bedingungen ergeben (Ubungs-
aufgabe!).
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Nehmen wir also an, dass in der Problemstellung (1.8) die feste Endzeit b durch eine
freie Endzeit t, ersetzt sei, wobei dann auch die Funktionen g und r zusétzlich von
t, abhédngen konnen.

Aus (7.10) erhalten wir die notwendige Bedingung

H[ty) = g+ vir). (7.31)

_8_151)(

Wir fassen die notwendigen Bedingungen nochmals in einem Satz zusammen.

Satz (7.32) (Notwendige Bedingungen erster Ordnung V)

Unter der Voraussetzung, dass sich die Differentialgleichungsnebenbedingung des
Optimalsteuerungsproblems (1.8) mittels stiickweise stetiger adjungierter Variablen
A € Cy(la,b],R™) an das Zielfunktional ankoppeln lisst und die Regularititsbedin-
gungen (7.24) sowie Rang|Jr] = k gelten, erfillt eine Lisung (o, ug) des Opti-
malsteuerungsproblems die folgenden notwendigen Bedingungen

a) Die adjungierten Variablen \ sind stetig und stiickweise stetig differenzierbar
auf [a,b] und es gelten die Differentialgleichungen

¥ = f(t,z,u), N = — H.(t,z,u,\).

Dabei ist H = fy+ \Tf die HAMILTON-Funktion des Optimalsteuerungs-
problems.

b) Die optimale Steuerung ist ein stationdrer Punkt der HAMILTON-Funktion

H, = 0.

c) Es existiecren LAGRANGE-Multiplikatoren v € RF, so dass die folgenden
natiirlichen Randbedingungen gelten

AMa) = —a(za [g—{—uTr}, A(D) = aixb[g—l—yrfr}.

d) In eventuellen Sprungstellen t; der optimalen Steuerung gelten
H[t7] = H[tf], j=1,...,s.

J

e) Ist die Endzeit t, = b frei, so gilt die natirliche Randbedingung

0
H[tb] = —a—tb[g —+ I/TT} .

70



Beispiel (7.33)

Ein Zug bewege sich geradlinig in einer Richtung x. Seine Bewegung werde durch
die Differentialgleichung z” = wu modelliert, wobei = die zuriickgelegte Strecke
und u die Beschleunigung des Zuges beschreibt. Es werde angenommen, dass der
Energieverbrauch proportional zur Beschleunigung ist.

Die Aufgabe, eine bestimmte Strecke in vorgegebener Zeit energieoptimal zuriickzu-
legen, liele sich dann folgendermaflen formulieren:

Bestimme eine stiickweise stetige Funktion u € C4[0,b], so dass das Funktional

minimiert wird unter den Nebenbedingungen

Ty = o, z1(0) = 0, z1(b) = a,

xh = u, 22(0) = 0, ax9(b) = 0.
Wir stellen nun die notwendigen Bedingungen geméifl Satz (7.32) zusammen, wobei
die Ankoppelbarkeit (sowie die Regularitdtsbedingung) vorausgesetzt werde.

Fiir die HAMILTON-Funktion ergibt sich:
Ly
H = iu + )\11’2 + )\QU.
Die adjungierten Differentialgleichungen lauten damit
A= 0, Ny = — AL
Aus der Stationariit der HAMILTON-Funktion folgt schliellich
H, =0 = ult) = — ().

Da alle Zustandsgréfien an beiden Endpunkten vorgeschrieben sind, entfallen die
natiirlichen Randbedingungen. Setzt man also die optimale Steuerung in die Zu-
standsgleichungen und in die adjungierten Gleichungen ein, so erhélt man die Rand-
wertaufgabe

Ty = g, z1(0) = 0,
xh = —Xo, x2(0) = 0,
A = 0, r1(b) = a,
A, = — Ay, xo(b) = 0.
Die eindeutig bestimmte Losung lautet
z1(t) = —2a(t/b)® + 3a(t/b)?, M) = —12a/b®

zo(t) = —6at?/V® + Gat/b? Ao(t) 12at /b — 6a/b?
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insbesondere ist die optimale Steuerung gegeben durch wuy(t) = 6a/b* — 12at/b?.

Beispiel (7.34) Chemische Reaktion in einem Rohrreaktor

Wir betrachten einen Rohrreaktor, in dem eine chemische Reaktion
A — B — C

stattfindet. Dabei steht A fiir eine Ausgangssubstanz, B fiir die herzustellende Sub-
stanz und C' fiir ein Abfallprodukt. Mit x;(t) bzw. x4(t) werden die Konzentrationen
der Reaktanden A bzw. B bezeichnet.

Ist L nun die Lénge des Reaktors und v die Durchschnittsgeschwindigkeit des Mas-
senflusses, so lassen sich die Bilanzgleichungen fiir ;1 und x5 folgendermafien be-

schreiben.
I‘l = —kl Xy, xl(O) = T10

Ty = ]{?1 r1T — k’g T, 33’2(0) = XT90.

Dabei ist ¢ die auf die Geschwindigkeit des Massenstromes bezogene Langenkoor-
dinate, t = ¢/v, des Reaktors.

Die Reaktionsgeschwindigkeiten k1 und ks h&ngen dabei von der ortabhéngigen,
steuerbaren Temperatur O(t) ab,

kj = kjo exp[—E;/(RO)], j=12

mit Konstanten kyg, ko, F1, E5 und R.

t=0 t=L/N
Abb. 7.3 Rohrreaktor.

Die Optimierungsaufgabe besteht nun darin, die Temperatur O(t), 0 <t < ¢, :=
L/v, so zu steuern, dass das Produkt B beim Austritt aus dem Rohrreaktor (d.h.
xo(tp)) maximiert wird.

5L.T. Fan, The Continuous Mazimum Principle, John Wiley & Sons, New York, 1966
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Das Zielfunktional fiir das Minimierungsproblem lautet demnach

I(l’l, T2, @) = — xQ(tb).

Wir notieren die notwendigen Bedingungen gemif} (7.32):

HaMiLtoN-Funktion:

H = —)\1 kl ry + )\2 (kll'l — k’gl’g)

Adjungierte Differentialgleichungen:
)\,1 = ()\1 - )\2) ]{?1
)\/2 == )\2 k2

Natiirliche Randbedingungen.:

Mty = 0, Aoty = —1

Optimale Steuerung: Ho =0 =

1
O = O(x1,22, M\, A2) = El}_%Ez {ln <kloleoxE12(iz);>\l))}

Diese Bedingungen zusammengefasst ergeben das folgende Randwertproblem fiir die
Zustandsgroflen xq, o und die adjungierten Variablen Aj, Ag:

) = —kya, x1(0) = w10,
xh = kyxy — koo, z9(0) = w90,
A= k(A — ), AM(ty) = 0,

N, = ky A, Nolty) = —1.

Hierbei sind k; = k;(©), j =1,2, und © = O(x1, 22, A1, A2) geméB der obigen

beziehungen auszuwerten.
Daten:

T10 = 053, Tog = 043, klO = 0.892 x 109, kgo = 0.768 X 1016, El =1.8x% 104,
FEy=3.0x10% R=2, t,=480.

Die numerische Losung dieses Problems mit dem Mehrzielverfahren BNDSCO liefert
die folgenden Losungen.
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Abb. 7.4 Losung des Rohrreaktor-Problems.
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H.J. Oberle Variationsrechnung u. Optimale Steuerung

8. Allgemeine restringierte Optimierungsaufgaben

Wir leiten in diesem Abschnitt eine allgemeine LAGRANGE-Multiplikatorenregeln
fiir restringierte Variationsaufgaben her.

Sei (V|| - ||) wieder ein reeller normierter Vektorraum, X C V nichtleer und I :
X — R ein zu minimierendes Funktional. Die Nebenbedingungen mogen durch eine
Abbildung G : X — R™ in der Form G = 0 gegeben sein.

Wir iiberlegen uns zunéchst, dass die LAGRANGE-Multiplikatorenregel in jedem Fall
hinreichend ist, sofern man ein globales Minimum des erweiterten Funktionals findet.

Satz (8.1) (Gleichungsnebenbedingungen)

Existieren LAGRANGE-Multiplikatoren Ai,..., A\ € R, so dass yo € X ein
globales Minimum des erweiterten Funktionals

Iy) = I(y) + A"G(y)

auf X ist, und gilt G(yo) =0, so minimiert yy auch das urspringliche Funktional
I dber X unter den Nebenbedingungen G(y) = 0.

Beweis:

Fiir y € X gilt nach Voraussetzung

A

I(y) = I(y) + A\"G(y) > I(yo) + N'G(vo) = I(w0).

Ist y nun zuldssig, d.h. erfiillt y auch die Nebenbedingung G(y) = 0, so folgt 1(y) >
I(yo)- O

Auf gleiche Weise kann man bei Nebenbedingungen in Form von Ungleichungen
vorgehen:

Satz (8.2) (Ungleichungsnebenbedingungen)

Ewistieren. LAGRANGE-Multiplikatoren Ay, ..., Ay, 2> 0, so dass yo € X ein
globales Minimum des erweiterten Funktionals 1(y) = I(y) + NTG(y) auf X
i1st, und dass gelten

Gyo) <0, MNG(y) = 0 (Komplementarititsbedingungen,),

so st yo auch globales Minimum des urspriinglichen Funktionals I tiber X unter den
Nebenbedingungen G;(y) <0, j=1,...,m.
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Beweis:

Fiir y € X gilt nach Voraussetzung und Komplementaritatsbedingung

A

I(y) = I(y) + N'G(y) > I(yo) + A'G(vo) = I(yo).

Ist y nun zuldssig, d.h. erfiillt y auch die Nebenbedingung G(y) < 0, so folgt mit
A>0:
I(y) = I(y) + N'G(y) = I(yo)-

Beispiel (8.3)

Eine Wassersaule rotiere unter den Einfluss von Rotations- und Schwerkraft in einem
vertikal aufgestellten Kreiszylinder mit Durchmesser 2 ¢ und der Kreisfrequenz w.

Die freie Oberfliche nimmt dann eine (rotationssymmetrische) Gestalt an, beschrie-
ben durch eine Funktion z € C [0, 4], fiir die das Funktional

I(z) = pﬁ/(g z(2)? — w?2? z(x)) x dx

minimiert wird unter den Nebenbedingungen
‘
z(x) > 0, G(z) = 27r/xz(x) dr = Vj.

0

Hierbei bezeichnet p die Dichte und g die Gravitationsbeschleunigung.

Wir bilden das erweiterte Funktional
¢
I(z) = pﬂ/(gz2 - W’z + S\Z)xdx,
0

mit A == 2)/p.

Die EULER-LAGRANGE Gleichung hierfiir lautet f, = 0. Sie liefert unmittelbar die
Losung z(z) = (w?z2—X)/(2g), also ein parabolischen Profil der Wasseroberfléiche.
Nun ist der Integrand des erweiterten Funktionals (fiir z > 0 '6) als Funktion von
z strikt konvex, also als Funktion von (z,2z’) somit stark konvex. Daher ist das
erweiterte Funktional nach Abschnitt 5 strikt konvex und zg liefert tatséchlich das
eindeutig bestimmte globale Minimum von I. Nach Satz 8.1 ist damit z, aber auch
die (eindeutig bestimmte) Losung der restringierten Variationsaufgabe.

Der LAGRANGE Multiplikator A kann schlieBlich aus der Nebenbedingung
G(z9) = Vo bestimmt werden.

16Nach dem Beweis von (5.8) b) geniigt es, dass der Integrand fiir x € |0, £[ stark konvex ist.
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Man erhalt
w2e? 29 Vo
2 w2

Wir wollen nun die obige Schlussweise umkehren und fiir ein lokales Minimum der
restringierten Aufgabe die Existenz von LAGRANGE-Multiplikatoren zeigen. Wie
frither schon erwéhnt wurde, gelingt dies nur unter gewissen Regularitdtsvoraussetz-
ungen. Zum Beweis benétigen wir einen allgemeineren Differenzierbarkeitsbegrift:

Definition (8.4)

Das Funktional I heifit in yo € X FRECHET-differenzierbar, falls es ein stetiges,
lineares Funktional I'(yg) : V — R gibt mit der Eigenschaft

I(y) = I(yo) + I'(y0)(y — o) + o(y — yo),

fir alle y in einer || - |[-Umgebung von y, (Insbesondere ist yy dann innerer Punkt
von X).

Die LANDAUsche o-Bedingung lautet explizit

lim I(y) — I(yo) — I'(yo)(y — vo)
Y=o 1y — voll

Der Zusammenhang zwischen GATEAUX— und FRECHET-Differenzierbarkeit ist in
der folgenden Bemerkung (Beweise als Ubungsaufgaben) zusammengefasst.

Bemerkungen (8.5)

a) Ist das Funktional I in y, FRECHET-differenzierbar, so existiert auch die
GATEAUX-Ableitung von [ in alle Richtungen v € V und es gilt

oI (yo,v) = I'(yo)(v).

b) Ist das Funktional I in yo FRECHET—differenzierbar, so ist es in y, auch stetig.

c¢) Ist das Funktional I in allen Punkten einer e-Kugel K.(yo) in alle Richtungen
v € V GATEAUX-differenzierbar und gelten
(i) 0I(yo,-) : V — R stetig und linear,
(ii) 0I(y,v) — 6I(yo,v) fiir y — o, gleichméssig auf ||v|| =1,
so ist I auch FRECHET—differenzierbar in yo und es gilt I'(yo) = 01(yo, ).

Definition (8.6)

Die GATEAUX—Ableitung ¢/ eines Funktionals heifit schwach stetig in y, € X und
veV, falls:
0 (y,v) — 61(yo,v), fiir vy — yo.
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Beispiel (8.7)
Der Vektorraum C'[a, b] werde mit der Norm

Yllee = Nyllee + 1Yl (8.8)

ausgestattet. Hierbei bezeichne || - ||, die iibliche Maximumsnorm.

Wir betrachten das Funktional
b

Ity) = /a(t)\/l—i—y’(t)?dt, y € Cla,b,

a

mit einer stetigen Funktion «. Fiir die GATEAUX—-Ableitung findet man

/boz (t) dt
1 + y(t) '

01(y,-) ist also linear und wegen
01y, v)| < f ()] [o'(2)] dt

< (b—a) el vhe — 0, fir o]l =0,
auch stetig (Es geniigt, die Stetigkeit in v = 0 zu iiberpriifen).

Da die Funktion g(z) := z/v1+ 22 auf R gleichméBig stetig ist mit |¢'(2)] < 1,
kann man weiter abschétzen

51(y,0) — 1(yo,0)| < f"| )] l9() — 9] 10/ (1) dt

b
< [ la@l 1y (1) = yo@)] [v'(1)] dt
< (b=a) el [[vlhe [y = Yol < e

fir [ly —yoll10 <0:=2/((b=0a) [afle) und [Joflio < 1.

Nach (8.5) c) ist das Funktional damit in jedem Punkt y, € C'[a,b] FRECHET-
differenzierbar mit I'(yo)(v) = 01 (yo,v).

Satz (8.9)
Fiir f € C*([a,b] x R?,R) ist das Funktional

b
= / fty,y)dt

beziiglich der Norm || - ||; «» FRECHET-differenzierbar und besitzt daher in allen
Punkten yy € C'[a,b] schwach stetige GATEAUX-Ableitungen.
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Beweis: Die GATEAUX-Ableitung

b
ol (y,v) = /fy[t] v+ fylt]v dt
ist offensichtlich linear und stetig in v. Ferner folgt

b
01(y,v) — 6I(yo,v)] < [|fy(tu, %) — fy(t w0, u0)l [v] dt
b
+ [y &y y) — fy(t o, u0)| V] dt.

Nun sind f, und f, als stetige Funktionen auf jeden Kompaktum der Form |[a, b] X
[—c, c]* auch gleichméiBig stetig. Wihlt man nun ¢ > 0 so, dass

¥y € Clla,b s ly =l <1 = Iyl < ¢

so gibt es zu € > 0 stets ein § €]0,1] mit

1ty ) = fultyo.wo)l <& fy(ty,y) — fytyo, sl < e
fir alle y € C'[a,b] mit ||y — yoll1.00 < & und alle t € [a,b].
Damit folgt aber
01(y, v) = 01(yo,v)| < 2|vll1,00 (b—a)e,

d.h. 0I(y,v) — dI(yo,v) gleichméBig auf ||v|1 o < 1. O

Wir kommen nun zur Herleitung einer allgemeinen LAGRANGE-Multiplikatoren-
regel.

Dazu nehmen wir an, dass der Bereich X, iiber dem das Funktional I unter der
Nebenbedingung G = 0 minimiert werden soll, ein affin-linearer Teilraum von V
ist, also von der Form ist

X = Yo + Xo, (810)

mit einem linearen Teilraum X, von V.

Die Funktionale I, G: V D D — R seien zudem (wenigstens) auf einer || - |-
Umgebung D von yo definiert und es gelte yo € X sowie G(yo) = 0.

Zu beliebigen, aber festen Richtungen v, w € X, setzen wir
J(e1,62) == I(yo+e1v+eyw) und H(ey,e2) = G(yo + 610+ 2 w).

Besitzen I und G nun schwach stetige GATEAUX—Ableitungen, so sind J und H
C ' Funktionen mit

1
Jei(e1,62) = h_{%g([(Z/o+(51+€)"0+€2w)—I(yo+€10+€2w)) = 0l (yo+e1v+erw,v)
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und analog
Jeo(€1,82) = 61(yo + €10 + 2w, w)

Ha1(51»52) = 5G(yo+51v+52w,1})
H.,(e1,62) = 6G(yo+e1v + cow,w)

Fiir e; = €5 = 0 erhalten wir damit die folgende JACcOBI-Matrix fiir die Abbildung
(JJH): R > U(0) — R? im Ursprung

<J51(0) JEQ(O) ) _ (6[(2/0,?}) 5I(y07w) ) . (811)
H, (0) H.,(0) 0G (yo,v) G (yo, w)

Dabei hiingt die JACOBI-Matrix stetig von ¢ := (g1,69)T ab.

Wire sie in € = 0 regulér, so wire die Abbildung (J, H) nach dem Umkehrsatz
(vgl. z.B. Konigsberger, Analysis 2, Abschnitt 3.3) lokal bei & = 0 bijektiv.

Hieraus folgt aber, dass es in jeder Umgebung von y, Punkte y;, yo € X gibt, mit
der Eigenschaft

I(y1) < I(yo) < I(y2) und G(y1) = G(yo) = G(y2).

Daher kann yq kein lokales Minimum des Funktionals I auf X unter der Nebenbe-
dingung G(y) =0 sein.

Aus Symmetriegriinden kann analog geschlossen werden, dass dann auch yy kein
lokales Extremum des Funktionals G auf X unter der Nebenbedingung (y) = I(yo)
sein kann.

Hiermit ergibt sich unmittelbar die folgende LAGRANGE—Multiplikatorenregel:

Satz (8.12) (Lagrange—Multiplikatorenregel)

Ist der zuldssige Bereich X = yy + X, ein affin-linearer Teilraum von V', sind die
Funktionale I und G zudem auf einer || - [|[-Umgebung von yo € X erklért, besitzen
sie dort schwach stetige GATEAUX—Ableitungen in alle Richtungen v € X, und ist
Yo ein lokales Minimum von I auf X unter der Nebenbedingung G(y) = 0, so gilt
entweder

(a) 0G(yo,v) = 0, YveE Xy, oder
(b) ANeER: Vve Xy: 6+ AG)(yo,v) = 0.

Beweis:

Ist (a) nicht giiltig, so existiert ein w € Xy mit 0G(yo, w) # 0.
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Mit einem beliebigen v € Xy muss die JACOBI-Matrix (8.11) singulér sein. Setzt
man A = — 0I(yo,w)/0G(yo, w), so folgt dI(yo,v) + AOG(yo,v) = 0, fiir alle
v € Xp. [

Bemerkung (8.13)

Man kann die beiden Alternativen des obigen Satzes folgendermaflen zusammenfas-
sen:

Es gibt LAGRANGE-Multiplikatoren (Mg, A) € R?\ {0}, so dass gilt:

Vo e Xo: (Mol + AG)(yo,v) = 0. (8.14)

Im Fall Ao =0 erhélt man den singuliren Fall (a), im Fall Ao =1 ergibt sich der
reguldre Fall (b). Im Ubrigen ist die Bedingung (8.14) homogen in (Ag, A), so dass
es tatséichlich geniigt, die Félle A\g =0 und Mg =1 zu betrachten.

Bemerkung (8.15)

Die Aussage von Satz (8.12) ldsst sich ohne Miihe auf den Fall mehrerer Nebenbe-
dingungen Gy, ...,G, iibertragen:

Sind die Funktionale I und Gy, ..., G, auf einer Umgebung von yq erklért, besitzen
sie dort schwach stetige GATEAUX—Ableitungen und ist 7y ein lokales Minimium
von [ auf X unter den Nebenbedingungen Gi(y) = ... = G,,(y) = 0, so gibt es
LAGRANGE-Multiplikatoren (Mg, ..., \,) € R™™\ {0} mit der Eigenschaft:

Yo € Xo: )\0 5[<y0,’0) + Z)\J (SGj(y(),’U) = 0. (816)

J=0

Wiederum kann man den singuldre Fall Ay = 0 und den reguldren Fall A\ = 1
(0.B.d.A.) unterscheiden.

Ferner erhélt man die folgende Regularititsbedingunyg:

Es lasst sich A\g =1 wihlen, falls es Richtungen v4,...,v,, € Xy gibt mit

0G1(yo,v1) ... 0G1(Yo,vm)
reguldr. (8.17)

(5Gm(y0,’01) 5Gm(y0,’Um>

81



H.J. Oberle Variationsrechnung u. Optimale Steuerung

9. Klassische restringierte Variationsaufgaben

A. Isoperimetrische Variationsaufgaben.

Das Problem der Dido (9.1)
Vergil erzéhlt in der Aneis die Sage von der Griindung Karthagos:

Etwa 900 Jahre vor Christi Geburt lebte Dido, eine Tochter des phonizischen Konigs
Belus, in Tyros (im heutigen Libanon gelegen). Dido hatte einen Gemahl, der von
ihrem Buder, Pygmalion, wegen seines Reichtums erschlagen wurde. Wegen dieser
Untat musste Dido fliehen und gelangte nach Afrika, dorthin, wo heute Tunis liegt.
Man wollte ihr dort jedoch nur soviel Land {iberlassen, wie sie mit einer Ochsenhaut
begrenzen koénne.

Dido schnitt die Haut in feine Streifen, ndhte diese zusammen und konnte damit ein
nicht unerhebliches Landstiick an der Kiiste eingrenzen. Sie baute hier eine Burg,
byrsa 7 genannt, und legte damit den Grundstein von Karthago.

Die Aufgabe der Dido ldsst sich mathematisch folgendermassen formulieren:

Welche Gestalt muss eine ebene, einfach geschlossene, glatte Kurve gegebener Linge
haben, damit die von ihr berandete Fliche maximal wird?

Zur Vereinfachung nehmen wir die Kiistenlinie bei Karthago (t-Achse) zur Hilfe,
und nehmen an, dass die Kurve sich als eine Funktion y(¢) darstellen lésst.

A

0 L

Abb. 9.1 Problem der Dido.

Damit lautet dann die Aufgabe: ~ Man bestimme eine Funktion y € C'[0,¢;] mit
y > 0, so dass das Funktional

"hyrsa heiit auf griechisch Ochsenhaut (gegerbtes Fell), auf phonizisch Festung
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minimiert wird unter den Nebenbedingungen

(a) G(y) = z)\/l + y'(t)2dt — L = 0,

(b) y(0) = y(t,) = 0.

Hierbei ist die Lange L vorgegeben, die Endzeit t, kann gegeben oder frei sein.

In Erweiterung des obigen Beispiels lédsst sich die folgende allgemeine Problemstel-
lung formulieren:

Isoperimetrische Variationsaufgabe (9.2)

Zu vorgebenen Funktionen f, g € C?*([te,t5) x R?) und L, 54, y € R ist eine
Funktion y € C'[t,,t] zu bestimmen, die das Funktional

tp
I(y) = /f(t,y,y’) dt
ta
minimiert unter den Nebenbedingungen

@ Gy = fotyy)d — L = 0,

ta

(b> y(ta> = Ya, y<tb> = Yo-

Nebenbedingungen in integraler Form heien isoperimetrische!® Nebenbedingungen.
Zur Gewinnung notwendiger Bedingungen lassen sich nun unmittelbar die Sétze
(8.9) und (8.12) des letzten Abschnittes anwenden.

Die Funktionale I und G sind demnach auf V' := C'[t,, t,] FRECHETdifferenzierbar.
Der zuléssige Bereich X wird durch die Nebenbedingung (b) beschrieben und ist
damit ein affin-linearer Teilraum von C'[t,, t).

Wir erhalten dann die folgende Aussage

Satz (9.3)

Sei yy eine Losung des isoperimetrischen Variationsproblems (9.2). Dann gibt es
LAGRANGE-Multiplikatoren (Mg, A) € R?*\ {0}, so dass yo Extremale des folgenden
erweiterten Funktionals ist

ty

i) = / (Mo £t 3) + Aglt.y.)) dt.

la

18isoperimetrisch = mit gleichem Durchmesser
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133
Ist yo dariiber hinaus keine Extremale des Funktionals [ g(¢,y,y’) dt, so lisst sich
ta

Ao =1 wéhlen (Regularitétsbedingung).

Bemerkung (9.4)

Werden keine Randbedingungen vorgeschrieben, oder ist die Endzeit t, frei,
oder werden Vergleichsfunktionen y € C%! zugelassen, so gelten die natiirlichen
Randbedingungen bzw. die WEIERSTRASS-ERDMANNschen Eckenbedingungen
analog fiir das erweiterte Funktional.

Numerische Lésung (9.5)

Wir gehen vom reguliren Fall (Ao = 1) aus und nehmen an, dass sich die EULER—
LAGRANGE Gleichung fy d/dt fy/ — 0 des erweiterten Funktionals / nach y”
auflosen ldsst (hinreichende Bedingung ist fy y 7 0). Dies ergibt eine Differential-
gleichung der Form y” = h(t,y,y’, \).

Setzen wir nun yy(t) := y(t), y2(t) == v/ (t), ys(t) := j 9(1,y(7),y' (7)) d und

ya(t) := A, so erhalten wir die folgende Zweipunkt—Randwertaufgabe:

Y = Y, Yi(ta) = Ya,
y/ = htay7y7y s Yy Ty = Yn,
? (t,y1, Y2, 44) 1(ts) (9.6)
Ys = g(tﬂylva)a y3(ta) - 07
yy = 0, ys(ty) = L.

Beispiel (9.7)

Wir betrachten das Problem der Dido (9.1).  Zunéchst sieht man, dass yo nur dann
eine Extremale der Nebenbedingung G(y) ist, wenn yo = 0 und L = ¢, ist. Diesen
(uninteressanten) Fall schlieflen wir im Folgenden aus.

Nach Satz (9.3) gibt es also einen LAGRANGE-Parameter A € R, so dass yy Extre-
male des folgenden erweiterten Funktionals ist
ty
ity) = / (—y + A1+ g dt
0
Mit der (konstanten) HAMILTON-Funktion

/2

:f_y/fy’ = —y + A1+ y? \/W:_Cl

( f bezeichnet den erweiterten Integranden) erhalten wir die Differentialgleichung
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(y—C)* (1+y%) = A\
und mittels Trennung der Variablen hieraus die allgemeine Losung
(t—C)* + (y—C1)* = N
Damit ist yo Abschnitt eines Kreises mit Mittelpunkt (Cy, Cs) und Radius |A|.
Aufgrund der Lage der Randpunkte folgt Cy =¢,/2 und Cy = +4/\2 — C2.
Der Parameter A ist schliellich durch die Langen-Nebenbedingung festgelegt.

Im Fall eines freien Randes, d.h. t;, ist frei (wohl aber y(¢,) = 0 vorgeschrieben),
folgt mit der zugehorigen natiirlichen Randbedingung: Hlt,] = 0, dass C; =0 ist.
Die Extremale bildet in diesem Fall also einen Halbkreis.

A

- -

I

- - .y
N~

1
1
1
1
1
1
1
1
1 e
1
4
1
1
1
1
1

1
]
1
1
)

\

o
—
—

1
1
1
1
Abb. 9.2 Losungen des Problems der Dido.

Bemerkung (9.8)

Mittels (8.15) ldsst sich Satz (9.3) auf Variationsprobleme mit mehreren isoperime-
trischen Nebenbedingungen erweitern.

Auch hinreichende Bedingungen lassen sich (wie frither) mittels Konvexititseigen-
schaften erhalten.

Satz (9.9) (Hinreichende Bedingung)

Gegeben sei eine isoperimetrische Variationsaufgabe der Form (9.2).

a) Gibt es einen LAGRANGE-Multiplikator A € R, so dass der erweiterte Inte-
grand f(t,y,2) = f(t,y,2) + A g(t,y,z) bei festem ¢ bzgl. (y,z) € R?
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konvex ist, so ist jede Losung yo € C'[tq, 1] der Randwertaufgabe

d -
— afy’[t] = 0, yolta) =Ya, yo(ts) =w, G(yo) = 0

zugleich eine Losung der Variationsaufgabe.

fult]

b) Ist f (bei festem t) sogar stark konvex, so ist yo eindeutig bestimmtes globales
Minimum der Variationsaufgabe.

Beweis: Man verwende die Satze (5.8), (5.5) und (8.1). O

Beispiel (9.10)

1
Zu minimieren sei das Funktional I(y) := [4/(t)*dt unter den Nebenbedingungen
0

Gly) = [ydt 1 =0, 4(0) = y1) = 0

Offenbar ist das Problem regulér (die isoperimetrische Nebenbedingung hat keine
Extremalen) und fiir das erweiterte Funktional ergibt sich

1

1w>=l/y@2+xmww.

0

Die EULER-LAGRANGE-Gleichung zusammen mit den Nebenbedingungen liefert
die eindeutig bestimmte Extremale yo(t) = 6 (t —t*) mit zugehérigem LAGRANGE-
Parameter \ = —24.

Da der erweiterte Integrand ferner stark konvex ist, ist 39 auch das eindeutig be-
stimmte globale Minimum der Variationsaufgabe.

B. Variationsprobleme von Lagrange.

Die Methode der LAGRANGE-Multiplikatoren léasst sich ebenfalls auf Variations-
probleme mit Gleichungsrestriktionen der Form ¢(¢,y(t)) = 0, V¢ € [a,b] anwenden.

Beispiel (9.11) (Geoditische)

Gegeben sei eine C*>-Funktion ¢ € C*(R%R) mit X := ¢~ '(0) # 0 und der
Regularititsbedingung: Vo € X : Vg(x) # 0.

Dann ist durch g = 0 eine gleichungsdefinierte zweidimensionale Untermannigfaltig-
keit X des R? definiert.
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Gesucht ist nun eine zwei vorgegebene Punkte a, b € X verbindende C'Kurve
c: [0,1] = R3, welche ganz in X verlduft und minimale Linge besitzt:

= /1||c'(t)||2dt = /\/01 2+ ¢o(t)2 + ¢5(t)2 dt.

Nimmt man nun an, dass sich die Kurve ¢ durch eine Koordinate, 0.B.d.A. durch =z,
parametrisieren lisst, so gelangt man zur Problemstellung:

Gesucht ist eine C'Funktion (y,2) : [24, 2] — R?, die das Funktional

_ / VT 9@ 1 7(@) de

minimiert unter den Nebenbedingungen

g9z, y(x),2(x)) = 0, Va € [r4,m),

Y(@a) = Yor  2(@a) = z,
)

y(zy,

In Verallgemeinerung von (9.11) ldsst sich nun die folgende Problemstellung
formulieren:

Variationsproblem von Lagrange (9.12)

Zu vorgegebenen Funktionen f, g € C?([ta, %] x R?™,R) und Daten y,, y» € R”
ist y € C'([ta,ts],R") so zu bestimmen, dass das Funktional

tp
= / ft,y,y)dt
ta

minimiert wird unter den Nebenbedingungen

(a) g(t7y(t)) = 0, YANS [taatb]u
(b) y(ta) = Ya, y(tb) = Yp.

Hierbei nehmen wir an, dass n > 2 ist (fiir n = 1 wére die Losung ja schon durch
die Nebenbedingung (a) festgelegt) und dass fiir eine C*-Lésung g, der Variations-
aufgabe die folgende Regularititsbedingung erfiillt ist

Vo9t po(t) # 0, Vte[taty). (9.13)
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Herleitung der Lagrange—Multiplikatorenregel.

Zur einfacheren Herleitung verschérfen wir die obige Voraussetzung noch ein wenig.
Wir zerlegen die Variablen y(t) =: (z(t)T, 2(¢t))T mit z(t) € R*!, z(t) € R und
verlangen anstelle von (9.13)

%g(t,xo(t),%(t)) # 0, Vi€ [lo,to]. (9.14)

Damit ldsst sich die Nebenbedingung ¢(t,z,z) = 0 ldngs der Losung yo = (xo, 20)
lokal eindeutig nach der Variablen z auflésen (und zwar fiir alle ¢ nach der gleichen!).

Fiir die Variablen x wird eine Standard-Einbettung gewihlt:
z(t,e) = zo(t) + ev(t),

mit v € XZ([ta, ], R" ).

Wir zeigen zunéchst, dass hiermit durch die Nebenbedingung
g(t,z(t,e),2(t,e)) = 0 (9.15)
eine (lokal) eindeutige C*~Einbettung z(-, &) von z, definiert wird.

Hierzu setzen wir g, 2o und v als C?* Funktionen auf ein offenes Intervall U D
[ta,tp] fort. Die Stetigkeit garantiert, dass dann auch fiir hinreichend kleines U gilt:

gz<t7x0<t)7 ZO(t)) 7A Oa VieU.
Zu jedem Punkt t € U und € =0 wenden wir auf
G(t,e,z) = g(t,z(t,e),z) = 0 (9.16)

den Satz iiber implizite Funktionen an (z.B. Konigsberger, Analysis 2, Abschnitt
3.4). Er besagt: Es gibt zu jedem dieser Punkte eine e-Umgebung Uy C U von ¢,
ein g7 > 0, sowie eine eindeutig bestimmte C 2 Funktion z¢(t,e) fiir ¢ € Uz und
le] < e, die (9.16) 16st und fiir die 2¢(¢,0) = zo(t) gilt. Durch ev. Verkleinerung
von ¢; lasst sich erreichen, dass auch g.(t, x(t,¢), zi(t,e)) # 0 gilt.

Die offenen Mengen Upx| — eg, €] iiberdecken die kompakte Strecke [t,, ;] x {0}
im R?. Daher existiert eine endliche Teiliiberdeckung (U, ex), k=1,...,m.

Je zwei der zugehorigen Losungen zx(t,¢),t € Uy, || < & stimmen auf dem Schnitt
ihrer Definitionsbereiche iiberein. Denn: Die Menge der Punkte, fiir die Gleichheit
besteht ist nichtleer (wegen der Gleichheit fiir € = 0). Sie ist offen (nach dem Satz
tiber implizite Funktionen) und auch abgeschlossen im Schnitt der Definitionsberei-
che (da beide Losungen stetig sind). Der Schnitt ist aber zusammenhdingend, also
stimmen die beiden Losungen im gesamten Schnitt der beiden Definitionsbereiche
iiberein.

Durch Zusammensetzen der Einzellésungen ergibt sich also eine wohldefinierte C 2~
Einbettung z(t,¢) auf t € [t,, 1], || < €:=min{eg, k=1,...,m}. O
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Aus der Eindeutigkeit der Losung von (9.16) folgt schliefllich, dass auch fiir alle
e €| — &, [ die Randbedingungen

2(ta,€) = Za, 2(ty, ) = 2p. (9.17)
erfillt werden.

-,€)) eine zulédssige Variation. Durch Einsetzen in das
), 2(+,€)) ergibt sich

ty
dJ
s / (fov + fov' + foze + fuozl)dt (9.18)
_ /
Aus (9.15) folgt durch Differentiation nach e die Beziehung g¢lv + g.z. = 0.

Diese Gleichung wird mit einem (zunéchst) beliebigen (stetigem) A(t) multipliziert,
sodann integriert und zu (9.18) addiert. Schliefllich wird das entstehende Integral
mit partieller Integration umgeformt:

tp

0 = [ (fotAg)™0(®) + FE0/(t) + (f2+ Age) 2(£,0) + fo 2.(¢,0) dt

la

tp

=/ ((fz+)\gx —~

la

Ly, 0)) dt.

CETO0) (et A

dt

Wir wéhlen A(f) nun so, dass der zweite Summand verschwindet, also

1 d
At) = — =21, 9.19
) 9:(t, yo) U=t 919
Man beachte, dass A hiermit wegen der Voraussetzung (9.14) wohldefiniert ist.
Damit folgt nun fiir alle v € X ([t, tp), R"1):

tp

0 = /(fx+>\gx—%f$/)Tv(t)dt

la

und damit aus dem Fundamentallemma:

(fo +Age) = — for = 0. (9.20)

Insgesamt haben wir hiermit den folgenden Satz bewiesen:

Satz (9.21)

Ist yo eine C*-Losung der Variationsaufgabe (9.12) und gilt fiir alle ¢ € [tg, 1)
die Regularitdtsbedingung g, (t,y0(t)) # 0, so existiert ein stetiger LAGRANGE-
Parameter A : [t,, %] = R, so dass y, stationére Losung des folgenden erweiterten
Funktionals ist

I(y) = /f(t,y,y’) + Ag(t,y) dt.
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Bezeichnet f (t,y,vy', \) den erweiterten Integranden, so ist yo demnach eine Losung
der Randwertaufgabe

. d -
fy — %fy’ =0, y(ta) =%, yts) = v

Der LAGRANGE-Parameter A wird durch die Nebenbedingung ¢(t,y) = 0 festgelegt.

Bemerkung (9.22)

a) Der obige Satz (9.21) gilt auch unter der schwicheren Annahme (Regularitits-
bedingung) (9.13).

Zum Beweis iiberdeckt man das Intervall [t,,¢,] wiederum durch endlich viele
offene Intervalle, in denen jeweils die partielle Ableitung g,, fiir eine Kompo-
nente ¢ nicht verschwindet. Intervallweise wird sodann die Argumentation aus
dem obigen Beweis verwendet. Dabei zeigen die Relationen (9.19) und (9.20),
dass der LAGRANGE-Parameter A von dem jeweiligen Index ¢ unabhéngig ist.

b) Satz (9.21) gilt analog im Fall allgemeinerer Randbedingungen. Diese sind
dann durch die entsprechenden natiirlichen Randbedingungen fiir das erwei-
terte Funktional zu ergéinzen.

c¢) Schliellich lassen sich natiirlich auch mehrere Gleichungsnebenbedingungen
gj(t,y) =0, 5 =1,...,m mit prinzipiell gleicher Beweistechnik behandeln.
Hierbei ist m < n vorausgesetzt.

Die zugehorige Regularitéitsbedingung lautet dabei

V,9i(t,yo(t)), j=1,...,m linear unabhingig, Vi€ [t ts)

Numerische Lésung (9.23)

Wir geben eine prinzipielle Moglichkeit an, ein LAGRANGE—Variationsproblem im
Fall n = 2 numerisch zu 16sen. Dazu schreiben wir wieder y = (z,2)T. Die beiden
EULER-LAGRANGE-Gleichungen lauten dann

d
(fx+)\gx) - Efac’ = 0

d
(fz+)‘gz) - Efz’ = 0.

Aus diesen beiden Gleichungen lésst sich A eliminieren; man erhéalt
d d
Y92 — JzY9z) — Yz 7 Ja’ m_z/:()
(fog: = Jo90) = 9= for + 92 o f

Fiihrt man die totalen Zeitableitungen aus, so ergibt sich

(g:pfz’z’ - ng:v’x’) " + (gwfz’z’ - ng:v’z/) 2" - H(t,x,z,x’,z') = 0, (924)
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wobei in H die Terme kleinerer Ableitungsordungen zusammengefasst sind.
Zweimalige Differentiation der Nebenbedingung ¢(t, z, z) = 0 ergibt
g " + g.2" — Gt,z,z,2',2") = 0. (9.25)

Die Relationen (9.24) und (9.25) werden nach z”, 2z aufgelost. Man erhélt ein Dif-
ferentialgleichungssystem der Form

1 1
= EF(t,aj,z,x’,z’), 2= BG(t,x,z,x’,z’) (9.26)

mit der Diskriminante D := g2 for0r — 200 Gs far o + G2 for .

Ist nun D # 0 ldngs der Extremalen, so liefert (9.26) zusammen mit den gegebenen
Randbedingungen

(ty) = Tay, 2(ta) = 24, x(ty) = xp, 2(ts) = 2p

eine wohldefinierte Randwertaufgabe.

C. Nebenbedingungen in Form von Differentialgleichungen.

Es ist nunmehr naheliegend, die Nebenbedingung g = 0 dadurch zu erweitern, dass
man in g auch das Auftreten der Ableitung 1’ zuldsst. Solche Variationsaufgaben
mit impliziten Differentialgleichungen als Nebenbedingungen heiflen in der Literatur
meist ebenfalls Probleme von LAGRANGE.

Um die Beweistechnik einfacher zu gestalten und um uns auch an den praktischen
Anwendungen auf Optimalsteuerungsaufgaben zu orientieren, vgl. Abschnitt 7,
schrinken wir uns im Folgenden auf den Fall eines expliziten Differentialgleichungs-
systems ein und unterteilen auch die Variablen y = (z,u) analog zu Abschnitt 7.

Problemstellung (9.27)

Zu vorgegebenen Funktionen fo € C?*([t,,ty] x R"2™ R), f € C*([ta,ts] x
R*™2™ R") und Daten ., 7, € R", wu,, up € R™ sind Funktionen z €
C([ta,ts),R™) und wu € C*([ta,ty],R™) gesucht, so dass das Funktional

ty
I(z,u) = /fo(t,x,u,u')dt
ta

minimiert wird unter den Nebenbedingungen

(a) 2(t) = [f(txt),uld) W' (t), Vit e [tats,
(b) r(te) = a, z(ty) = s,
u(ty) = Ug, u(ty) = up.
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Konstruktion einer Einbettung:

Wir nehmen wieder an, dass (7, uo) eine C*~Ldsung (lokal/global) der Variations-
aufgabe (9.27) ist und konstruieren folgendermaflen eine Einbettung dieser Losung:

Zu beliebigen C*>-Funktionen wy, ..., wyy1 € XZ([ta, ), R™) setzen wir

n+1

u(t,e) = u(t) + Y _epwi(t) (9.28)
k=1

mit € = (g1,...,6041)7 € R™L
Diese Einbettung setzen wir in die Nebenbedingung (a) ein und erhalten die folgende

Anfangswertaufgabe fiir eine Einbettung x(¢,¢) der Losung xg:

.T, = f(t7 €, Ug + ngwkuug + Z‘Ek w;g)?
k k

x(ty, ) = zq4. (9-29)

Gemiéf der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen besitzt die obige Anfangs-
wertaufgabe fiir hinreichend kleine ||¢||oc < €mar  auf dem gesamten kompakten
Intervall [t,,t;] eine eindeutig bestimmte Losung xz(t,e). Ferner ist diese Losung
eine C*-Funktion der Variablen (,¢) € [ta, 5] X [—€max; Emax) "' und es gilt

z(t,0) = zo(t), t € [ta,ts). (9.30)

Die zugehorigen Variationen

vE(t) = g—i(t,()) € R", E=1,...,n+1 (9.31)

geniigen den folgenden Variationsgleichungen (lineare Anfangswertaufgabe)

v, = froe + fiowk 4+ fow),

W) — o (9.32)

Die letzten mnoch fehlenden Bedingungen fiir eine zuldssige Einbettung
(z(t,e), u(t,e)), namlich die Randbedingungen an z im Punkt ¢,, formulieren
wir als Nebenbedingung:

G(e) = x(ty,e) — 25 = 0€R",  |lelloo < Emax, € € R (9.33)
Insgesamt ergibt sich damit die folgende Aussage:

Die C?-Funktion J(g) := I(x(-,¢),u(-,€)) besitzt in € =0 ein (lokales/globales)
Minimum unter der Nebenbedingung G(g) = 0.
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Auf diesen Sachverhalt lasst sich die Theorie der gleichungsrestringierter Optimie-
rungsaufgaben anwenden. Die zugehorigen notwendigen Bedingungen lauten:  Es
gibt LAGRANGE-Multiplikatoren ¢y, € R und ¢ € R", die nicht beide verschwinden,
(0o, ) # 0, so dass die erweiterte Zielfunktion

~

J(e) == Ly J(e) + (TG(e)
in € =0 einen stationdren Punkt besitzt.

Wieder gilt 0.B.d.A. ¢y € {0, 1} sowie die folgende Regularititsbedingung :

Sind die Gradienten der Nebenbedingungen VG1(0),..., VG, (0) linear unabhéingig
(in R™*1), so ldsst sich ¢y =1 wihlen.

Damit folgt also:

Vk=1,...,n+1: EOSTJ(O) + (Top(ty) = 0. (9.34)
k

Wir iiberlegen uns an dieser Stelle, dass die LAGRANGE-Multiplikatoren (£, (") €
R™ tatséichlich von den (beliebig vorgegebenen) Variationen wy, ..., w,11 un-
abhdngig gewahlt werden konnen.

Dazu schreiben wir (9.34) als ein homogenes lineares Gleichungssystem:

0J
8_81 U1 (tb)T EO
: - 0. (9.35)
0J
0n11 vnsr(to)" tn

Aufgrund der obigen notwendigen Bedingung ist die Koeffizientenmatrix A dieses
linearen Gleichungssystems fiir jede Wahl der Variationen wy,...,w,y; singulér.
Ferner sieht man mittels der Variationsgleichungen (9.32) und der Relation

123
aJ
5(0) = / (fowvi + fowwr + fo, w) dt, k=1,...,n+1,  (9.36)
k

la

dass die k-te Zeile der Matrix A nur von wyg, nicht jedoch von den anderen
Variationen wj, j # k, abhéngt.

Bezeichnet p < n nun den maximal moglichen Rang der Matrix A (fiir alle Va-
riationen  wy, ..., w41 € XZ) und wird wy,... ,wp, dann so gewahlt, dass die
ersten p Zeilen von A linear unabhéngig sind, so folgt, dass (9.34) mit festen (g, ¢)
unabhéngig von der Wahl der Variationen wyyq,...,w,4; giiltig ist. Die entspre-
chenden Zeilen p+ 1,...,n + 1 miissen ja von den ersten p Zeilen linear abhéngig
sein. Damit ist (9.34) aber — mit diesen ¢y, £ — auch fiir alle Variationen wy, ..., w11
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Wir fahren nun mit der Herleitung der LAGRANGE-Multiplikatorenregel fort.

Dazu multiplizieren wir (9.32) mit einer (zunéchst beliebigen) Funktion M\ €
C([ta, ), R™), integrieren und addieren dies zu (9.34). Mit (9.36) folgt dann fiir
alle k=1,...,n+1:

tp

/ [EO(féerk + fhowe + fow wi) +

la

+ AT (T + fTwe + flw), — U;)} dt + (Topty) = 0.

Mit dem erweiterten Integranden :

~

[tz 2w, N) = Ly fot,z,u, ') + N (f(Ez,u,0) — o) (9.37)

lésst sich diese Beziehung folgendermaflen schreiben
tp
/ []E;[\Uk + ]E;ka + ]E;l: w; - )\TU;] dt + gTUk@b) = 0.

ta

Den Term ATv), wandeln wir mit partieller Integration um. Da v;(0) = 0 ist, ergibt
sich:

tp tp

/ (fgwk + fT w;> dt + / (fw + X)Tvk dt + (Z—)\(tb)>Tvk(tb) — 0. (9.38)

ta ta

Wir wéahlen A\ nun als Losung der linearen Anfangswertaufgabe
N o= —foo= —(bofo + ATf).. At =L (9.39)

Die obige Differentialgleichung fiir A heif3t adjungierte Differentialgleichung. Fiir sie
ist ein Anfangswert am rechten Intervallende vorgegeben, die adjungierte Gleichung
ist also rickwdirts zu integrieren. Ferner erkennen wir unschwer im Term H =
lofo+ AT f die HAMILTON-Funktion aus Abschnitt 7.B, vgl. (7.23), wieder.

Man beachte, dass die Existenz einer (eindeutig bestimmten) Losung von (9.39) im
gesamten Intervall [t,, ;] aufgrund der Linearitdt der adjungierten Differentialglei-
chung gesichert ist.

Mit dieser Definition verbleibt von der notwendigen Bedingung (9.38)

ty

/(f;fwk + fr w§€> dt = 0, Vw, € Xg([ta,ts], R™).

ta

Hiernach gilt also die entsprechende EULER-LAGRANGE Differentialgleichung fiir
den erweiterten Integranden beziiglich der Variablen w.

Wir fassen das Ergebnis nun in folgendem Satz zusammen:
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Satz (9.40)

Ist  (wg,up) eine C*-Losung der Variationsaufgabe (9.27), so ewistiert ein
LAGRANGE-Parameter ¢, € {0,1} und es gibt adjungierte Variable X\ €
C!([ta, ts], R™), so dass (xq,ue) Extremale des erweiterten Funktionals

tp

A

I(z,u) = / [50 folt,z,u, ) + XO)T(f(t, z,u,u) — x’)] dt

ta

ist.  Es gilt ¥t € [to,ts] : (Lo, A(t)) # 0. Ferner ldsst sich £y =1 wdhlen, falls die
in der Herleitung genannten Gradienten VG(0), k = 1,...,n linear unabhingig
sind.

Bemerkung (9.41)

a) Die obige Beweistechnik lésst sich natiirlich auch auf allgemeinere Variations-
aufgaben mit Nebenbedingungen in Form von Differentialgleichungen ausdeh-
nen.

Hat man z.B. ein Zielfunktional der Form
133
I(z,u) = g(Ta,Tp, U, Up) + / fo(t, z,u,u’) dt
ta

und Randbedingungen der Gestalt
xi(ta) = Zja, (2 € [a>7 x](tb) = mjba (] € Ib)?
ui(ta) = Ujq, ('L € Ja)a uj(tb) = Ujp, (] € Jb)7

so bleibt die Aussage von Satz (9.40) giiltig. Zusétzlich ergeben sich die fol-
genden zugehorigen natiirlichen Randbedingungen:

B dg . B dg
Mt = gl GgL) Nb) = gl (D)
5 B dg . 5 ., Og .
fu;[ta] - EO 8Uia7 (Z ¢ Ja)v fu;[tb] - 60 8ujb7 (] ¢ Jb)

b) Fiir den Fall allgemeiner (nichtlinearer) Randbedingungen und das eventuelle
Auftreten von Ecken sei auf die Ergebnisse aus Abschnitt 7 verwiesen.

Variationsaufgaben mit allgemeinen impliziten Differentialgleichungen als
Nebenbedingungen und ev. nur stiickweise glatten Extremalen werden z.B. in
H. Sagan (1969), Theorem 6.2, behandelt.
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Numerische Lésung (9.42)

Wir betrachten zwei Spezialfalle:

a)

Fall 1: Liangs der Losung (xg, ug) sei die HESSE-Matrix fu/ W regular.

A d
Die EULER-LAGRANGE Gleichung f, — p fuw = 0 lésst sich dann nach dem
Satz iiber implizite Funktionen lokal nach «” auflésen. Man erhélt somit eine
Differentialgleichung der Form «” = U(t,x,u,u’, \).

Zusammen mit den gegebenen Zustandsgleichungen und den adjungierten Dif-
ferentialgleichungen ergibt sich somit die folgende wohldefinierte Randwertauf-
gabe:

¥ = f(t,x,u,u), z(ty) = g, x(ty) = mp,
u = Ult,z,u, v/, N), u(ty) = ug, u(ty) = up,
N o= —(lofo+ AT ).

Fall 2: Das Variationsproblem sei unabhéngig von u. Das Problem ist dann
gerade von der Form einer Optimalsteuerungsaufgabe mit der (nurmehr steti-
gen) Steuerfunktion «’. Zur (eindeutigen) Festlegung von u wird wu(t,) = 0
gefordert, wahrend wu(t,) frei ist! An die Steuerung v’ selbst konnen natiirlich
in diesem Zusammenhang keine Randbedingungen gestellt werden!
d -

Die EULER-LAGRANGE Gleichung fiir v lautet dann 7 fu = 0. Zusammen
mit der natiirlichen Randbedingung f,/[t,] = 0 ergibt sich also fu[t] = 0,
oder H, =0, wobei

H = {y folt,z,u) + AV f(t,z,0) (9.43)

die HAMILTON-Funktion bezeichnet.

Nimmt man wieder an, dass die HESSE-Matrix H, ., ldngs der Losung regular
ist, so lasst sich die obige Gleichung nach dem Satz iiber implizite Funktionen
lokal eindeutig nach u" auflosen: ' = U(t, z, \).

Diese Funktion wird nun in Zustands— und adjungierte Gleichungen eingesetzt.
Dies liefert die folgende wohldefinierte Randwertaufgabe:

= flt,x,U(t,z,N), x(ts) = x., x(ty) = axu,

N o= —(lofo+ A f)a

Beispiel (9.44) (Brachistochrone)

Wir werden das BERNOULLIsche Problem der Bestimmung einer Kurve kiirzester
Fallzeit, das wir schon in Abschnitt 3 als Variationsaufgabe behandelt haben, nun
als ein Optimalsteuerungsproblem formulieren. Dazu nutzen wir aus, dass beim Ab-
rollen eines Massenpunktes (Kugel) auf einer Schiene ein Anteil der Schwerebeschleu-
nigung g senkrecht zur Schiene als Zwangskraft auf die Schiene wirkt und nicht zur
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Beschleunigung des Massenpunktes beitrigt. Die Schwerebeschleunigung wird also
zerlegt in g = n + a wobei n senkrecht auf dem Geschwindigkeitvektor v steht
und a die auf den Massenpunkt wirkende Beschleunigung beschreibt, vgl. dazu die
Abbildung 9.3.

Der Normalanteil der Beschleunigung werde beschrieben durch

U2
n = uv- = u ,

wobel u = u(t) ein unbestimmter Skalar (die Steuerung) ist.

Die Beschleunigung des Massenpunktes ist damit gegeben durch

a — —n = U2
-8 - _g+UU1

und wir konnen das folgende Optimalsteuerungsproblem formulieren:

Man bestimme die Fallzeit t, > 0 und eine Steuerung u € C'([t,,t,), R), so dass

das Funktional .
b

I(x,v,u,ty) = t, = / 1dt
0
minimiert wird unter den Nebenbedingungen

xy = v, z1(0) = 0, ri(ty) = 2,
$/2 = V9, (L‘Q(O) = 0, I‘Q(tb) = —1,
V] = —usg, v1(0) = 0,
vy = —g + uuv, v2(0) = 0

X2

L I e e i e el e

Abb. 9.3 Beschleunigungen bei der Brachistochrone.
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Die Endzeit ¢, und die Endgeschwindigkeit (v (t), v2(t;))T sind frei.
Wir stellen die notwendigen Bedingungen zusammen.
HAMILTON-Funktion :
H = 14+ Mv + Mvy — A3veu + M (v1u — g)
= (1 + AMvp + Avy — )\49) + u(/\4vl - )\31)2).

Adjungierte Differentialgleichungen :

Moo= 0,
N, = 0,
Ny = =1 — ulg,
Ny = =Xy + uls.

Natiirliche Randbedingungen :
As(ty) = Ma(ty) = 0, H[ty] = 0.

Optimale Steuerung :

Da die Steuerung linear in das Optimierungsproblem eingeht, hangt die Funktion
H, = Mjv;y — A3vy nicht von der Steuerung ab. Man nennt die Funktion H, in
solch einem Fall auch Schaltfunktion des Optimalsteuerungsproblems.

Der in (9.42) b) beschriebene Losungweg kann jedenfalls nicht verwendet werden,
das Optimalsteuerungsproblem ist singuldr.

Es gibt allerdings einen Trick, mit dessen Hilfe man in solch einem Fall mitunter doch
Informationen {iber die optimale Steuerung erhélt. Da H, langs der Losung identisch
verschwindet, miissen auch sédmtliche Zeitableitungen von H, verschwinden. Mit
etwas Miihe berechnet man

Hu = )\41}1 — )\31}2 = 0,

d

—H, = MNuvy — v + A39g = 0,
dt

d2

@Hu = —2)\19+U<)\1@1+)\2’02 —>\4g) = 0.

Da nun die HAMILTON-Funktion lings der Losung konstant ist (das Problem ist
autonom) und aufgrund der natiirlichen Randbedingung sogar verschwindet, folgt
mit H, =0 also: A\v; + Avy — \yg = —1 und damit

u = —2MNg.

Damit folgt, dass die optimale Steuerung konstant sein muss, und wir kénnen —
sogar ohne Verwendung der adjungierten Variablen — die folgende Randwertaufgabe
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(transformiert auf das feste Intervall [0, 1]) aufstellen:

¥y =ty z1(0) = 0, (1) = 2
T =y, z2(0) = 0, zo(l) = —1,
v = —tpu v, v1(0) = 0,
(9.45)

vy = ty(uvy — g), v2(0) = 0.
u = 0,
t, = 0

1 «

Xy

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Abb. 9.4 Losung der Randwertaufgabe (9.45).

Die Randwertaufgabe (9.45) lisst sich mit BNDSCO relativ leicht 16sen. Man erhélt
in der Tat die schon aus Abschnitt 3 bekannte Losung des Brachistochronenproblems
mit relativ guter Genauigkeit, sieche Abbildung 9.4. Fiir die Endzeit liefert BNDSCO
den Wert ¢, = 0.7978742726, der auf zehn Dezimalen mit dem in Aufgabe 9
berechnetem Wert iibereinstimmt, fiir die Steuerung ergibt sich u = 4.397144875.
Hierbei wurde vereinfachend fiir die Erdbeschleunigung der Wert g = 10 verwendet.

In der folgenden Abbildung sind die Losungskomponenten einschliellich der adjun-
gierten Variablen A3 und A\, dargestellt. Fiir die konstanten adjungierten Variablen
ergeben sich Ay = —0.2198572437 und A\, = —0.04077735121.
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Abb. 9.5 Losung der Randwertaufgabe (9.45).
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H.J. Oberle Variationsrechnung u. Optimale Steuerung

10. Mehrpunkt—Randwertaufgaben, BNDSCO

Die notwendigen Bedingungen fiir Variationsaufgaben bzw. fiir Aufgaben der opti-
malen Steuerung fithren, wie wir gesehen haben, in aller Regel auf Randwertaufgaben
fiir gewohnliche Differentialgleichungen.

Die allgemeine Problemstellung lautet dabei:
y(t) = fty@)
r(y(a),y(b)) = 0 (10.46)
mit y(t) eR", r:R"xR" — R",

mit hinreichend glatten Funktionen f und r.

Bei Problem (10.1) handelt es sich um eine Zweipunkt—Randwertaufgabe.

Neben diesen glatten Randwertproblemen treten als notwendige Bedingungen von
Optimalsteuerungsaufgaben aber auch Randwertprobleme auf, bei denen die rechte
Seite f lediglich stiickweise glatt ist und fiir die an diesen Unstetigkeitsstellen bzw.
Knickstellen gewisse innere Punktbedingungen erfiillt werden miissen.

Solche Aufgaben sind dann vom Typ einer Mehrpunkt-Randwertaufgabe bzw. eines
Randwertproblems mit Schaltbedingungen:

Problemstellung (Mehrpunkt—-Randwertaufgabe)

Zu bestimmen ist ein Gitter A = (o, 71,...,7s, ) € Zg[ta, tp] sowie eine stickweise
C'-Funktion y :€ CL(A,R") mit

y'(t) = fltyd),

( fO(tay) : ta

filty) - 1 < t< Ty

IN

t< 7

(10.47)

\ fs(tvy): Ts S tS tb7

y(r) = halmy,y(m)), kE=1,...,s,

r(y(ta)sy(m), -yl ) ult) = 0.

Hierbei sind die Funktionen f : [tq,t5] X R" — R" hy : [t,, ) x R" — R" und
r: R*(+2) 5 R™+s als hinreichend glatt vorausgesetzt.

Wir beschreiben im Folgenden ein numerisches Verfahren, die Mehrzielmethode, zur
Losung derartiger Randwertaufgaben. Wir beginnen dabei mit dem sogenannten
einfachen Schiefiverfahren (single shooting) und der Problemstellung (10.1).
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A. Das einfache Schief3lverfahren

Die Grundidee der so genannten Schiefiverfahren ist die iterative Verwendung von
numerischen Integrationsverfahren fiir Anfangswertaufgaben. Die bei der Randwert-
aufgabe (10.1) fehlenden Anfangsdaten werden zunéchst geschétzt und sodann mit
dem NEWTON—Verfahren iterativ verbessert, so dass im Grenzwert die Randbedin-
gungen erfiillt werden.

Die zu (10.1) zugehorige Anfangswertaufgabe lautet

yt) = fty), a<t<b,

10.48
y(a) = % ( )

wobei der Vektor z € R™ die geschétzten Anfangsdaten bezeichnet.

Die Losung von (10.3) werde mit y(¢; z) bezeichnet. Sie sei im gesamten Intervall
a <t <b definiert.

Damit ist die Randwertaufgabe in ein dquivalentes Nullstellenproblem fiir die Funk-
tion

F(z) = r(zyb2) (10.49)

iiberfiihrt worden. F': R™ D D — R" ist eine ,glatte“ Funktion, sofern die Funk-
tionen r und f hinreichend oft stetig differenzierbar sind. D ist eine offene Menge
und enthélt die Anfangswerte z* = y*(a) der Losungen y* der Randwertaufgabe.

Zur numerischen Berechnung einer Nullstelle z* ldsst sich das geddmpfte (globali-
sierte) NEWTON—Verfahren verwenden. Der k-te Iterationsschritt lautet wie folgt:

JE(Z%) AZF = —F(2Y)
(10.50)
AL = 2R\ AR 0< M\ <1.

Hierbei beschreibt JF(z) die JAcOBI-Matrix von F' und A den Dampfungspara-
meter (Schrittweitendampfung).

Fiir die JAcoBI-Matrix JF(z) gilt:

JF(z) = B, + B, Y(b)
B = Lotun
u (2y(b:2))
5 (10.51)
By = —r(u,v)
Qv (2(bi2)
0
Y(b) = @y(byz)



Die Matrizen B, und B, beschreiben die Ableitungen der Randbedingungen. Sie
lassen sich i. Allg. ohne Schwierigkeiten analytisch berechnen, werden in den Pro-
grammpaketen jedoch zumeist mittels numerischer Differentiation bestimmt.

Zur Berechnung der Matrix Y'(b) in (10.6) bieten sich zwei Wege an. Zum Einen
lasst sich Y (b) durch numerische Differentiation etwa mit Vorwértsdifferenzen ap-
proximieren:

Y(b) = (vi)

Vil 21,z Az 2n) — (b 21, 20)
Yij Az (10.52)

Q

|Az;| ~ |z]eps, eps: Maschinengenauigkeit.

Zum Anderen kénnte man Y (b) auch durch numerische Integration der Variations-
gleichung berechnen. Hierzu hat man die folgende Matrix—Anfangswertaufgabe zu
16sen:

Yit) = filty(t:2)Y(R), a<t<D

v - 1 (10.53)

Da die rechte Seite von (10.8) von der Trajektorie y(t; z) abhéingt, ist die simultane
Integration des Matrix—Differentialgleichungssytems mit dem Ausgangssystem zu
empfehlen.

Wiéhlt man zur Approximation der JACOBI-Matrix das Verfahren der numerischen
Differentiation, so erhélt man den folgenden (groben) Algorithmus fiir das einfache
Schieflverfahren.

Algorithmus 10.9 (Einfaches Schief3verfahren)

(a) Wéhle einen Startvektor z° € R"; k:=0, X:=1.
(b) Lose die Anfangswertaufgabe (10.3) zur Berechnung von y(b; 2¥)) und setze
F() = r(e*y(b;2h));
Tk = ||F(Zk)H2 :
Falls k = 0: gehe nach (d).
(c) Falls 7" > 7¢=D .  ¢ = 1, A= N2

2= P NA L

gehe nach (b).
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Falls ¢ =0 : X:=min(1,2\).
Falls T® hinreichend klein:  Abbruch!

(d) NEwWTON-Korrektur:
Fir j=1,2,... ,n:

Azj = ,/eps max (1, |zﬂ),
Berechnung von y (b; zk ,z;? +Azj,. .. ,ZS) nach (10.3) .

Auswertung der JACOBI-Matrix JF(z*) nach (10.7);
Losung des linearen Gleichungssystems JF(z%) AzF = —F(zF).
Falls HA zkH hinreichend klein: Abbruch;

Setze k = k+1; ¢ :=0; 2F .= 2F" 1 XNAZKL
Gehe nach (b).

Das einfache Schiefiverfahren besitzt zwei wesentliche Nachteile, die seine Anwend-
barkeit bei komplizierteren Randwertaufgaben héufig stark einschrénken. Beide
Schwierigkeiten hingen damit zusammen, dass zur Auswertung von F(z) und
JF(z) Anfangswertaufgaben iiber den gesamten Zeitbereich a < t < b gelost
werden miissen.

Nun koénnen nichtlineare Differentialgleichungen bewegliche Singularititen besitzen,
d.h., die Losung y(¢;z) einer Anfangswertaufgabe existiert i. Allg. nur in einer
von den Anfangswerten 2z abhéngigen (maximalen) Umgebung |tmin, tmaez| der
Anfangszeit t = a. Liegt die ,,Singularitit® ¢,,,, nun im inneren Intervall |a,b|,
so ist die Auswertung von F'(z) = r(z,y(b;2z)) nicht moglich und das Verfahren
bricht ab.

Beispiel (10.10) (nach Troesch )
Gegeben sei folgende Randwertaufgabe
y" = Xsinh(\y)
y(0) = 0,  y(1) = 1.

Fiir A = 5 besitzt die zugehorige Anfangswertaufgabe
y”" = Asinh(\y)
y(0) = 0, ¢(0) = =

nur fir |z] < 0.05 eine Losung, die im ganzen Intervall [0, 1] existiert; vgl. auch
STOER, BULIRSCH, Abschnitt 7.3.

Fiir die tatséchliche Losung der Randwertaufgabe erhélt man: 2* = 0.0457504. .. .

19B.A. Troesch: A simple approach to a sensitive two-point boundary value problem.
J. Computational Phys., vol. 21, 279-290, 1976.
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A>0

Abb. 10.1. Beispiel von TROESCH

Der zweite Nachteil des einfachen Schieflverfahrens héngt mit der mdoglicherweise
empfindlichen Abhéingigkeit der Losung y(t;z) von den Anfangsdaten z zusam-
men. Die entsprechende Fehlerabschétzung lautet:

ly(bs2) —y(®, 2)| < el |z — 2| . (10.11)

Hierbei bezeichnet L eine Lipschitz—Konstante von f(¢,y) beziiglich y. Ver-
nachléssigt man die Abhéngigkeit der Lipschitz—Konstanten von dem jeweils be-
trachteten (¢, y)—Bereich, so hingt die Empfindlichkeit der Anfangswertaufgabe also
im wesentlichen von dem Produkt aus Lipschitz-Konstanten und Integrationslénge

(b—a) ab.
Beispiel (10.12)
Gegeben sei die Randwertaufgabe

y' o= 12y +
y(0) = y(10) = 1.

Die Losung der zugehorigen Anfangswertaufgabe lautet:

421 — 29 32’1 + 29
e—3t + e4t ]

y(t;21,22) = - -

Setzt man diese in die Randbedingungen ein, so erhélt man die (eindeutig bestimm-
ten) Anfangsdaten

o= y0) =1
2 = y(0) = =3 +29...107"7.
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Bei numerischer Rechnung wird man hierfiir bestenfalls Approximationen
5 =1, % = —3+¢, |e| ~ eps

erwarten konnen. Die zugehorigen Losungen y(t; 1, 25) der Anfangswertaufgabe
héangen jedoch sehr empfindlich von der Approximation fiir 25 ab.

So findet man:

y(10;1,-3) =e™3" =~ 9.36F — 14,

1
y(10;1, -3+ 10710) =~ = e~ 153E+12.

Der gesuchte Anfangswert z; ldsst sich also numerisch gar nicht so genau berechnen,
dass der Losungsverlauf auch nur in etwa qualitativ richtig ist (fiir Maschinengenau-
igkeiten in der Gréfenordung 10719).

Schéitzt man die in (10.11) auftretenden GroBen ab, so findet man fiir dieses Beispiel:

|z —Z|| =~ 1071 (bei 10stelliger Rechnung) .

B. Die Mehrzielmethode

Die Mehrzielmethode ist eine Modifikation des einfachen SchieBverfahrens, welche
die numerische Integration tiber ,,grofie“ Bereiche vermeidet und damit (in gewissem
Umfang) eine Abhilfe fiir die genannten Probleme des einfachen Schiefiverfahrens
bietet. Das Verfahren geht auf KELLER ?°, OSBORNE 2! und BULIRSCH #2 zuriick.

Die Grundidee des Verfahrens ist es, mit einer Intervallunterteilung zu arbeiten und
Anfangswertaufgaben jeweils nur iiber diesen Teilintervallen zu l6sen. Die Anfangs-
werte (fiir alle Teilintervalle) sind dann so zu bestimmen, dass im Grenzwert nicht
nur die Randbedingungen erfiillt werden, sondern auch die aus den Teiltrajektorien
zusammengesetzte Losung glatt ist.

Wir betrachten wieder eine allgemeine Zweipunkt-Randwertaufgabe der Form
(10.1). Ferner werde eine (feste) Intervallunterteilung vorgegeben:

20H.B. Keller: Numerical Methods for Two-Point Boundary—Value Problems. Blaisdell, London
1968.

2IM.R. Osborne: On shooting methods for boundary value problems. J. Math. Anal. Appl., vol.
27, 1969

22R. Bulirsch: Die Mehrzielmethode zur numerischen Losung von nichtlinearen Randwertproble-
men und Aufgaben der optimalen Steuerung. Report der Carl-Cranz—Gesellschaft, 1971.
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a =t < tg < ... < t, = D. (10.13)
Die t; heiflen Mehrzielknoten.

Fiir jedes Teilintervall werden Anfangswerte
z; ~ y(t), j=1,....m—1

geschéitzt und die jeweiligen Anfangswertaufgaben auf den Teilintervallen
yo= flty),  t <<t
y(t;)) = z

(numerisch) gelost. Die Losungen werden wie {iblich mit y(¢;¢;,2;) bezeichnet.

(10.14)

Die zusammengesetzte Trajektorie

y<t;t1721) : tl
y<t;t27'z2) : t2 <t < t3

y(tize, .oy 2mer) = (10.15)

IN

t < i

y(t;tm—lazm—l) . tm—l <t S tm

16st nun die Randwertaufgabe genau dann, falls die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:
F;(25, zj41) = y(trt;5) =z = 0, j=L2....m=2 (10.16)
Fm—l(zlyzm—l) = T(zlvy(tm;tm—l)zm—1>> = 0.

Die ersten Bedingungen sind die Sprungbedingungen, die letzte Bedingung beschreibt
die vorgegebenen Randbedingungen. Damit ist die Randwertaufgabe wieder in ein
aquivalentes Nullstellenproblem fiir die zusammengesetzte Funktion

o= (Flw--:mel)T: R(mil)n > D = R(mfl)n

iiberfiithrt worden.

t—

Abb. 10.2. Mehrzielmethode
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Zur Nullstellenbestimmung wird das globalisierte (geddmpfte) NEWTON—Verfahren
verwendet. Fiir die hierzu benotigte JACOBI-Matrix (auch Mehrzielmatriz genannt)
JF(2), 2= (21,...,2m_1)" erhilt man die folgende Blockstruktur:

i —1I, 0
}/2 _[n
JF(z) = (10.17)
0 Ym72 _[n
B, 0 0 BpYim-1
wobei 5
Y;' = 8_Z]y(t]+latj7zj)7 .]:]-)7m_1
0
Ba = a_ T(Zlay@m;tmfl?szl)) (1018)
821
By = (et b 2
= r\«z ms bm—1, Zm—
b oz LY 1 1
Die Berechnung der Variations- oder auch Propagationsmatrizen Y;, j = 1,...,

m— 1, kann wie beim einfachen Schiefverfahren mittels numerischer Differentiation
erfolgen. Der folgende Satz belegt die Regularitéit dieser Matrizen.

Satz (10.19)

Ist f eine C''~Funktion und sind die z; € R" so gewihlt, dass die Anfangswertauf-
gabe (10.14) eine Losung y(t;t;, z;) besitzt, die im gesamten Intervall ¢; <t <t 4
existiert, so ist Y; € R regulir.

Beweis:

y(-;tj,2) ist zugleich Losung der AWA ' = f(t,y), y(tj+1) = y(tjs1:t5, 2), also:
2z =y(t;;tj41,Y(tj41;t5, 2)). Dies gilt fiir alle z in einer Umgebung von z;.

Die Differentiation dieser Identitét nach z und Einsetzen von z = z; liefert:
0
I, = 92 y(titiens 2zi1) | - Y
Hieraus folgt die Regularitét von Y. —

Zur Anwendung des NEWTON—Verfahrens wird nun aber die Regularitidt der JACO-
BI-Matrix benotigt. Hierzu lasst sich der folgende Zusammenhang aufzeigen, der im
Wesentlichen besagt, dass aus der Regularitédt der JACOBI-Matrix fiir das einfache
Schieflverfahren auf die Regularitdt der Mehrzielmatrix geschlossen werden kann.
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Satz (10.20)

Die Randwertaufgabe (10.1) habe eine Losung y*.
Ferner sei 27 :=y*(t;) und 2% = (2f,..., 25, )"

Die Abbildung W(z;) := 7(z1,y(tm;t1,21)) ist dann in einer Umgebung von 2z}
wohldefiniert. Die Abbildung sei reguldr, d.h., sie besitze eine reguldre JACOBI-
Matrix:

E* = JU(z}) € R™M,

Dann folgt:  JF(z*) ist regulér.

Beweis

Wir betrachten das Gleichungssystem JF(z) Az = —F(z) und schreiben die Va-
riablen in der Reihenfolge:

(AZQ, AZ:),, ceey Aszl, AZl).

Man erhélt dann die folgende Blockstruktur des Gleichungssytems

-1 0 Yi A 29 Fl
Yo —1 E:
Y 7 A‘Zg 2
Ym72 I 0 A Zm—1 .
0 (Bb Ym—l) Ba AZl Fm—l

Hierauf wenden wir nun Block—GAuss—Elimination an.

Die Pivotelemente sind dabei gerade die (—I)-Matrizen. Es folgt:

(=1 0 Y, Az By
(_I) [YQ Yl] Az Fy
(—[) [Ym72 ce }/1} Aszl :
0 {Ba + Bb mel ce }/1} A 21 ﬁm—l
mit _
F1 = F1
52 = Fh + Y2 K
F3 = 3+ Y3F + Y3, By
ﬁm—l = Fm_1 + Ym—l Fm_2 4+ ... + Ym—l e YéFl .
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Da die Gauss—Elimination den (absoluten) Wert der Determinante erhélt, folgt
hiermit:

det (JF(z)) = *det(Bo+ ByYpo1-Yio-...-Y)) = +det E.

Setzt man hierin z; = 2 ein, so folgt schlieBlich:
E — or n or Oy*(tm) ' Ay (tm—_1) _ ‘ Jy*(ts)
0z 0 zm O Zm—_1 0 Zy—2 o 0z

= 52 [7(21, y(tm; 1, 21))]

=2}
= FE* regular!
]
Der Beweis zu Satz (10.20) liefert zugleich eine schnelle und sparsame Methode zur

Berechnung der NEWTON-Korrekturen Az; :

a) Berechne E = B, + BY,_1...]

und Fm—l = Fm—l + Ym—l Fm—2 + ... + Ym—l )/QFl
b)  Lose E-Az = Fn_, (10.21)

c) Berechne rekursiv:

Der obige Algorithmus (manchmal auch ,,condensing algorithm* genannt) ist jedoch
nur dann numerisch brauchbar, falls das lineare Gleichungssystem (10.21)b) nicht zu
schlecht konditioniert ist. Andernfalls ist der Algorithmus instabil, und es empfiehlt
sich, statt dessen die direkte Auflésung des ,groflen” linearen Gleichungssystems
JF(z) = —F(z) etwa mittels QR—Zerlegung vorzunehmen.

Aus dem Beweis zu (10.20) ldsst sich auch umgekehrt folgern: Ist die Mehrzielma-
trix JF(z) in Losungspunkt z* reguldr, so ist auch die Matrix E* = JW¥ (z])
regulédr.

Nach dem Umkehrsatz existieren daher Umgebungen
U, ¢ R* von 2}
Uy ¢ R"™ wvon 0,

sodass W[y, : U, — Uy sogar bijektiv ist. Dies bedeutet, dass die Randwert-
aufgabe eine ,jisolierte” Losung besitzt und sogar bei Storung der Randdaten immer
noch (lokal) eindeutig 16sbar ist.

Dies ist die wesentliche Aussage des folgenden Einbettungssatzes.
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Satz (10.22) (Einbettungssatz)

Das Randwertproblem (10.1) besitze eine Liosung y*. Zu einer vorgegebenen
Intervallunterteilung (10.13) und zj :=y*(t;), j=1,...,m—1 sei die Mehrziel-
matriz JF(z*) requlir.

Dann ezistieren Umgebungen U, C R™ wvon y*(a) und U, wvon 0 € R", so dass
fiir jeden Vektor ¢ € Uy das ,gestorte” Randwertproblem:

y = f(t,y); r(y(a),y(b) = €

genau eine Losung  y*(-;e) mit y*(a,e) € U, besitzt.

Insbesondere ist die Lésung der urspringlichen Randwertaufgabe lokal eindeutig.

Beispiel (10.23)
Wir betrachten nochmals die lineare Randwertaufgabe aus Beispiel 10.12:

y' = 2y +y
y(0) = y(10) = 1.

Akzeptiert man eine lokale Fehlerverstarkung von eft+17%) ~ 105 so geniigt es
offenbar, die Intervallinge auf |t;41 —t;) =1 zu reduzieren.

In der Tat liefert die Mehrzielmethode fiir dieses Beispiel mit m = 11 &Aquidistan-
ten Mehrzielknoten, die in der folgenden Tabelle angegebenen Approximationen fiir
y(t;) und y'(t;), 7=1,...,11, die auf etwa fiinf Dezimalstellen mit der exakten
Losung iibereinstimmen.

T(J) Y(1,3) Y(2,7)
0 0.1000 OOOOE+01 -0.3000 OOOQOE+01
1 0.4978 7068E-01 -0.1493 6121E+00
2 0.2478 7522E-02 -0.7436 2565E-02
3 0.1234 0980E-03 -0.3702 2941E-03
4 0.6144 2501E-05 -0.1843 2486E-04
5 0.3079 6345E-06 -0.9094 6245E-06
6 0.1277 6450E-06 0.4044 4808E-06
7 0.6144 9072E-05 0.2457 4329E-04
8 0.3354 6162E-03 0.1341 8460E-02
9 0.1831 5503E-01 0.7326 2024E-01
10 0.9999 9267E+00 0.3999 9707E+01
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C. Mehrpunkt—Randwertaufgaben

Wir beschreiben im Folgenden eine Variante der Mehrzielmethode, mit der auch
Mehrpunkt-Randwertprobleme von Typ (10.2) behandelt werden kénnen. Wir wie-
derholen nochmals die Problemstellung, genauer handelt es sich hierbei um eine
Randwertaufgabe mit Schaltbedingungen.

Problemstellung (10.24)

Zu bestimmen ist ein Gitter A = (o, 71,...,7s, ) € Zg[ta, tp] sowie eine stickweise
C'—Funktion vy : [te,ty] — R™ mit

( fO(t7y) : ta

Lilty) 1 < t< T

IN

t< 7

\ fs(ty) : Ts S U< 1y,
(b) () = (e, y(m)), k=1 ...,s,
(c) r(y(ta), y(m), - y(m)y(t) = 0.

Die Funktionen fy : [to, ] XR™ — R™, hy : [tq, ty] xR™ — R™ und r : R" 572 x R+
werden als hinreichend glatt vorausgesetzt.

Um die Idee des Mehrzielverfahrens zur numerischen Loésung anzuwenden, setzen
wir (formal)
2 = (y)',m,..., ) € R (10.25)

Nun werden (feste) Mehrzielknoten t1, ..., t,, wie in (10.13) gewéhlt. Wir nehmen
an, dass die Mehrzielknoten von den Schaltpunkten (fiir alle Iterierten der Schalt-
punkte) verschieden sind.

Dann lassen sich — bei Kenntnis von hinreichend genauen Schéitzwerten fiir die

Schaltpunkte 7q,...,7, und hinreichend genauen Anfangdaten y; — die folgen-
den Anfangswertaufgaben in den Mehrzielintervallen [t;,¢;41], 7 = 1,...,m —1
16sen:
ity .
t? Yy 13 T
() = ( ) oty =z o= | . (10.26)
0 :
Ts
Dazu werden zunéchst diejenigen Schaltpunkte 7%, To;41,. .., T, 1 bestimmt, die

in dem jeweiligen Mehrzielintervall |¢;,¢;41[ liegen. Sodann wird mit dem Anfangs-
wert y; und der rechten Seite fi,_; im Intervall [t;, 73] integriert. In 7, wird die
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Integration gestoppt, die Sprungbedingung (10.24) (b) wird ausgefiihrt und es wird
so fortfahrend mit der neuen rechte Seite fi, im Intervall [ry;, 7y, 41] weiterinte-
griert, bis schlieflich ¢;;, erreicht ist.

Nach der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen héngt die hiermit berechnete
Trajektorie z(¢;t;,2;), t; <t < t;11, in C*~weise von den Variablen (¢, z;) ab, wobei
die hinreichende Glattheit der Funktionen fj; und hj vorausgesetzt wurde.

Die zusammengesetzte Trajektorie

IN

y(t;ity, z1) st
y(t;ta, 22) Dty <t <ty

y(t; 21,0y Zme1) = (10.27)

t < ty

y<t;tm—lazm—1) : tm—l S t S tm

16st nun wie zuvor die Randwertaufgabe (10.24) genau dann, falls das folgende nicht-
lineare Gleichungssystem in den Schéatzwerten zi,..., 2,1 erfiillt wird:

Fi(z, zj+1) = 2(tji1:tj,25) — 2421 = 0, j=1,2,....m—2,
(10.28)
Fm—1<zla'--7zm—1> = T(ylay(ﬁ—)a'-~7y(7_s_)7y(tm§tm—lazm—l)) =0.

Dabei bezeichnet y(7,) den linksseitigen Grenzwert der Trajektorie im Schalt-
punkt 7. Dieser lidsst sich in Abhéngigkeit der Schétzungen z; schreiben: y(7, ) =
y(1y )., 2j,) mit einem Index j, € {1,...,m—1} gegeben durch t;, < 7 < tj,41.
Daher héngt y(7,) in C%-weise von den Schétzungen z1, ..., z,,_1 ab. Insbesondere
sind die in (10.28) definierten Funktionen F} also C*-Funktionen.

Fiir die JAcoBI-Matrix (Mehrzielmatriz) der durch (10.28) definierten Abbildung
F = (F,... 7Fm_1)T . Rm=D(nts) 5 Dy Rm=1) (nts)

ergibt sich eine Blockstruktur analog zu (10.17):

Y, -1, 0
YQ _In
JF(z) = . (10.29)
0 Ym—2 _In
Bl BQ Bm—? Bm—l
Hierbei ist
0
Y, = %Z(tj-ﬁ-l;tjazj)a Jj=1....m—1
aj (10.30)
Bj = a_Zijfl<Zla' '7Zm71)7 ]_17 Jm_l



Die Gleichung fiir die NEWTON-Korrekur Az (¢ bezeichne den Iterationsindex):
JF(ZY) At = —F(2Y) (10.31)

lasst sich aufgrund der Matrix—Blockstruktur durch einen condensing-Algorithmus
analog zu (10.21) 16sen

a)  Berechne E = ) BjY,;...Y;

j=1
— m—1 m—1
und mel = Z ( Z B,L }/;,1 . }/}+1) F;
j=1 i=j+1

(10.32)
b) Lose E-Az = F,_;

c) Berechne rekursiv:

Azj+1 = YjAZJ—i_F’J (jzl,,m—Q)

Die Matrix E entspricht dabei wieder der JACOBI-Matrix fiir das einfache Schief3-
verfahren, vgl. Satz (10.20). Ist diese im Losungspunkt regulér, so ist auch die Mehr-
zielmatrix reguldr und es gilt det (JF(z)) = =+ det E.

Aufgrund diese Zusammenhangs lasst sich nun auch der Einbettungssatz (10.22) re-
lativ leicht auf Randwertaufgaben mit Schaltbedingungen erweitern: Besitzt die
Randwertaufgabe (10.24) eine Losung mit reguldrer Mehrzielmatrix JF'(z*), so be-
sitzt auch die in den Rand- und Schaltbedingungen gestorte Randwertaufgabe fiir
hinreichend kleine Stérungen eine lokal eindeutige Losung, die zudem glatt von den
Storungsparametern abhéngt

Allerdings zeigen praktische Anwendungen, dass die Matrix E héufig deutlich
schlechter konditioniert ist als die Mehrzielmatrix. Hierin spiegelt sich gerade die
Uberlegenheit des Mehrzielverfahrens gegeniiber dem einfachen Schiefiverfahren wie-
der. Die Anwendung des condensing Verfahrens (10.32) wiirde dagegen zu einem
numerisch instabilen Algorithmus fithren.

In der Realisierung BNDSCO wird daher das lineare Gleichungssystem (10.31)
durch ein Orthogonalisierungsverfahren ((QQR—Zerlegung) mittels HOUSEHOLDER—
Spiegelungen weitgehend stabil gelost. Dabei wird das HOUSEHOLDER—Verfahren in
einer modifiziert Form angewendet, die die Blockstruktur der Matrix JF(2*) beriick-
sichtigt.

Die Basis des Mehrzielverfahrens BNDSCO zur Losung von Randwertaufgaben mit
Schaltbedingungen ist wie zuvor das geddmpfte NEWTON-Verfahren zur Losung des
nichtlinearen Gleichungssystems (10.28). Das Verfahren verwendet eine Ddmpfungs-
strategie nach DEUFLHARD?® und eine — wiederum an die spezielle Blockstruktur
angepasste BROYDEN-Approximation?® der Jacobi-Matrizen JF(z").

23p. Deuflhard: A Relaxation Strategy for the Modified Newton Method, in: Bulirsch, Oettli,
Stoer: Lecture Notes in Mathematics, Bd. 477, Springer, 1975.
24H.J. Oberle: Appl. Math. Optim., Vol 5, 297-314, 1979.
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Beispiel (10.33)
Wir betrachten die folgende Variationsaufgabe:

Gesucht sei eine stiickweise C'-Funktion y € C%[1,9], die das Funktional

](y) = /Q—Wdt

y(t)

unter den Nebenbedingungen y(1) =4(9) =3 und y(f) < Ymax minimiert.

Die notwendigen Bedingungen fiihren auf die folgende Randwertaufgabe mit einer
Schaltbedingung fiir eine stetige Funktion y € C%'[1,9] und zwei Schaltpunkten
1, T2:

V yr2nax - y2/y : te [17T1]
0 .

t e [7’1,7’2]

Vi — Yy ¢ tE€[m,9]

y(l) = y(9> = 37 y(Tl) = Ymax-

Diese Randwertaufgabe lédsst sich numerisch allerdings nicht direkt behandeln, da
die rechten Seiten f; und f3 in Yy = Ymax nicht LIPSCHITZ-stetig, also unsere
Glattheitsvoraussetzungen nicht erfiillt sind.

Es ist nun naheliegend, die storende Wurzel in der Differentialgleichung durch die
Transformation y(f) =: Ymax cos(z(t)) zu beseitigen.

Hierdurch ergibt sich dann die Mehrpunkt-Randwertaufgabe

—1/(Ymax cosz) : te[l, ]
Z = 0 : tem,m
1/(Ymax cOs2) : € [m,9]

z2(1) = 2(9) = arccos(3/Ymax), z(r) = 0.

Fiir ymax = 4 und m = 11 (dquidistante Mehrzielknoten) ist diese Randwertaufgabe
mit BNDSCO problemlos lésbar. Trotz der groben Startschétzung

A(t) = arccos(3/Ymax), T =2, T =8

liefert das Mehrzielverfahren nach neun Iterationen die Losung mit etwa zehnstel-
liger Genauigkeit. Insbesondere stimmen die numerisch berechneten Schaltpunkte
ebenfalls auf zehn Dezimalstellen mit den exakten Werten

7'1:14-\/?7 ngg—ﬁ

iiberein.
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Abb. 10.3.

Losungskurve fiir Beispiel (10.33)
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H.J. Oberle Variationsrechnung u. Optimale Steuerung

11. Die Legendre Bedingung

Bisher haben wir fiir verschiedene Variationsaufgaben bzw. Aufgaben der optimalen
Steuerung die notwendigen Bedingungen erster Ordnung hergeleitet. Diese Bedin-
gungen bedeuten die Stationaritit des Zielfunktionals fiir ein lokales bzw. globales
Minimum. Daneben sind natiirlich auch notwendige Bedingungen zweiter Ordnung
zur Kennzeichnung einer minimierenden Extremalen hilfreich. Erst hierdurch lasst
sich ja gegebenenfalls zwischen einem Minimum und einem Maximum des Zielfunk-
tionals unterscheiden.

Im endlich dimensionalen Fall J : D — R, D C R" (offen), zg € D lokales
Minimum von J, lautet die notwendige Bedingung zweiter Ordung bekanntlich

V2J(z9) positiv semidefinit. (11.33)

Wie lasst sich diese Bedingung nun auf die verschiedenen Typen von Variationsauf-
gaben iibertragen?

Wir beginnen mit den klassischen Variationsaufgaben. Die notwendigen Bedingun-
gen zweiter Ordnung gehen hierbei auf LEGENDRE 2° zuriick.

Problemstellung (11.2)

Zu minimieren sei das Funktional

I(y) = / fy(t). @) dt, yeCl([ab,RY),

unter den Nebenbedingungen
vi(a) = Yia, yi(0) = yju, i€l jE L.

Sei nun yo € C'([a,b],R") eine Losung der Variationsaufgabe, v € X}([a,b], R")
eine zuldssige Variation. Fiir € € R werde — wie zuvor — gesetzt:

y(t,e) = wo(t) + v(t). (11.3)

Durch (11.3) ist dann eine zulédssige Einbettung der Losung o gegeben.
b
Die C*-Funktion J(¢) := [ f(t,y(t, ),y (t,€)) dt, € € R besitzt daher in =0

25 Adrien—Marie Legendre (1752-1833); Paris
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ein globales Minimum. Insbesondere gilt also J'(0) =0 und J”(0) > 0.

Fiir die erste Ableitung ergab sich

b
J'(e) = / Foty(te),y' (t,e) o(t) + fyl(tyte),y'(t,e) ' (t) dt.
Sie hat in € = 0 eine Nullstelle:

J(0) = /fy[t]Tv(t) + felt]"' () dt = 0. (11.4)

Aus dieser Bedingung hatten wir in Abschnitt 2 die EULER-LAGRANGE Gleichungen
hergeleitet.

Fiir die zweite Ableitung in € = 0 erhalten wir

b

70 = [ (O hltele) + 200 Sy 00O + 0 Syl D) dr. (105)

a

Dieser Ausdruck heifit auch die zweite Variation des Funktionals an der Stelle yq
in Richtung v und wird zumeist mit d2/(yo)(v) bezeichnet.

Welche Folgerung ergibt sich nun aus der notwendigen Bedingung

Vo€ Xgla,b] : 0l (yo)(v) > 07 (11.6)

Wir folgen zunéchst dem historischen Weg von LEGENDRE fiir eine abhiingige Va-
riable (n = 1).

Hierfiir lautet (11.5), (11.6)

b
Vo e Xia,b]: / (fyy[t] W+ 2, (o + fypll 1/2) it > 0.

a

Die Idee von LEGENDRE bestand nun darin, unter dem Integral ein vollstdndiges
Quadrat zu erzeugen. Dazu addierte er zu dem obigen Integral den Term

b

d . o A SN L
/E(U w)dt = (vvw)| = 0,

a

wobei w eine beliebige C'-Funktion auf [a, b] ist.

118



Es folgt

J'(0) = [fyy0® + 2f vt + fyyv?] + 200w + v?w'] dt

fy’y’{(fyy+w)v + 2 (fyy )vv’ + v’g}dt.

b

J

b

= f [fyy"‘w v? + 2(fyy +w)vv + fpy0 }dt
b

af Tyy

fyy

Hierbei wurde zusétzlich vorausgesetzt, dass das Variationsproblem regulér sei , also
fyylt] 0, Vt € a,b], gilt.

Die geschweifte Klammer ergibt nun genau dann fiir alle v € X ein vollstéindiges
Quadrat, wenn gilt
(fyy, + w)2 B (fyy + w’)
fyy fyy 7
oder umgeformt

2
w = (fyyf%—:/w) — fyy- (11.7)

(11.7) ist eine so genannte RiccATIsche?* Differentialgleichung. Besitzt diese eine
(beliebige) Losung w € C'la,b], so folgt mit (11.6) und der obigen Umformung

b

, 2
VoeXl:  J"0) = / (fy;jﬁv + v’) fooltldt > o. (11.8)
y'y

a

Da diese Relation nun fiir beliebige v € X gelten muss, ergibt sich mithin die
notwendige Bedingung von LEGENDRE:

Viela b fyy(tyo() %) = 0. (11.9)

Die obige Herleitung der LEGENDRE-Bedingung muss aus heutiger Sicht kritisch
beurteilt werden. Zum Einen musste die Regularitét der Variationsaufgabe (11.2)
vorausgesetzt werden, zum Andern — und das ist gewichtiger — wurde vorausgesetzt,
dass die RiccATi-Gleichung (11.7) eine Losung besitzt, die auf dem gesamten
Intervall [a,b] definiert ist. Nun ist (11.7) aber eine nichtlineare Differentialglei-
chung, deren Losungen i. Allg. Singularitdten besitzen. Es kann also a priori nicht
ausgeschlossen werden, dass jede Losung von (11.6) eine Singularitdt im Intervall
[a, b] besitzt und somit die obige Umformung gar nicht moglich ist.

26 Jacopo Francesco Riccatti (1676-1754); Padua
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Beweis der notwendigen Bedingung von Legendre:

Wir geben im Folgenden nun einen korrekten Beweis von (11.9) an, der auch die
Regularitat der Variationsaufgabe nicht benotigt. Allerdings erfolgt der Beweis in-
direkt und gibt somit weniger Einblick in die zweite Variation als der Ansatz von
LEGENDRE.

Angenommen, es gébe einen Punkt ¢; €la,b[ fir den f,,[t1] < 0 gilt. Aus
Stetigkeitsgriinden lassen sich dann h,C' > 0 finden mit

[ty —3h,ty +3h] Cla,b] und V|t—t|<3h: f, [ < —C < 0.

Wir konstruieren eine zuléssige Variation v € Xj[a,b] wie folgt:

(0 C|t—t] > 3h
1 2
m(|t—t1|—3h) P 2h<[t—t]|<3h
R [ O 2h h 2h
S+ —@Qh—|t—t]) : h<|t—t|<
4+2h< | 1’) —’ 1’_
1 ) |
[ 1z (1) S Jt—t] <h

Man sieht, dass v tatséchlich stetig differenzierbar ist und in @ und b verschwindet.
Ferner gelten die folgenden Eigenschaften (vgl. die Abbildung 11.1)

(11.10)

t1+3h

Abb. 11.1  Zulissige C ' Variation.
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Fiir die zweite Variation gilt dann

t1+3h
J"(0) = / [fyy® + 2 fypvv + fypyv'?]dt
t1—3h
Nun sind  fy,[-] und f,,[] als stetige Funktionen tiber dem Kompaktum [a, b]

beschrénkt mit (von v unabhéngigen) Konstanten My, My > 0:

|fyy[t]| < M17 ’fyy’[tH < Mg, \V/tE[CL,b].

Fiir das Integral iiber die ersten beiden Summanden folgt damit die Abschétzung

t1+3h
‘ / oy v® + 2 fyyv/] dt‘ < 6h M + 6M,.

t1—3h

Fiir das Integral iiber den dritten Summanden gilt nach Annahme und (11.10)

t1+3h t1—h t1+2h
fy/y/ Ul2dt < / fy’y’ U/2dt + / fy’y’ ’0/2dt
t1—3h t1—2h t1+h
1\2 C
< 2n(-0)(57) = —57 <O
- (=C) 2h 2h

Insgesamt ergibt sich also die folgende Abschétzung fiir die zweite Variation

C
J'0) < 6hM 4+ 6My — .
Dieser Ausdruck wird aber fiir hinreichend kleine h > 0 negativ, im Widerspruch
zur notwendigen Bedingung J”(0) > 0. Damit ist die notwendige Bedingung von

LEGENDRE (11.8) bewiesen. O

Die Konstruktion von C'-Variationen wie oben ist oft recht miihsam. Es ist daher
hilfreich festzustellen, dass man auch mit weniger glatten Variationen v € C%?
auskommt. Hierzu beweisen wir in einem ersten Schritt ein Glattungslemma.

Glattungslemma (11.11)

Zu jeder stiickweisen C '~Funktion v € C%'[a, b] und jedem hinreichend kleinen § >
0 existiert eine C'~Funktion w = ws € C'[a,b] mit den folgenden Eigenschaften.

a) Es gilt w(t) = o(t) fur alle ¢ € [a,b] mit Abstand |t — 7| > ¢ fiir alle
Ecken 7q,...,7, der Funktion wv.
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b) Fiir jede dieser Ecken 7, k€ {1,...,s}, gilt die Fehlerabschitzung

max |w'(t)] < 4 sup |V(t)].
|t—Tk|§6| )] < |t77-k\§6| (t)]

Beweis:  Zu einer vorgegebenen Funktion v € C%'q,b] mit den Ecken
Tiy...,Ts € la,b] sei dp > 0 so klein gewihlt, dass die Intervalle [ — o, T + o),
k=1,...,s, disjunkt sind und im offenen Intervall |a, b[ liegen.

Zu einem beliebigen, im Folgenden aber festen § €0, 0] sei w(t) := ws(t) := v(t)
auBerhalb der Intervalle [, — 0,7 + 0] gesetzt.

Innerhalb eines der Intervalle [rp, — 0,7 + ] setzen wir mit einem zunéchst
beliebigen hj € R:

f— Tt s
V=) + T v —0) ¢ tefn—dn)
/
wi(t) = t—T1,—0
V46— T (e v(m 4 6) ¢ e fmomotd
t
wlt) = o(r—8) + /w;@)dr (11.12)
T—0
vi,w’

e - - - -

t
peaneeneeaes preserneeaes f->

'ck—S T rk+8

Abb. 11.2 Konstruktion einer C'~Funktion w.

Nach Konstruktion ist wj, damit eine C'Funktion auf dem Intervall [, —d, 74 + 0]
und es gelten wy (1, — 6) = v(1, — 6), wi(m —06) =V (7 — ) und wi(m +9) =
V(1 +6).

Damit auch wy (7, +0) = v(7 +9) gilt, wird hy, = hy(5) (in Abhéngigkeit von ¢)
so bestimmt, dass gilt

Tk+5 Tk+5
/ wy(r)dr = / V(T)dr = As.
’Tk—5 Tk—6



Fiir die linke Seite ergibt sich mit (11.12):

Tk+(5
/ W) dr = U(Tk—§)+hk5 N v(m—i—;s)—i-hké
T —0
und somit 4 ( §) 1 (7 + 6)
v (T — v (T
he = hi(6) = =22 — & LB

Mit diesem h; wird also vermoge
wk(t) : |t_7—k|§5a ke{la"'75}7

wit) = sl =y t¢ Um0, + 3]

eine C'-Funktion definiert, die Teil a) des Satzes erfiillt.

Aus der Definition von As folgt die Abschitzung | As| < ||v||oc - 20 und damit

|A5‘ / /
@l < Ay e < ).

Diese Abschitzung zusammen mit der Definition (11.12) ergibt dann unmittelbar

Twsllee < 4f10' e o

Folgerung (11.13)

Fiir ein zulédssiges 6 > 0 und ein zugehoriges w;s aus dem Glattungslemma (11.11)
gilt
lv—wslle < 506
Beweis: Fiirein ¢ € [r, — d, 7] schitzt man mit dem Mittelwertsatz ab:
| v(t) —ws(@)] = [(v(t) —v(m = 9)) + (ws(Te — ) — ws(t)]
< lv'llee 6 + [l whlloo 0

< 5)[v|lwd  (nach (11.11 b)).

Fir 7, <t <7+ erfolgt die Abschéitzung analog. O
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Satz (11.14) (Lemma von der Abrundung der Ecken)

Ist I(v f g(t,v,v")dt ein Funktional in Integralform mit ¢ € C([a,b] x R* R),

so gibt es zu Jedem v € C¥a,b] und € >0 ein w € C'a,b mit w(a) = v(a),
w(b) = v(b) und

|v—wle < e, [ I(v) — I(w)| < e.

Beweis: Es seien wieder 7,...,7, die Ecken von v.

Wie im Glattungslemma sei dp > 0 so klein gewihlt, dass die Intervalle [75, —
0o, Tk + 0o] disjunkt sind und im offenen Intervall ]a, ] liegen.

Wie setzen nun

01 :=5|v]lec 00 + [|V]|o0, 02 = 4 [|V']| so-

Die stetige Funktion ¢ ist dann beschrinkt auf dem Kompaktum K := [a,b] X
[—01,01] X [=02,da]:

V(t,v,w) € K: |g(t,v,w)] < C.

Fiir 0 <6 <dy werde w; € C'la,b] nach dem Glittungslemma bestimmt.

Dann folgt

10) = Tws)| = | [ (ottv,0) = gt ws,uf) de|

s Tr+0

- ‘Z/ (t,v,0") —gtw(g,wé)dt}
k—

T

< 205 (lgtv, )l + llg(t ws, wh)lsc )-

Nach Definition der §;, o gelten |[v|e < 01, [[V/||oc < 02 und weiterhin mit
(11.13) und (11.11b)

lwslloo < flws = vllec + ([0l

< 5[]l do + vlle = 61,
[willeo < 41V]lee = 0o

Damit liegen beide Argumente (¢, v(t),v'(t)) und (¢, ws(t), w5(t)) im Kompaktum
K und es folgt ||g(t,v,7")|c0s ||g(t, ws, w§)||ec < Cy. Damit erhalten wir

ws)
lI(v) — I(ws)] < 4sC,0 < ¢,
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fiir hinreichend kleines d > 0. Damit ist die zweite Abschéitzung in der Behauptung
bewiesen.

Die erste Abschétzung folgt fiir hinreichend kleine § aus (11.13). O

Folgerung (11.15)

Ist yo € C*([a,b],R") ein starkes lokales Minimum der Variationsaufgabe (11.2),
d.h. ein lokales Minimum beziiglich der Maximumsnorm || - ||o, so ist yo zugleich

auch ein starkes lokales Minimum der Variationsaufgabe {iber den zuldssigen
Vergleichskurven in C%*([a, b], R").

Beweis: Nach Annahme minimiert 3, das Zielfunktional fiir alle zulissigen C'-
Funktionen y in einer Kugelumgebung ||y — yo||cc < 7. Gébe es nun eine zuléssige
C% ! Funktion v in dieser Umgebung mit [(v) < I(yo), so gibe es nach dem
Lemma von der Abrundung der Ecken auch eine zulissige C'Funktion w mit

[H(w) = I(v)] < 5 (I(yo) =1(v)),  flw=vle < 7=lv =10l

N —

Damit lige die C'~Funktion w aber in der r—Kugel um y:

[ = ol < flw—=2llcc + llv =50l < 7,

und hétte einen kleineren Zielfunktionalwert als yy:

I{w) = (I(w) = I(v)) + I(v) < %(I(yo)—f(v)) + I(v) < I(yo)-

Dies widerspricht der vorausgesetzten lokalen Optimalitit von y, beziiglich C'-
Vergleichsfunktionen. O

Bemerkung (11.16)

Man hétte den Beweis der LEGENDRE-Bedingung (11.9) also auch mit der einfache-
ren C ' Variation

Uh<t) = 1

durchfithren kénnen, vgl. Abbildung 11.3.
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Abb. 11.3  Zulissige C 3 ' Variation.

Dass die LEGENDRE-Bedingung nur notwendig, aber i. Allg. nicht hinreichend ist,
zeigt das folgende Beispiel.
Beispiel (11.17)

Zu minimieren sei das Funktional

f@)z(/d20+@ﬁ% y € C'0,1],

Die Funktion gy := 0 ist offensichtlich eine Loésung der zugehorigen EULER—
LAGRANGE-Gleichung und erfiillt die Randbedingungen.

Ferner ist die LEGENDRE-Bedingung mit f, (¢, vo, y;) = 2 > 0 sogar strikt erfiillt.
Trotzdem ist yg kein starkes Minimum der Variationsaufgabe.

Fiir p €]0.5,1] und € >0, hat die (zulissige) C "'~ Vergleichsfunktion

et/p : 0

e(1-t)/(1—=p) : p<t<1

IN
~
IN

3

vp(t) =

némlich die Norm || v,||cc = ¢ und liefert den folgenden Wert fiir das Zielfunktional

2 3 2
I(vy,) = — + +
(02) p (1 —p)?
Fiir festes € > 0 und p 11 folgt somit I(v,) = —oo. Es gibt also in jeder starken
Nullumgebung zuldssige C % ' Vergleichsfunktionen mit beliebig kleinem Zielfunktio-
nalwert. Die Variationsaufgabe besitzt also iiber C%'[0,1] keine Lésung und damit
nach dem Lemma von der Eckenabrundung auch keine Losung iiber C*[0, 1].

(1—p—oe).

’lem
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Die Legendre—Bedingung fiir mehrere abhingige Variable.

Kehren wie zum allgemeinen Variationsproblem (11.2) zuriick.

Es sei yo € C'([a,b];R"), beziehungsweise 3y € C2'([a,b];R"), ein starkes lo-
kales Minimum der Variationsaufgabe. Dann geniigt y, der EULER-LAGRANGE-
Gleichung und den natiirlichen Randbedingungen.

Wir wihlen nun zu ¢, €]a,b] und einem hinreichend kleinen h > 0 Variationen
der Form

vi(t) = aup(t), a<t<b, i=1,...,n, (11.18)

wobei vy, die in (11.16) definierte (von ¢; und h abhéngige) Dachfunktion und «; € R
beliebig ist (i =1,...,n).

Mit (11.5) und v := (vy,...,v,)T wird dann

021 (yo)(v) = / (&) fyyltlo(t) + 20@)" fyy [t () + /() fyry [t1(1)] dt

t1+h

= / (fyiyk v v+ 2fyiy; v v+ fyéy; U;%) dt.

tH—h i,k

Die ersten beiden Summanden werden zu einem Integral J; zusammengefasst mit
der Abschéitzung

t1+h
‘J1| = ‘/ Z(fyiykvivk + zfyiy; UiU]/€> dt‘
t1—h ik
u
677
< [ 3 (nllallaal + 20l ) at

t1—h ik

[ all3

< 2h(01|yaH§O + CZTOO)

mit geeigneten (von y, abhéngigen) Konstanten Cy, Cy > 0.
Fiir das verbleibende Integral

t1+h

/ Z Fy, v; v dt

t1—h

ergibt sich
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t1+h

Jp = /nyyk— ydt + /nyyk i O;l’“)dt

t1—

1 ti+h
- o / (0" fyyla) dt
t1—h

Wire nun  f,/,0[t] € R™™ nicht fiir alle ¢ € [a,b] positiv semidefinit, so gibe es
a € R"\ {0}, t; €la,b] und hy, K >0, so dass fiir alle 0 <h < hg gilt

t1+h
(OéT fy/y/[t] Oé) dt < - K h.

Damit folgt aber
021 (yo)(v) = Ji(h) + Jo(h)

< 2hCi el + 2C el —

K
— 0
N <

fiir hinreichend kleine A > 0. Dies steht aber im Widerspruch zur Minimalitat von
Yo-

Insgesamt haben wir damit der folgende Satz bewiesen:

Satz (11.19) (Notwendige Bedingung zweiter Ordnung)

Ist gy eine C'-Losung der Variationsaufgabe (11.2), so gilt die notwendige Be-
dingung von Legendre und Clebsch 27

Vtela,b: fyylt] € R positiv semidefinit.

Bemerkungen (11.20)

a) Die notwendige Bedingung von LEGENDRE und CLEBSCH gilt ebenfalls (in-
tervallweise), wenn in Problem (11.2) sogar C2''-Vergleichskurven zugelassen
werden.

b) Die so genannte verschirfte Legendre—Clebsch—Bedingung
Vi€ [a,b]: fyolt] € R™  positiv definit (11.21)

(d.h. Regularitéit plus LEGENDRE-CLEBSCH-Bedingung) ist weder notwendig
noch hinreichend.

2TRudolf Friedrich Alfred Clebsch (1833-1872); Berlin, Karlsruhe, Géttingen
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Beispiel (11.22)  (Bolza, 1902)

Zu minimieren sei das Funktional
1

I(y) = / YE(+y)2d,  yeCo, 1],

0

unter den Nebenbedingungen y(0) = vy., y(1) = vs.

Wir rechnen unmittelbar nach, dass die Verbindungsgerade vo(t) := yo +t (Yo — Ya)
die notwendigen Bedingungen erster Ordnung erfiillt. Fiir diese Extremale ist also
Yo = Yo — Ya =: ¢ konstant.

Wegen f,y =2(6y' 24 6y’ + 1) ist die LEGENDRE-Bedingung nur fiir ¢ ¢ Jcy, cs]
mit ¢yo:=—1/2+4/1/12 erfiillt.

Fir ¢ e]—1,¢[U]e, 0] ist yo ein schwaches lokales Minimum, also ein lokales
Minimum beziiglich der Norm

1Ylloe = [Yllec + 1Y lloo-
Dies folgt aus der lokalen Konvexitit von f fiir kleine Werte von ||y — vo/|1.00-
Andererseits ist yq fiir diese Werte von ¢ kein starkes lokales Minimum!

Es gibt ndmlich in jeder || - | »—Umgebung von g, stetige und stiickweise lineare
Vergleichsfunktionen y mit Steigungen 3y € {0, —1}, fiir die demnach I(y)
verschwindet.

In Abbildung 11.4. ist die Konstruktion einer solchen Vergleichsfunktion y darge-
stellt. Jedenfalls hat die Vergleichsfunktion y damit einen kleineren Funktionalwert
als y9. Nach dem Lemma von der Abrundung der Ecken ist y, damit kein starkes
lokales Minimum der Variationsaufgabe.

>

e

o
—_

Abb. 11.4  Extremale y, und zuléssige Vergleichsfunktion y.
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H.J. Oberle Variationsrechnung u. Optimale Steuerung

12. Die Legendre Bedingung fiir
Aufgaben der optimalen Steuerung

Wir betrachten den folgenden Spezialfall einer Optimalsteuerungsproblems
Problemstellung (12.1)

Zu minimieren sei das Funktional
iy
Iav) = glalt) + [ folt,a(t)u(t) e
ta

iiber (z,u) € C¥'([tq, ts],R") x Cy([ta, ts), R™) unter den Nebenbedingungen

d(t) = flt,z,u), to <t < b,

Die Einschrankung dieser Problemstellung besteht darin, dass der Zustandsvektor
zur Anfangszeit ¢, vollstindig gegeben und zur Endzeit ¢, vollstindig frei sein soll.

(x0,up) sei eine Losung der Optimalsteuerungsaufgabe. Wir betten diese nun fol-
gendermaflen in eine Schar von Vergeichsfunktionen ein:

Zu beliebigem w € C,([t,, 5], R™) sei ein zugehoriges v € C¥!([t,, 1], R™) durch
die folgende lineare Anfangswertaufgabe bestimmt:

V() = f[HT@) + fut]Tw®), v(t,) = 0. (12.2)
Mit diesen Funktionen wird nun definiert
x(t,e) = xo(t) + cv(t) + alt,e),

(12.3)
u(t,e) = wo(t) + ew(t).

Das Restglied a sei dabei so festgelegt, dass die Variation (z(-,¢), u(-,¢)) zuléssig
ist, dass also gilt

o(te) = flt,zo+ev+a,ug+ew) — flt] — e (folt]™v + fult]Tw),
(12.4)
alte,e) = 0.

Fiir hinreichend kleine |e| < gy besitzt die Anfangswertaufgabe (12.4) eine eindeu-
tig bestimmte Losung auf [t,,t,] und diese ist — unter Glattheitsvoraussetzungen
an (g, up) — eine C*~Funktion von (t,¢).
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Differenziert man (12.4) nach ¢ und setzt anschliefend € = 0, so findet man
al(t,0) = folt]Tac(t,0), a.(t,,0) = 0.

Dies ist eine lineare, homogene Anfangswertaufgabe fiir a.. Der Eindeutigkeitssatz
fiir Anfangswertprobleme liefert:

a.(t,0) = 0, Yt € [t,tp]. (12.5)
Damit ist gezeigt, dass «(t,e) tatséchlich eine Variation zweiter Ordnung ist.

Wir setzen nun die Variation (12.3) in das erweiterte Zielfunktional ein:

tp
J() = I(z,u) = /F(t,x,u,x’,k)dt
ta
mit F(t,z,u,z’,\) := ly fo(t,z,u) + )\T(f(t,:c,u) —9(:’). Dabei bezeichnet (£, \)

die adjungierten Variablen zur Losung (zg,up), die aufgrund der notwendigen Be-
dingungen (9.40) existieren, ¢y € {0,1}.

Man beachte, dass die Zustandsdifferentialgleichung aufgrund unserer Konstruktion
der Vergleichsfunktionen fiir alle (betragsméfig kleinen) e erfiillt ist, dass also das
erweiterte Zielfunktional mit dem urspriinglichen Zielfunktional iibereinstimmt.

Wir werten nun die notwendige Bedingung zweiter Ordnung fiir J aus. Dazu be-
rechnen wir

tp

dJ
- = / (FszE + Flal + FEw)dt
€
tq
tp
d2J T T ! /\T 1
T = [(5’75 Fooxe + 22, Fppal + (L) Fu oy x5>
3

ta

+ (foge + F;f/x’se) + 2 (xETFMw + (J;;)TFm/uw) + wTFuuw]dt.

Mit Fop = Fppw =0, Fpy = 0 und 2.(-,0) = v, vgl. (12.5), reduziert sich
der Ausdruck auf

tp tp
d*J T T T T T s
d_gQ(O) = (v Foov+ 20 Fpyw + w Fuuw) dt + (Fx Tee + Fz/x56> dt.

ta ta

Das zweite Integral wird nun mittels partieller Integration umgeformt. Dazu seien
mit 7,...,7s die eventuell auftretenden Sprungstellen von u, bzw.Ecken von x
bezeichnet. Wir erhalten (mit 7o := ¢, und 74,1 1= t3)

ty ty

s Tk+1 d T
Farcr Tee + F:;I" x/ee> dt = FE’ Lee + / <Fx - _F:(:’> Tee dt

ta ta
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Die Ausdriicke auf der rechten Seite verschwinden samtlich: Es gilt némlich
Tee(ty,0) = 0 (aufgrund der vorgegebene Anfangswerte), F,, ist stetig in den
Ecken (WEIERSTRASS - ERDMANNSCHE Eckenbedingung), Fi/[t,] = 0 (aufgrund
der natiirliche Randbedingung in ¢,) und schliefllich gilt die EULER - LAGRANGE
Gleichung bzgl. der Zustandsvariablen x.

Somit bleibt nun die folgende notwendige Bedingung zweiter Ordnung: Fiir alle
Variationen w € C; und v € C%' mit (12.3) gilt

ty
d*J T T T
d_g2(0) = / (v Foov+ 20 F,w + w Fuuw> dt > 0. (12.6)

la

Konstruktion spezieller Variationen.

Wir wollen nun in Analogie zum Vorgehen in Abschnitt 11 aus (12.6) folgern, dass
die Matrix F,, lings der Losung (xg,ug) positiv semidefinit sein muss. Hierzu
konstruieren wir spezielle Variationen.

Es sei t; € [tq, 1] ein beliebig vorgegebener Zeitpunkt, h > 0 sei hinreichend klein
und a € R™\ {0} ein beliebiger Vektor. Wir withlen w = (wy, ..., w,)T geméss

ay, fir t1 <t < tl—l—h,

wi(t) = { (12.7)

0, sonst.

Ferner wird v € C’g "' in Abhiingigkeit von w mittels der linearen Anfangswertauf-
gabe (12.2) festgelegt. Im Intervall [t,,t;] verschwindet v somit.

Im Intervall [ti,¢; + h] geniigt v der inhomogenen linearen Anfangswertaufgabe
V() = folt)To@) + fult]fa, w(t) = 0.

Es bezeichne Y (t) € R™™ nun das Hauptfundamentalsystem der zugehérigen ho-
mogenen Differentialgleichung. Dieses hingt nur von der Losung (g, ug) und t,
nicht aber von h und a ab. Mittels Variation der Konstanten gilt dann die folgende
Losungsdarstellung fiir v(t) = v(t; h):
t
o) = [YOY@© pladn, w<esnen

t1

Da der Integrand stetig und (von h unabhéngig) beschrénkt ist, ergibt sich fiir v
eine Abschétzung der Form

lv(t;h)|| < Cla|lh = O(h), 1 <t<ti+h, (12.8)

mit einer geeigneten Konstanten €' > 0 und dem LANDAU-Symbol O. Dabei ist
|| - || irgendeine Vektornorm im R™.

Mit vq(h) := v(t;+h; h) hat man nun in dem verbleibenden Teilintervall [t; + h, ]
die folgende homogene lineare Anfangswertaufgabe zu 16sen:

V(t) = fLlt]Tu(), vt +h) = w(h).
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Hierfiir hat man nun in Abhéngigkeit vom Anfangswert eine Abschitzung der Form
lo@I < oWl exp(L [ty —tr = h]), G +h <t <t

Dabei ist L > 0 eine geeignete (von h unabhingige) LipscHITZ Konstante der
rechten Seite des Differentialgleichungssystems, etwa L := maxycp, ) || f2[t]]]-

Zusammen mit (12.8) ergibt sich also die Abschitzung

vt R)|| < Clla|lhexp(L|ts—ti —h|]) = O(h), ti+h<t<t. (12.9)

Mittels der Beziehungen (12.7)-(12.9) erhalten wir nun das folgende asymptotische
Verhalten der zweiten Variation (12.6) fir h | 0:

tp

d*J

—50) = / (UTFMU 20T F L w + wTFuuw) dt
tq
t1 t1+h ty
:/+ /+ /
ta t1 ti+h

— 0 h{()(h2) + O(h) + aTFuu[tlJr@h]a}

+ (t, — t1 — h) O(h?)
- h(aTFw[tlJr@h]a) + o) > o.

Hierbei ist ¢; + ©h nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung eine Zwischen-
stelle, also 0 <O =0O(h) < 1.

Fir h ] 0 ergibt sich unmittelbar (per indirektem Beweis) die notwendige Bedin-
gung a'F,,[t:]a > 0.

Dies gilt fiir alle a € R™\ {0} und ¢ € [tq,t[. Aus Stetigkeitsgriinden
gilt dies dariiber hinaus auch fiir t; = t;, so dass wir nun insgesamt die positi-
ve Semidefinitheit der HESSE-Matrix F, ,[t] ldngs der Losung (zo, ug) gezeigt haben.

Wegen der Form des erweiterten Integranden liefert diese Bedingung nun auch
die positive Semidefinitheit von H,,[t], wobei H wieder die iibliche HAMILTON-
Funktion H := {ofy+ATf bezeichnet. Diese notwendige Bedingung heifit (wie auch
bei mehrdimensionalen Variationsaufgaben) Legendre—Clebsch Bedingung der
Optimalsteuerungsaufgabe (12.1).

Natiirlich ldsst sich die obige Beweistechnik mit den Ideen aus Abschnitt 6 auch
auf Optimalsteuerungsaufgaben mit allgemeineren Randbedingungen erweitern. Wir
formulieren den Satz daher gleich fiir diesen allgemeineren Fall.
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Satz (12.10) (Notwendige Bedingung erster und zweiter Ordnung)

Es sei (zo,u0) € C¥ ([t 1), R?) x Cy([ta, tp], R™) eine Losung des Optimalsteue-
rungsproblems

Minimiere — I(z,u) := g(x(ta),z(tp)) —i—/fo(t,m(t),u(t))dt

unter den Nebenbedingungen

() = f(t,z,u), r(z(ty),z(ty)) = O,

Die Regularitétsbedingung (6.19) sei erfiillt, also Rang[Jr(xo(t,), zo(tp)] maximal.
Dann existieren LAGRANGE Multiplikatoren ({y,v,\), £y € {0,1}, v € R¥, X\ €
C2([tq, 1], R™), so dass mit der HAMILTON-Funktion

H(t,x,u,\) = Lo fo(t,z,u) + AT f(t,2,u)
die folgenden notwendigen Bedingungen gelten:

a) Adjungierte Differentialgleichungen:

N(t) = —Ha(t xo(t), uo(t), A(t)),
b) Natiirliche Randbedingungen:
_ 0 T _ 0 T
)\<ta) - ax(ta) |:€09 +v ’l”:|, )‘<tb) - &"L'(tb) |:€0.g +v T:|7

c) Freie Endzeit:  Ist ¢, frei — in diesem Fall konnen die Funktionen ¢ und r
auch explizit von ¢, anhédngen, so gilt

e = — Lfigein],

_8_tb[

d) Ecken: Ist die optimale Steuerung in Punkten t1,. .., ts € |t,, tp| unstetig, so
gelten die Weierstrass-Erdmannschen Eckenbedingungen

At7) = Mt)), H[t;] = H[tf], j=1,...,s,

e) Stationaritdt der HAMILTON-Funktion beziiglich der Steuerung:
HU<t7 ZEo(t), UO(t)’ )‘(t)) = 0,

f) LEGENDRE-CLEBSCH Bedingung;:
Vi€ [ta,ts] :  Huyu(t,xo(t),up(t), A(t)) positiv semidefinit.

Ferner verschwinden die LAGRANGE Multiplikatoren nirgendwo gleichzeitig, d.h.
Vit € [ta,ts] : (Lo, v, A(t)) # 0.
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Bemerkung (12.11)

Die beiden notwendigen Bedingungen, H,[t] = 0 und H,, positiv semidefinit,
bilden zusammen gerade die notwendigen Bedingungen fiir die endlich dimensionale
Minimierungsaufgabe

up(t) € argmin{H(t,zo(t),u,\(t)): v e R™},

d.h. ug(t) ist ein globales Minimum der HAMILTON-Funktion (bei fester Zeit ¢,
festem Zustand z((¢) und festen adjungiertemn Variablen A(t)).

Diese Aussage, das so genannte Minimumprinzip, ist natiirlich stirker als die
beiden notwendigen Bedingungen c) und d) aus (12.10). Selbst wenn die strikte
LEGENDRE-CLEBSCH Bedingung erfiillt ist, folgt aus (12.10) lediglich, dass wug(?)
ein striktes lokales Minimum der HAMILTON-Funktion ist.

In der Tat ist aber die obige starkere Aussage allgemein giiltig, ja sie gilt sogar bei
eingeschrinktem Steuerbereich.

In der Literatur findet man das Minimumprinzip zumeist unter dem Stichwort PON-
TRYAGINsches Mazimumprinzip. Es wurde Anfang der sechziges Jahre des vorigen
Jahrhunderts von der russischen Schule um PONTRYAGIN und der amerikanischen
Schule um HESTENES unabhéngig voneinander gefunden.

Wir geben den entsprechenden Satz hier ohne Beweis an. In Abschnitt 13 werden
wir einen zumindest heuristischen Beweis nachliefern. Fiir einen exakten Beweis sei
auf die Literatur verwiesen, z.B. Hestenes, Kapitel 7, Theorem 8.1, oder Luenberger,
Abschnitt 9.6, oder Sagan, Theorem 5.7.2.

Satz (12.12) (Minimumprinzip)

Gegeben sei die Optimalsteuerungsaufgabe aus (12.10) mit der zusétzlichen Neben-
bedingung

Vitelte,ts): u(t) €U,
wobei U C R™ ein vorgegebener nichtleerer, abgeschlossener und konvexer Steuer-

bereich sei.

Ist (xg,up) eine Losung, so existieren LAGRANGE-Multiplikatoren (¢, v, A) wie
in (12.10), die nirgendwo gleichzeitig verschwinden, so dass die notwendigen Bedin-
gungen a) und b) aus (12.10) gelten, sowie (an Stelle von ¢) und d)):

¢’)  Minimumprinzip:

Vi ftat), ueU: H(t zo(t),uo(t), ANE)) < H(t zo(t), u, A(t)).

Als Anwendung fiir die LEGENDRE-CLEBSCH Bedingung, bzw. das Minimumpro-
blems betrachten wir das so genannte Re-entry Problem. Das Beispiel beschreibt
den Wiedereintritt eines Raumfahrzeugs in die Erdatmosphére und hat im Wesent-
lichen zu Ziel, das hiermit verbundene Abbremsmaneuver méglichst optimal, d.h.
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mit moglichst geringer Aufheizung des Raumfahrzeugs, zu gestalten. Die Modellie-
rung, die hierbei verwendet wird, ist relativ einfach (zweidimensionale Bahnen). Sie
geht auf Scharmack?® zuriick und ist u. a. auch im Lehrbuch von Stoer und Bulirsch
beschrieben. Das Re-entry Problem war iiber lange Zeit ein schwieriger benchmark
Test fiir numerische Verfahren zur Losung von Optimalsteuerungsproblemen. In Va-
rianten tritt das Problem (und auch die hiermit verbundenen numerischen Schwie-
rigkeit) natiirlich bei vielen Bahnoptimierungsproblemen der Luft- und Raumfahrt
auf.

Beispiel (12.13) (Das Re-entry Problem)

Eine Raumsonde vom Typ eine Apollokapsel ist beim Wiedereintritt in die
Erdatmosphére durch den Anstellwinkel (also ohne Schub) so zu steuern, dass die
Aufheizung der Kapsel minimiert wird.

docking probe - N,

= Jﬁ drogue parachutes
Si=ay Pitch engines

. aft compartment

\, (A~
yaw engines TR

hhhhh

roll engines pitch.engines

Abb. 12.1 Kommandomodul der Apollokapsel.

In der Abbildung 12.1 ist das Kommandmodul der Apollokapsel dargestellt. Nur
dieses kehrt mit den drei Astronauten zur Erde zuriick. Das erheblich grofiere Ser-
vicemodul wird kurz vor dem Eintritt in die Atmosphére abgetrennt. Die Kapsel
wiegt 5.9 Tonnen, sie hat eine Hohe von 3.23 m und einen Durchmesser 3.91 m.
Gesteuert wird die Kapsel durch Anpassung ihre Position relativ zum Geschwindig-
keitsvektor. Dies geschieht mit Hilfe von zehn Steuerdiisen, im Heck des Moduls.

28D.K. Scharmack: An Initial value method of Trajectory Optimization Problems.
In: C.T. Leondes: Advances in Control Systems, Academic Press, New York, 1967.
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Die mathematische Modellierung der zweidimensionalen Bewegung der Kapsel ge-
schieht mittels der Zustandsgroflen v: Geschwindigkeitsbetrag, ~: Bahnneigungs-
winkel und ¢: relative Hohe (= h/R = Hohe/Erdradius). Mitunter tritt als vierte
Zustandsgrofle ¢ noch die zuriickgelegte Strecke auf der Erdoberfliche auf. Da wir
hier jedoch keine Vorschriften fiir den Landeort machen wollen, kann diese entfallen.

Gesteuert wird die Kapsel durch den Winkel u zwischen der Symmetrieache der
Kapsel und dem Geschwindigkeitsvektor. Der Winkel u beeinflusst direkt die aero-
dynamischen Kréfte Auftrieb und Widerstand. Dieser Einfluss wird folgendermaflen
durch die Beiwerte (Widerstandsbeiwert C'p und Auftriebsbeiwert Cf) modelliert.

Cp(u) = Cpy — Cp; cosu,

' (12.14)
Cr(u) = Cppsinu.

Abb. 12.2 Steuerung von Widerstands- und Auftriebskraft.

Die Bewegungsgleichungen lauten

,  Spv? g sin~y
Vo= Cp(u) — 1+
,  Spv v COS Y g cos7y 12.15
7T o Crlu) + R(1+¢) v(14¢)? (12.15)
, v siny
¢ = R

Hierbei ist S die Querschnittsfliche und m die Masse der Kapsel, ¢ ist die
Erdbeschleunigung und p = py exp(—SRE) beschreibt die Luftdichte.

Die (skalierten?) Parameter lauten: Cpy = 1.174, Cp; = 0.9, Cp; = 0.6,
R =209, g=32172x 10*, B =4.26, py— 2.704 x 103, S/m = 53200.

Aufgabe ist es, die Kapsel von einem vorgegebenen Anfangszustand in einen vorge-
schriebenen Endzustand so zu steuern, dass die Aufheizung der Kapsel, gemessen

Die verwendete Lingeneinheit ist 10°ft ~ 30.48km.
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durch das Funktional .
b

I(u) = /10 v? \/p dt, (12.16)
0
minimiert wird. Die Randdaten, die Anfangs- und Endzustand beschreiben, lauten

v(0) = 0.36, o(ty,) = 027,
V(0) = —8.1, v(ty) = 0, (12.17)
§(0) = 4/R, () = 25/R.

Damit sind alle Zutaten der Optimalsteuerungsaufgabe zusammengetragen. Man
beachte, dass es sich um ein Problem mit freier Endzeit handelt, die Steuerung
ist keinen weiteren Restriktionen unterworfen. Sie tritt allerdings nur iiber sin u und
cosu (nichtlinear) im Problem auf und ist daher auch nur bis auf Vielfache von 27
bestimmt.

Wir stellen die notwendigen Bedingungen zusammen. Dabei nehmen wir an, dass
das Optimalsteuerungsproblem eine requldre Losung besitzt, wir also £ = 1 setzen
konnen.

Die HAMILTON-Funktion lautet dann
H = 100°/p + M0 + MY + A&,

woraus sich (mit etwas Aufwand) die folgenden adjungierten Differentialgleichungen
ergeben.

Spv
m

X, = =300 + A, Cp(u)

COos Yy g cosy ) sin 7y
RS

Sp
— M <% Culu) + R(1+¢€) " v2(1+4¢)? "R’

/ _ g cos7y Sln’}/ E_ g B v COS 7y
M= T (14¢)? 71+§<R v(1+§)> Ae R (12.18)
SBRpv’ 2g sinvy
r 3 o pRpv”
X = SRV — A= Colw + (1+£)3>
SBRpv v oSy 2g cosy
(o Gt R )

Zur Berechnung der optimalen Steuerung verwenden wir die Bedingungen e) und f)
aus Satz (12.10)
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o SpU 8CD 80L
He = 2m <_U/\U ou t 8u>
Spv .
= 2; (—v/\vC’Dl sinu + A Cry cosu) = 0,
Spv .
H,, = 5 (—v/\UC’Dl cosu — Ay Cpy smu) > 0.

Da wir annehmen konnen, dass der Faktor (Spwv)/(2m) langs einer physikalisch
sinnvollen Losung positiv ist, liefern diese beiden Bedingungen eine eindeutig be-
stimmte Losung fiir der Einheitsvektor (cosu,sinu)T, nimlich

. )\fy CLI
smu = — y
\/(/\,y CL1)2 + (U )\»U CD1)2
(12.19)
U)\v CDl
cosu = —

\/(/\V CL1)2 + (U )\»U CD1)2.

Man erkennt, dass die LEGENDRE-CLEBSCH Bedingung auch tatséchlich benotigt
wird, um das Vorzeichen in (12.19) entscheiden zu kénnen. Im Ubrigen sind durch
(12.19) auch tatséchlich die globalen Minima der HAMILTON-Funktion beziiglich
der Steuerung u charakterisiert.

Es verbleiben nun noch die natiirlichen Randbedingungen, die sich wegen der vor-
gegebenen Anfangs- und Endzustinde lediglich auf die freie Endzeit beziehen. Nach
(6.24) gilt daher

H[ty] = 0. (12.20)

Das Randwertproblem ist nunmehr vollstéindig aufgestellt: Wir haben die sechs
Differentialgleichungen (12.15) und (12.18), die wegen der freien Endzeit auf [0, 1]
transformiert werden, sowie eine triviale Differentialgleichung fiir die Endzeit t,. In
den Differentialgleichungen sind die Steuerungsterme cos v und sin u durch (12.19) zu
ersetzen. Weiterhin haben wir sechs Randbedingungen in (12.17), sowie die zusétz-
liche (nichtlineare) Randbedingung (12.20).

Diese resulierende Randwertaufgabe ldsst sich sodann mit dem Mehrzielverfahren
BNDSCO relativ miihelos numerisch 16sen.

In den folgenden Abbildungen 12.3 und 12.4 sind die sich ergebenden Verlaufe der
Zustandsgroflen, der Steuerung und der adjungierten Variablen dargestellt. Ferner
ist auch der Verlauf der Funktion H,,[t] dargestellt, um sicher zu gehen, dass die
numerische Losung auch die strikte LEGENDRE-CLEBSCH Bedingung erfiillt.
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Abb. 12.3 Reentry Problem: Zustandsgrofien und Steuerung.

Fiir die adjungierten Variablen und die freie Endzeit hat BNDSCO die folgenden
Daten berechnet

—0.5114325104 x 10°
—0.6912051015 x 10°
—0.2412468164 x 10*

0.2249007559 x 10?

—0.1423407313 x 10!

0.1383359196 x 10!

12.21
—0.1313762727 x 102 ( )

Die HAMILTON-Funktion, die ja fiir dieses autonome Optimalsteuerungsproblem
konstant sein muss, lasst sich ldngs der numerisch berechneten Losung auswerten.
Man erhilt tatsdchlich Werte, die (betragsmiéssig) in der Groenordnung der Ma-
schinengenauigkeit, also zwischen 107'° und 10716 liegen.
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Abb. 12.4 Reentry Problem: Adjungierte Variable und die Funktion H,,.
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H.J. Oberle Variationsrechnung u. Optimale Steuerung

13. Aufgaben mit kompaktem Steuerbereich

Das Minimumprinzip (12.12) ist auch auf Aufgaben der optimalen Steuerung
anwendbar, bei denen nur Steuerfunktionen mit Werten aus einem vorgegebenem
kompaktem Steuerbereich zugelassen sind. Derartige Probleme treten in den
Anwendungen auflerordentlich haufig auf. Wir wollen uns fiir diesen Fall einige
Folgerungen aus dem Minimumprinzip ansehen. Der Einfachheit halber beschrinken
wir uns auf den Fall einer skalaren Steuerfunktion, d.h. m = 1. Wir unterscheiden
hierbei die Fille, dass die Steuerung linear bzw. nichtlinear in die Aufgabenstellung
eingeht. Dabei wird sich erstaunlicherweise zeigen, dass die linear auftretenden
Steuerungen zumeist schwerer zu behandeln sind als die nichtlinear auftretenden.

A. Nichtlinear auftretende Steuerfunktion.
Wir betrachten ein autonomes Optimalsteuerungsproblem der Form
Problemstellung (13.1)

7Zu minimieren sei ein Funktional der Form
tp
I(u) = g(x(ta),x(ts) + / fo(z(t),u(t)) dt
ta

unter den Nebenbedingungen
d(t) = flz@)u), =()eR",
r(x(ty),z(ty)) = 0 € R

u(t) € U = [Unin, Umax] C R, VYt E [ta, ).

Die Randbedingungen mogen wieder die Regularitédtsvoraussetzung (6.19) erfiillen.
Ferner sei (x,ug) eine Losung des Problems (13.1), wobei sich die optimale Steue-
rung u beziiglich der Steuerbeschrinkung aus endlich vielen inneren Teilsticken und
Randstiicken zusammen setzen moge. D.h. es gebe eine Zerlegung

te =ty < t1 < ... <ty <ty = by,

so dass fiir jedes Teilintervall [t;,¢;41] entweder Umin < uo(t) < Umax (fir ¢; <
t < tjit1), oder up(t) = Umin bzW. up(t) = Umax (flir t; < ¢t < t;41) gilt. Im
ersten Fall heifit [¢;,¢;41] ein inneres Teilstiick, im zweiten Fall ein Randstiick der
Steuerungsrestriktion. Im Fall eines Randstiicks kann dariiber hinaus vorausgesetzt
werden, dass t; minimal und ¢;;; maximal (mit der obigen Eigenschaft) gewihlt
worden sind.

Die optimale Steuerung ug erfiillt nun das Minimumprinzip, d.h. die HAMILTON—
Funktion des Optimalsteuerungsproblems
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H(z,u,\) = Ly folz,u) + A\ f(z,u)

wird durch ug(t) fiir festes © = 2(t) und A = A(¢) iber U minimiert.

Liegt ug(t) fiir ein ¢ im Innern des Steuerbereichs, so folgen hieraus die notwendigen
Bedingungen nach (12.10):

Hit] = 0, Hu.[t > o (13.2)

Setzen wir weiter voraus, dass fiir solche ¢ sogar die strikte LEGENDRE-CLEBSCH-
Bedingung H,,[t] > 0 erfiillt ist, so ldsst sich die Gleichung H, = 0 nach dem
Satz iiber implizite Funktionen dort lokal eindeutig nach der Steuerung auflésen und
wir erhalten die so genannte freie Steuerung in Form einer Relation

U = Ugei(T, \) (13.3)

mit einer — unter entsprechenden Voraussetzungen an f und f, — glatten Funktion

Ufrei-

Zur Bestimmung der Schaltpunkte zwischen freien Teilstiicken und Randstiicken
(oder auch zwischen Randstiicken verschiedenen Typs) substituieren wir die Steue-
rung vermoge

U = Upin + (Umax — Umin) SIN° W (13.4)
mit einer neuen, nunmehr unbeschrankten Steuerfunktion w. Die erste Varia-
tion dieser transformierten Optimalsteuerungsaufgabe in w liefert die folgende

WEIERSTRASS-ERDMANNsche Eckenbedingungen: Sowohl die adjungierten Varia-
blen A wie auch die HAMILTON-Funktion sind stetig in ¢,

At;) = Mt)), H[t;] = H[t]]. (13.5)

Diese Bedingung legt die Schaltpunkte ¢; fest und schrankt die moglichen Uberginge
ein.

So ist ein Sprung vom TyYp Umin — Umax (0der umgekehrt) demnach nur moglich,
falls gilt

H(xo(tj>7 Umin, )‘(tj)) = H(xO(tj)a Umax, >‘<tj>)'

=
£
=

HOXG (1), uA()

e

—
]
]
]
]
1
]
]
]
]
]
]
]
e T T L iy [

Abb. 13.1 Sprungstelle ¢; der Steuerfunktion.
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Um die obige Situation a priori ausschliefen zu konnen, definiert man:
Definition (13.6)

Die HAMILTON-Funktion H des Optimalsteuerungsproblems (13.1) heifit reguldr
(bezogen auf eine Losung (g, ug) mit zugehorigen adjungierten Variablen \), falls
die Funktion u — H(x(t),u, A(t)) fiir jedes t € [t,,1tp] ein eindeutig bestimmies
Minimum wg(¢) tiber U besitzt.

Folgerungen (13.7)

Bei reguldrer HAMILTON-Funktion gelten somit die folgenden Eigenschaften

a) Es gibt keine Spriinge vom Typ Umax — Umin 0der Umin — Umax-

b) An einem Schaltpunkt ¢; zwischen zwei Teilstiicken mit den Steuermoden g
— Upin DZW. Ufei — Umax (0der umgekehrt) ist die optimale Steuerung ug stetig,
d.h. es gilt

ufrei(tj) = Umin, bzZW. Ufrei(tj) = Umax- (13.8)

Diese Bedingung lésst sich als Schaltbedingung zur Bestimmung von t;
verwenden.

Beispiel (13.9)

7Zu minimieren sei das Funktional

¥ = wu, z(0) = z, 0 < wu(t) < 1.

(i) Wir untersuchen zunéchst das freie Optimalsteuerungsproblem, also obiges Pro-
blem ohne die Steuerungsbeschriankung. Die HAMILTON-Funktion lautet

2

Sie liefert die adjungierte Differentialgleichung
)\/ = 607 )\<tb> = 0.

Hieran erkennen wir, dass das Problem regulér ist. Wére namlich ¢y = 0, so wiirde
auch A identisch verschwinden, was den notwendigen Bedingungen aus (12.10) wi-
derspricht. Diese Schlussweise lésst sich vielfach auf Optimalsteuerungsprobleme mit
freiem Endzustand iibertragen.
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Damit kann ¢y = 1 gesetzt werden und die HAMILTON-Funktion ist als Parabel in u
mit positivem fithrenden Koeffizienten reguldr. Das (eindeutig bestimmte) Minimum

liegt bei uy = —A. Wir haben damit die lineare Randwertaufgabe
o= = z(0) = o,
o= 1, AMty) = 0,

mit der eindeutig bestimmten Losung

zo(t) = mo + tyt — 0.5¢%

At) =t — t,.
(ii) Fir das restringierte Optimalsteuerungsproblem bleibt die Argumentation
beziiglich der Regularitdt des Problems und der HAMILTON-Funktion unveréndert.

H ist allerdings jetzt iiber dem Intervall U = [0, 1] zu minimieren und wir erhalten

daher
0, falls A(t) > 0,

up(t) = =\, falls A(t) € [-1,0],
1, falls A(t) < —1.

Da die Losung der adjungierten Differentialgleichung unverdndert bleibt, Ao(t) =
t — tp, liegt somit auch die optimale Steuerungsstruktur fest:

(1) fir t, < 1: w = uge = — A
(ii) fur t, > 1: U ¢ Umax — Ufpei-
In letzten Fall liegt der Schaltpunkt ¢; aufgrund der Stetigkeit der Steuerung nach

(13.7) fest, ndmlich ¢; = t,—1, und wir erhalten die (wiederum eindeutig bestimmte)
Losung

To + t, 0<t<t,
zo(t) =
o + tp — 05(1+ (6, —)?), t <t <ty,
1a OStStlv
up(t) =
tb_tu tlgtgtlﬂ
At) =t — ty.

Die optimalen Steuerungen des freien und des restringierten Problems sind in
Abbildung 13.2 wiedergegeben.

(iii) Wir kénnen nun auch fiir das restringierte Optimalsteuereungsproblem rela-
tiv einfach zeigen, dass die oben berechnete Vergleichskurve (zg, uo) tatséchlich ein
striktes globales Minimum liefert.
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Abb. 13.2 Optimale Steuerung fiir Beispiel (13.9).

Dazu sei du € Cs[0,1,] eine zuldssige Korrektur der Steuerung ug. Fiir den zu
u = ug + du zugehorigen Zustand = = zo + dz gilt dann

/

¥ =u = ' = dou, 0x(0) = 0.

Damit folgt fiir die Differenz der Zielfunktionale mittels partieller Integration

t t
ou?

—)dt + / (uo bu — dz) dt

Iw) = Iw) = [ (%

O\

0

ty ty

5u2 t1 tp
0 0

t1

Die ausintegrierten Bestandteile verschwinden, da dx(0) = 0, wuo und dz stetig in
t; und we(t,) = 0 gelten. Ferner ist uy = 0 in [0,¢;] und wuf = —1 in [ty, ]
(einseitige Grenzwerte an den Intervallenden!).

Da nun ug auf [0, ;] am oberen Rand des Steuerbereichs liegt, gilt dort notwendi-
gerweise du < 0 und somit auch dx < 0.

Somit ist gezeigt, dass I(u) > I(ug) gilt, wobei Gleichheit nur moglich ist, wenn
du an nur endlich vielen Stellen nicht verschwindet. O

Wir werden die obige Beweistechnik aus (iii) spéter auf allgemeinere konvexe Funk-
tionale und konvexe Steuerungsrestriktionen iibertragen (vgl. Abschnitt 15).

Wir untersuchen noch ein weiteres, numerisch etwas anspruchvolleres Beispiel, das
eine wirtschaftwissenschaftliche Anwendung behandelt.
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Beispiel (13.10) (Kapitalakkumulationsmodell nach Ramsey)

Es ist dies eine Variante des Kapitalakkumlationsmodells nach Ramsey (1928) fiir
einen endlichen Zeithorizont. Das Problem ldsst sich folgendermafien beschreiben:
Wieviel sollte eine zentral gesteuerte Volkswirtschaft von ihrem zur Zeit ¢ erwirt-
schafteten Einkommen investieren, um den Gesamtnutzen aus dem Konsum iiber
einem gewissen Zeitraum zu maximieren?

Es bezeichne t die Zeit in Jahren, K(t) den Kapitalstock, u(t) € [0,1] die Investi-
tionsrate und f(K) die Produktionsfunktion (mit f(K) > 0 und f”(K) <0).

Dann beschreibt C := (1 — u) f(K) den Konsum und [ = u f(K) die Investi-
tionen. Der momentane Nutzen werde durch eine Funktion U(C') gemessen, wobei
UlC) >0, U(C) >0 und U"(C) < 0. Hiermit ldsst sich nun das folgende
Optimalsteuerungsproblem formuliert:

tp
Zu minimieren ist das Funktional J(u) = — / U(C) dt unter den Nebenbedin-
0
gungen
K'(t) = u(t) f(K(t)), K(0) = K, >0, 0<u(t) <1

Da der Endzustand K (t,) frei ist, ist das Problem wie in (13.9) reguliar (¢y = 1).

Wir wihlen die einfachen Ansiitze f(K) := K und U(C) :=1—-e"¢ die die
obigen Vorzeichenvoraussetzungen erfiillen. Dann lautet die konkrete Aufgabe

Minimiere J(u) = / (em=W K — 1) at

[e=]

unter den Nebenbedingungen (13.11)

K' = uwK, K(@0) = Ky, 0 < u(t) < 1.

Mit der HAMILTON-Funktion H = [e”=®&X — 1] + Au K lautet die adjungierte
Differentialgleichung sowie die natiirliche Randbedingung

N o= (1—uw)e TWE _ Xy, At) = 0.

Weiterhin ist
H, = Ke @WK L \K

H,, = K?ec(0-wK > q

d.h. H ist (fir K > 0) beziiglich u strikt konvex und besitzt daher iiber dem
Kompaktum [0, 1] ein eindeutig bestimmtes Minimum. Die HAMILTON-Funktion ist
also regulér, die optimale Steuerung damit stetig.

Fiir die freie Steuerung erhalten wir aus H, =0

Upei = 1 + In(—=\)/K. (13.12)
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Damit muss die adjungierte Variable auf freien Teilstiicken negativ sein und fiir ¢
nahe bei t;, kann aufgrund der natiirlichen Randbedingung nur eine Randsteuerung
moglich sein.

Aus Plausibilitdtsgriinden erwarten wir bei kleinem Anfangskapital K, die Steue-
rungsstruktur o @ Umax — Ufrei — Umin-

Hierfiir ergibt sich damit das folgenden Mehrpunkt—Randwertproblem

K’ = uk,

N = (I—u)e U"WE Ny,
1, fir 0 <t < ty,

u = 1 + In(=N)/K, fir ¢ <t < ty, (13.13)
0, fir ty, <t < ty,

10
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0.8
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0.2

0

0 2 4 6 8 10

Steuerung u(t)

Abb. 13.3 Kapitalakkumulationsmodell von Ramsey.

In Abbildung 13.3 ist die mit BNDSCO berechnete Losung dieser Randwertaufgabe
fiir die Parameter ¢, =10 und Ky = 0.5 dargestellt.
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Die charakteristischen Groflen dieser numerischen Losung sind in der folgenden Ta-
belle zusammengefasst.

t1 = 0.69290039, A0) = —1.99950648
to = 9.0000 0000, J(up) = —8.30709960

B. Linear auftretende Steuerfunktion.

Wir betrachten wieder eine Optimalsteuerungsaufgabe vom Typ (13.1), wobei wir
jetzt voraussetzen wollen, dass die Steuerung u affin—linear in die Problemstellung
eingeht.

Damit lautet die Aufgabenstellung

Minimiere I(w) = gla(ts) a(t) + f (fool@) + u for(a)) dt
u.d. Nebenbed. 2 = fo(x) + u fi(z), t, <t < t,
r(z(ta), z(ty)) = 0,

U(t) e U = [Uminyumax]-
(13.14)

Natiirlich ist die HAMILTON-Funktion damit ebenfalls affin-linear beziiglich u, ge-
nauer:

H(z,u,\) = Hp(x,\) + uS(z,N),
HO(ZE, )\) = go foo(!E) + )\Tf()([l?), (1315)
S(l‘,)\) = 60 f()l(l') + )\Tfl(.flf)

Die Funktion S : R?" — R heifit Schaltfunktion des Optimalsteuerungsproblems
beziiglich der Steuerung u.

Das Minimumprinzip (12.10) liefert nun die folgende Aussage iiber die optimale
Steuerung:

Umax, falls S[t] < 0,
up(t) = (13.16)
Umin, falls S[t] > 0,

wobei wie frither S[t] := S(zo(t), A(t)) die Schaltfunktion lings der jeweils be-
trachteten Losung bezeichnet.

Besitzt die Funktion S[-] also nur isolierte Nullstellen, so folgt mit (13.16), dass die
optimale Steuerung nur aus Teilstiicken mit 4y = Umax bzW. ug = unin besteht, also
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stets am Rand des zulédssigen Steuerbereichs liegt. Dies ist das so genannte Bang—
bang Prinzip. Man spricht in diesem Fall dann von einer bang-bang Steuerung, siche
auch die Abbildung 13.4.

1
1
1
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1
1
1
|
|
1
1
1
1

Abb. 13.4 Bang-bang Steuerung.

Beispiel (13.17)

Wir betrachten eine Variante des Problems (13.9), bei der die Steuerung im Ziel-
funktional statt in der Ly in der L;—Norm gemessen wird:

¥ = u, z(0) = 29, 0 < w(t) < 1.

Das Problem ist wieder reguléar. Fiir die HAMILTON—Funktion erhalten wir
H= (u-—2z)+Au = —z+ A+ 1)u,
so dass sich genau wie in (13.9) ergibt

N =1, M) =0 = A{t) =t -t

Die Schaltfunktion lautet damit
S = H, =1+ X=1+1t—t.

Fiir t, > 1 hat S[t] somit genau eine isolierte Nullstelle in ¢; = ¢, — 1 (gleicher
Schaltpunkt wie in Beispiel (13.9)!) und fiir die optimale Steuerung ergibt sich nach
dem Minimumprinzip

1, 0<t<t,
up(t) =

0, t1 <ty
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Abb. 13.5 Optimale Steuerung fiir Beispiel (13.17).

Singulidre Steuerung.

Die obige Annahme, dass die Schaltfunktion S[t] nur isolierte Nullstellen besitzt,
ist natiirlich eine Zusatzvoraussetzung, die nicht notwendig erfiillt sein muss. So
kann es durchaus Teilintervalle positiver Lange geben, auf denen die Schaltfunktion
S[t] (lings der Losung) identisch verschwindet. Ein solches (maximales) Teilintervall
[tl,tg] C [ta,tb] mit

Vit € [ty,ts]: S[t] = 0 (13.18)

heilt ein singuldires Teilstick. Die optimale Steuerung auf diesem Teilstiick heift
singuldre Steuerung.

A
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Abb. 13.6 Singuldre Steuerung.

Die singulédre Steuerung lasst sich nicht direkt iiber das Minimumprinzip bestimmen,
da die HAMILTON-Funktion auf dem singuldren Teilstiick von der Steuerung selbst
unabhéngig ist. Um trotzdem zu einem numerisch auswertbaren Ausdruck fiir die
singuldre Steuerung zu kommen, kann man die (totale) zeitlichen Ableitungen der
Schaltfunktion verwenden.

Dazu definieren wir rekursiv

SOz, \) == S(x,\)
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und, falls S® fiir alle (2, A) mit S© = S0 = ... =S¢~ =0 nur von  und A
abhingt,

SED (g u, \) = SWTf(z,u) — S/(\k)THx(x,u, A), k=0,1,.... (13.19)
Hierbei wird natiirlich die ausreichende stetige Differenzierbarkeit der beteiligten
Funktionen vorausgesetzt.

Wir nehmen nun an, dass die obige Rekursion nach endlich vielen Schritten abbricht.
Genauer: Es gebe eine kleinste Ableitungsordnung ¢ € N, so dass die SU) fiir

j=0,...,qg—1 langs der Losung (zg,A) von der Steuerung u unabhéngig sind,
wihrend es fiir die g—te Zeitableitung wenigstens ein ¢ € [t1,t5] gibt mit
0
5.5 (@o(t), A1), uo (1)) # 0. (13.20)
u

Aufgrund der vorausgesetzten (affinen) Linearitit bzgl. der Steuerung hat nun auch
die ¢g-te Ableitung der Schaltfunktion die Form

SOz u,\) = Ay(z,\) + uBy(x,\), (13.21)

wobei By(xo(t), A(t)) auf [ti,ts] nicht identisch verschwindet. Es gelten nun die
folgenden notwendigen Bedingungen.

Satz (13.22) (RoBBINS und KELLEY, KOPP, MOYER %)

a) q ist stets eine gerade Zahl, ¢ =2p, p €N,
p heifit auch die Ordnung der singuldren Steuerung.

b) Es gilt die verallgemeinerte Bedingung von LEGENDRE und CLEBSCH

(1) Boplwo(t), A1) = 0, Vit € [ti,t].

c) Gilt die verallgemeinerte LEGENDRE—CLEBSCH-Bedingung sogar strikt, so
lasst sich die singuldre Steuerung folgendenmafen berechnen

_ AQP(ZL', )\)
ng(l’, /\) .

U = Using<xa/\) =

Die verallgemeinerte LEGENDRE-CLEBSCH-Bedingung ist eine Vorzeichenbe-
dingung, die fiir ermittelte Losungskandidaten fiir die singuldren Teilstiicke zu
iiberpriifen ist. Sie ersetzt gewissermaflen auf diesen Teilstiicken das Minimumprin-

Zip.

30H.M. Robbins: A Generalized Legendre — Clebsch Condition for the Singular Cases of Optimal
Control, IBM J. Res. Develop. 11, 1967.
H.J. Kelley, R.E. Kopp, H.G. Moyer: Singular Extremals. In G. Leitmann: Topics in Optimization,
Academic Press, New York, 1967.
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Driickt man die Bedingung mittels der urspriinglichen HAMILTON-Funktion aus, so
lautet sie

o/ d*r
1\ —( ———
(1) 8u(dt2p Hu> > 0. (13.23)

Formal erkennt man fiir p = 0 hier die alte LEGENDRE—CLEBSCH-Bedingung
wieder.

Beispiel (13.24) (Kelley, Kopp, Moyer, 1967)
2
Zu minimieren sei das Funktional I(u) := / z(t)*dt unter den Nebenbedingungen

0

= u, z0) =1, z2)=1x, -1 < u(t) < 1L

Aufgrund des Vergleichssatzes fiir gewohnliche Differentialgleichungen ist klar, dass
Zustandsfunktionen x zu zulédssigen Steuerungen wie folgt eingeschlossen werden

1—t < z(t) < 1+t

Zuléssige Steuerungen existieren also nur fiir Endwerte xz, € [—1,3]. Die Rénder
dieses Erreichbarkeitsbereiches werden genau fiir die konstanten Steuerungen wu =
—1 bzw. u =1 erreicht. Wir setzen im Folgenden voraus, dass z;, im offenen
Intervall | — 1, 3] liegt.

Mit der HAMILTON-Funktion H = fyz? + Au hat man die adjungierte Differen-
tialgleichung X = —2/{yx.

Den singuldren Fall ¢y = 0 kénnen wir sofort ausschlieen, da dann A konstant
wére und aufgrund des Minimumprinzips und der obigen Annahme iiber x;, sogar
verschwinden miisste, im Widerspruch zu den notwendigen Bedingungen. Somit ha-
ben wir also ¢y, =1 und damit

H = 2° + \u, N = -2z, S = A
sowie die bang-bang Steuerung

-1, falls A(t) > 0,
uo(t) =
1, falls A(t) < 0,
Zur Untersuchung einer singuléren Steuerung stellen wir fest

SO =\ S = 2z SO = _24.

Somit lautet die singulére Steuerung ugue = 0. Sie hat die Ordnung p = 1. Die
verallgemeinerte LEGENDRE-CLEBSCH-Bedingung ist strikt erfiillt
9, ( d?

G H>:2>O.

e
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SchlieBlich ergeben sich fiir ein singulires Teilstiick [t,t,] aus S© = SM = 0
die Verkniipfungsbedingungen

AMt) = a(t) = 0.

Beachtet man, dass zu jedem Zeitpunkt ¢ nur Steuerungen wu(t) € {—1,0,1} moglich
sind, dass eine singulére Steuerung w = 0 nur fiir x = 0 moglich ist, und dass das
Zielfunktional umso kleiner wird, je langer singuldr gesteuert werden kann, so erhélt
man eine vollstindige Klassifikation der optimalen Steuerungsstruktur:

T, = —1 : Umin

zp €] = 1,0 ¢ Unin — Using — Umin
xp, = 0 : Umin — Using

xp, €10,1] : Unmin — Using — Umax
Ty € [1,3[ : Umin — Umax

z, = 0 : Umax

In der Abbildung 13.7 sind einige optimale Trajekorien dargestellt. Die singuléren
Teilstiicke befinden sich auf der t—Achse zwischen t = 1 und ¢ = 2.

I:\ x(t)
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Abb. 13.7 Trajektorien fiir Beispiel (13.24).

Zu Demostrationszwecken sei auch eine Mehrpunkt-Randwertaufgabe zur numeri-
schen Losung des obigen Problems angegeben (Dies ist hier freilich so einfach, dass
es keiner Numerik bedarf.) Wir betrachten den Fall x, €]0,1[, haben also die
Steuerungsstruktur g, — Uging — Umax-

Randwertaufgabe: (Drei Differentialgleichungen, zwei Schaltpunkte)

T = u, z1(0) = 1, r1(2) = xp,
T, = 1% 22(0) = 0,
N o= =2 xy, Q31<t1) = O, )\(tl) = O,
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Dabei ist die Steuerung u festgelegt durch

-1, fiir 0<t<ty,
U(t) = 0, fir t1 <t <ty
11, fir ty <t <2

Die Differentialgleichung fiir xo wird lediglich mitgefiihrt, um das Zielfunktional
auszuwerten.
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H.J. Oberle Variationsrechnung u. Optimale Steuerung

14. Das Minimumprinzip

In diesem Abschnitt behandeln wir die Idee der dynamischen Programmierung, die
auf BELLMANN 3! (1957) zuriickgeht und geben in diesem Zusammenhang eine heu-
ristische Herleitung des Minimumprinzips an.

Dazu betrachten wir (wie in Abschnitt 12) einen Spezialfall einer Optimalsteuerungs-
aufgabe, der dadurch gekennzeichnet ist, dass der Zustandsvektor im Anfangspunkt
vollsténdig vorgegeben und im Endpunkt vollstdndig frei ist.

Problemstellung (14.1)

7Zu minimieren sei das Funktional
ty
Ia) = glelt) + [ fltsa(t)u(t)
ta

iiber (z,u) € CY'([tq,ts], R") x Cy([ta,ts), R™) unter den Nebenbedingungen
() = flt,z,u), t, <t <1,
z(ty) = Za,
u(t) € U C R™.

U sei wiederum ein konvexer und abgeschlossener Steuerbereich.

Wir betrachten nun den (optimalen) Wert des Zielfunktionals in Abhéngigkeit von
den Anfangsdaten (o, o). Genauer definieren wir zu t € [t,,t,] und & € R"

A

V(t,&) = Iopt, (14.2)

wobei fopt erhalten wird durch Losung eines Hilfsproblems, genauer durch Mini-
mierung des Funktionals (Restwert)

fw) == g(z(ty) + / folt,x(t), u(t)) dt (14.3)

unter den Nebenbedingungen
2(t) = ft,z,u), t <t <y,
z(t) =
ult) € U, t <t <t

V(t,#) heiBt die Wertfunktion des Optimalsteuerungsproblems (14.1).

31Richard Bellman (1920-1984); Princeton, RAND Corporation, University of Southern Califor-
nia
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Annahme (14.4)

Wir nehmen im Folgenden an, dass V fiir alle £ € [t,, %] und |2 — zo(f)] < e
definiert sei (wobei (zg,uy) eine Losung des Problems (14.1) und ¢ > 0 sei) und
dass V auf diesem Bereich eine C*>-Funktion sei.

Aus der Definition der Wertfunktion folgt dann unmittelbar, dass
Vity,2) = g(&), fir |z —ao(ty)| < e,
und hieraus durch Differentiation nach z:

Vi(ty,2) = Vg(2). (14.5)

Zur Auswertung von V/(f,%) ist eine optimale Steuerung fiir das Teilintervall [t, ;]
bezogen auf den Anfangswert # zu bestimmen. Wird nun speziell & := ()
gewdhlt, so ist zu erwarten, dass dieses Optimierungsproblem gerade von der
Restriktion der (globalen) optimalen Steuerung ug auf das Teilintervall [£,¢,] geldst
wird. Dies ist der Inhalt des so genannten BELLMANNschen Optimalitditsprinzips.

Satz (14.6) (Bellmannsches Optimalitétsprinzip)

Liegt der Anfangspunkt (£, &) auf der Losung des Ausgangsproblems, d.h. gilt
& = xo(f), so ist die optimale Steuerung fiir das Hilfsproblem (14.3) gegeben durch
ug(t), t <t <ty

Mit anderen Worten: Teilsteuerungen u0|[ des Ausgangsproblems sind optimal

i, tp)
fiir das Teilstiick [f,#,] und den Anfangszustand (%).

A~ ~

Beweis: Gibe es eine Steuerung @ € C,([t, t,),U) mit (@) < I(ug), so setze
man diese folgendermafien fort

@ ist dann eine zuléssige Steuerung fiir das Ausgangsproblem und liefert wegen
T = xo(t) den zugehorigen Zustandsvektor
zo(t), 0<t<ti
j(t) = ~ 9
I(t), t<t<ty

wobei Z der zu @ zugehérige Zustand des Hilfsproblems ist. Damit folgt

I(a) = ffo(t,xo,uo) dt + I(w)

ta

A

< ffo(t,l’o,lbo) dt + ](UQ) = I(”O)»

ta
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im Widerspruch zur vorausgesetzten Optimalitdt von ug. O

Wir betrachten nun die folgende Konstruktion von Vergleichssteuerungen:

Zu einem Punkt (%,2) € [t,, t,[xR" in der Nihe der optimalen Zustandstrajektorie
und hinreichend kleinem % > 0 werde die optimale Steuerung im Intervall [t,{ -+ h]
ersetzt durch eine beliebige stetige Funktion wu € C([t,# + h],U). Der zugehorige
Zustand x(t), t <t <t+h wird dann durch Losung der Anfangswertaufgabe

g (t) = f(t,z,u), z({t)=2

bestimmt. Der Rest der Vergleichstrajektorie (x(t),u(t)), t € [t + h,ty] wird
wiederum optimal gewéhlt im Sinn des Hilfsproblems (6.70) zum Anfangspunkt
(t+ h,x(t + h)).

Damit folgt die BELLMANNsche Rekursion:
i+h
V(t,z) = min{/ fot,z,u)dt + V(E+h,z(t+h))|ue C([f,E+h],U)} (14.7)
t

Wird ferner 4 = () gewihlt, so wird das Minimum in (14.7) gerade fiir wq(t),
t<t<t+h angenommen.

Wir bilden nun die TAYLOR-Entwicklung der rechten Seite von (14.7) beziiglich
der Grofle h. Dabei sei nun u eine feste (von h unabhéngige) stetige Funktion auf
[t,f + hiay) in U.

?h fott,z,u)dt = folt,2,u(t)) h + O(h?)

V(i+had+n) = VED) + (Vda) + Vel 9)T2@) h + O(2),
Setzt man dies in (14.7) ein, so folgt
0 = mm{(fo(,;ﬁ,u(f)) + Vi 2) + m(f,@)%’(f)) h +O(h2)‘ u(f) e U}
und schlieBlich fiir A | O:

0 = min{fo(i@,u(f)) Vi E) + Vx(f,f)Tf(f,f,u(t))‘ uf) e U} (14.8)

Wir geben noch eine etwas ausfiihrlichere Begriindung fiir (14.8):

1.) Zunéchst folgt mit der BELLMANN Rekursion (14.7) fiir alle hinreichend kleinen

h > 0: )
i+h

/fo(t,x,u) dt + V({t+hx(t+h) — V(z) > 0.

i
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Die linke Seite wird bzgl. h nach TAYLOR entwickelt um h = 0. Der fithrende Term
muss dann auch nichtnegativ sein:

folt, &, u(®) + Vi(t,2) + Vu(t,2)T f(£,2,u(t)) > 0.
2.) Wihlt man v nun optimal im Sinne des Hilfsproblems (14.3), so gilt nach dem
BELLMANNschen Optimalitétsprinzip

i+h

/fo(t,m,u) dt + V(t+h,x(t+h) — V(tz) = 0.

Hier muss nun auch der fithrende Term der TAYLOR Entwicklung verschwinden:

folt, @, u(®)) + Vit &) + Vo, 2)" f(E,2,u(f) = 0.

Aus diesen beiden Relationen zusammen folgt die Beziehung (14.8).

Dariiber hinaus folgt: Im Fall & = x(#) wird das Minimum in (14.8) gerade fiir
u(t) = uo(t) angenommen.

Definieren wir nun

At) = Vi(t,xo(t)) (adjungierte Variable),
(14.9)
H(t,z,u\) = fo(t,z,u) + A\Tf(t,z,u) (HAMILTON-Funktion).

so lautet (14.8) nun
~Vili,3) = min {H(i,3,0, V., @))‘ ieu}, (14.10)

wobei das Minimum im Fall & = zy(f) gerade fiir @ = uo(f) angenommen wird.

(14.10) ist eine (i. Allg. nichtlineare) partielle Differentialgleichung erster Ordnung
fiir die Wertfunktion. sie heiit HAMILTON-JOCOBI-BELLMANN Gleichung.

Zugleich folgt mit (14.10), dass die optimale Steuerung wo(t) die HAMILTON-
Funktion léngs der optimalen Trajektorie minimiert:

~ A

H(i, 20(0), uo(f), \(f)) = min {H(i, xo(f),u,A(f))‘ ue U}. (14.11)

Dies ist gerade der Inhalt des Minimumprinzips.

Es bleibt nun noch zu zeigen, dass die in (14.9) definierten adjungierten Variablen A
mit den frither definierten iibereinstimmen. Dazu geniigt es, zu zeigen, dass A\ den ad-
jungierten Differentialgleichungen sowie den natiirlichen Randbedingungen geniigt.
In vorliegenden Fall ist A dann als Losung der entsprechenden Anfangswertaufgabe
eindeutig bestimmt.
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Zu den adjungierten Differentialgleichungen.

Wihlt man & := x0(f), so wird das Minimum in (14.8) oder in (14.10) gerade fiir
@ = uo(t) angenommen. Fiir & # xo(f) wird wug(f) jedoch i. Allg. kein Minimum

sein. Damit gilt aber neben (14.8):

0 = min{vt(::@) v H(E &, u0(h), Vi (E, 7))

i e (i)},

wobei U, (%) eine geeignete Umgebung um z¢(t) bezeichne. Das Minimum wird

A

in zo(f) angenommen. Damit muss aber der Gradient der Funktion V,(t,4) +
H(t, &, uo(t), Vo(t,z)) beziiglich & in xy(t) verschwinden.

In Koordinaten geschrieben lautet diese Beziehung (j =1,...,n)
Vixj(f, ﬂfo(f)) + ij(f, 1’07U0,)\) + ZH,\i(f,-%o,UO,)\)TVZ:ixj(f, 330(7?)) = 0.
i=1

Nun folgt nach Definition der HAMILTON-Funktion Hy, = fi(£, zo(t), uo(f)). Damit
lasst sich diese Relation auch folgendermaflen schreiben

A A

- d - ~
Ha:j(t7x07u07/\) + d_tAVZU](tva(t)qu(t)v)‘(t)) =0

oder X (1) = —H,,(f,z0,u, ). Dies ist die bekannte adjungierte Differentialglei-
chung.

Die natiirlichen Randbedingungen folgen aus (14.5)

Aty) = Vi(ty,zo(ts)) = Vg(z(ty)).

Damit ist das Minimumprinzip fiir den betrachteten Spezialfall gezeigt. Der Beweis
ist nicht streng, da die Existenz und C*>-Eigenschaft der Wertfunktion vorausgesetzt
werden musste.

Interpretation der adjungierten Variablen.

Als Folgerung aus den obigen Uberlegungen ergibt sich eine interessant und niitzliche
Interpretation der adjungierten Variablen A(t).

Dazu sei (xg,ug) eine Losung des Ausgangsproblems und A die zugehorige adjun-
gierte Variable (gemifl der notwendigen Bedingungen). In ¢ € [t,,t,[ werde nun
der Zustandsvektor gestort:

zo(t) — wo(t) + 0x(h).

Ab diesem Zeitpunkt werde dann wieder optimal (bezogen auf den neuen Zustands-
vektor) gesteuert. Der Wert der Zielfunktion fiir diese gestorte Vergleichskurve héngt
dann nur vom Storzeitpunkt und von der Stérung selbst ab:

I = I(i,0x(h) = /fo(t,xg,uo) dt + V(t,zo(t) + d2(1)).
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Aufgrund der Definition (14.9) gilt nun

M) = —2L (14.12)
9 (0x(t))

d.h. A\(#) beschreibt die Sensitivitit des Zielfunktionals in Anhsingigkeit von Stérun-

gen der Zustandsgrofen zum Zeitpunkt ¢. Insbesondere sind also die adjungierten

Variablen auch fiir die unterschiedlichen Anwendungen interpretierbare (und zumeist

auch vom Anwenderstandpunkt wichtige) Groen.

Fiir Anwendung im Rahmen der Wirtschaftswissenschaften haben Feichtinger und
Hartl die obige Interpretation sehr intuitiv folgendermafien beschrieben:

Aj(t) gibt also an, wieviel es dem Entscheidungstriger wert ist, eine kleine Einheit
der Zustandsvariablen x;(t) mehr zu besitzen, unter der Annahme, dass er sich fiir
den Rest des Planungshorizonts optimal verhdlt. \(t) heifst Schattenpreis, weil der
Kapitalwert nicht den am Kapitalmarkt herrschenden Markpreis darstellt, sondern
einen (firmen—) internen Verrechnungspreis, mit dem eine zusdtzliche Kapitalein-
heit bewertet wird. Mit anderen Worten misst der Schattenpreis nicht den direkten
Verkaufswert, der am Markt fir eine Kapitaleinheit erzielt werden kann, sondern
den Preis, den ein sich rational verhaltender Entscheidungstrdger bereit wdre, fiir
eine zusdtzliche Kapitaleinheit zu bezahlen.
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H.J. Oberle Variationsrechnung u. Optimale Steuerung

15. Hinreichende Bedingungen fiir
Optimalsteuerungsaufgaben.

A. Konvexe Optimalsteuerungsaufgaben.

Wir behandeln in diesem Abschnitt hinreichende Bedingungen fiir Optimalsteue-
rungsaufgaben, und zwar zunéchst solche, die mit Konvexitédtsvoraussetzungen zu
tun haben. Damit wird der Abschnitt 5, in dem wir uns mit hinreichenden Bedin-
gungen fiir Variationsaufgaben beschéftigt haben, vervollstandigt.

Wir betrachten wieder eine allgemeine Optimalsteuerungsaufgabe der folgenden
Form

Minimiere [I(u) = g(x(t,),z(tp)) + /fo(t,x(t),u(t))dt (15.13)

unter den Nebenbedingungen
Zt) = flt,z,u), t, <t < t,
r(x(ty),z(ty)) = 0 € R, (15.14)
u(t) € U C R™

Zugelassen sind dabei wie iiblich stiickweise stetige Steuerfunktionen w €
Cs([ta, o), R™) und stetige, stiickweise stetig differenzierbare Zustandsvariable
x € C%([t, ], R™). Der Steuerbereich U sei abgeschlossen, konvex und nichtleer,
die Funktionen g, r, fo und f seien hinreichend oft stetig differenzierbar. Schliefllich
erfiille auch die Abbildung r die Regularitétsvoraussetzung, d.h. die JACOBI-Matrix
von r besitze fiir Losungen, bzw. Losungskandidaten maximalen Rang, vgl. (6.19).

Ein Paar (z,u) heifit zuldssig, falls alle Nebenbedingungen (15.2) erfiillt sind.

Wir notieren nochmals die notwendigen Bedingungen, die ein optimales zuléssiges
Paar (z¢,uo) erfiillen muss. Dabei bezeichnen ¢, € {0, 1}, v € RF und X €
C%™ ([ty, ty), R") die LAGRANGE-Parameter und

H(t,z,u,\) = Ly folt,z,u) + AT f(t,z,u)
die HAMILTON-Funktion.
(a) (o, v, M(t)) # 0, VtE [ta,ts],

(b)  wo(t) € argmin{H(t,zo(t),u,\(t))| ue U},

()  N(t) = — Hy(t, mo(t), uo(t), A1), (15.15)
0 - o .
(@ M) == 5005 (eo g+ v r), Mo = 5o (eo g+ v 7“>.
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Satz (15.4) (Hinreichende Bedingungen nach Mangasarian)

Sei (g, up) ein zuldssiges Paar. Es mogen weiterhin LAGRANGE-Multiplikatoren
v €RF und \ € C%!([t,, 1], R") existieren, so dass die notwendigen Bedingungen
(15.3) mit ¢y =1 erfiillt sind.

Ist die HAMILTON-Funktion fiir jedes feste t € [t,, ;] als Funktion von (x,u) €
R" x U (bei festem A(t)) konver und ist auch die Funktion g := g+ v'r konvex
beziiglich der Variablen (x(t,),z(t;)), so ist (xg,ug) eine Losung der Optimal-
steuerungsaufgabe (15.1-2).

Ist H sogar strikt konvex in (x,u), so ist die Losung (zg, uo) eindeutig bestimmt.

Beweis: (zg,u) ist ein optimales Paar, falls fiir alle zulédssigen Paare (x,u) gilt:

iy

A = gla(ta), 2(ty) — g(o(ta), zo(t)) + /(fo(t,l“,U)—fo(t,:ﬂo,u[}))dt > 0.

la

Wir schétzen den Ausdruck A nach unten ab. Zunéchst ergibt sich aus fy = H—\Tf

A = glalt) o) — glaolta))aolts) + J AT(xh— ') dt

ta
iy

+ [ <H(t,x,u,)\) - H(t,a:o,uo,)\)> dt.
ta

Nun ist nach Voraussetzung H beziiglich (z,u) konvex. Damit gilt

H(t,x,u, \) — H(t, 2o, up, ) > Hy(t, o, u0, N\) (& — x0) + Hy(t, 2o, uo, \) ' (u — up)

= — (\)T(x —x0) + Hy(t, 20, u0, \)T (u — o)

Nach dem Minimumprinzip (15.3b) minimiert die optimale Steuerung uo(t) die HA-
MILTON-Funktion, d.h. fiir festes t € [t,, t,] gilt

VoeU: H(t,xo(t),up(t),A(t)) < H(t, zo(t), v, \()).

Wegen der Konvexitdt des Steuerbereichs U gilt hiermit die notwendige Bedingung
erster Ordnung

VoeU: Hy(t,zo(t),uo(t), \t)) (v —uo(t)) > 0.
Speziell fiir v := u(t) erhalten wir also die Ungleichung

H(t,z,u, \) — H(t, 29, u0,\) > — (N (2 — ),

so dass sich nunmehr fiir A ergibt

iy tp

A > glalt)o(ts)) — glzolte) zo(ts) + / NT(h — o) dt / ()" (& — o) dt.

ta ta
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Durch Addition bzw. Subtraktion der (verschwindenden) Terme v'r(z(t,),z(ty))
bzw. v r(xo(t,), vo(ty)) und unter Verwendung der vorausgesetzten Konvexitit von
g = g + vr ergibt sich fiir die ersten beiden Summanden die Abschiitzung

g(a(ta), x(ty)) = g(wo(ta), xots)) = gla(ta), x(ty)) — glwo(ta), 2o(ts))

> (Vad) (@ta) = 20(ta)) + (Vaind) " (@(ts) — zo(ts)).

Schliellich wird das zweite Integral mittels partieller Integration umgeformt, wo-
durch sich das erste Integral dann weghebt. Es bleibt

A > (Vg + M) (@(ta) = 20(ta)) + (Vo) — Ats)) " (x(ty) — z0(ty)),

wobei die rechte Seite nun aufgrund der natiirlichen Randbedingungen (15.3d) ver-
schwindet.

Zur Eindeutigkeit: Wenn A verschwindet, so folgt aus der obigen Ungleichungskette,
dass dann notwendig fiir fast alle ¢ gilt

H(t,x,u, \) — H(t, 20, u9, \) = Hy(t, zo,up, \) (2 — 30) + Hy,(t, 20, u0, \)T (1 — o)

Mit der strikten Konvexitét folgt hieraus u(t) = ug(t) (fiir fast alle ¢) und z(t) =
xo(t) (iiberall). O

Bemerkung (15.5)

Fiir lineare Randbedingungen reduziert sich die vorausgesetzte Konvexitat der Funk-
tion g auf die Konvexitéit von g selbst.
Dies ist beispielsweise der Fall fiir Standard-Randbedingungen der Form

zi(ta) = via (1€ L),  z;(ts) = x5 (§ € I).

Beispiel (15.6)
Wir betrachten nochmals das in (13.24) behandelte Beispiel von Kelley, Kopp und
Moyer.
2
Minimiere I(w) = [ z(@t)?*dt
0

Nebenbedingungen: 2’ = u, z(0) = 1, z(2)=z, -1 < wu(t) < 1.

Die Konvexitéit von ¢ ist erfiillt, da g = 0 ist und die Randbedingungen linear
sind. Fiir die HAMILTON-Funktion ergibt sich H = z? + Au. Diese ist also
konvex beziiglich (z, u), jedoch strikt konvex nur beziiglich x. Jede regulére Losung
der notwendigen Bedingungen liefert somit nach (15.4) ein globales Minimum des
Optimalsteuerungsproblems. Die Eindeutigkeit folgt jedoch noch nicht aus (15.4).

Die Voraussetzung der Konvexitdt der HAMILTON-Funktion H in (x,u) ldsst sich
allerding etwas abschwichen. Dazu setzen wir voraus, dass zu jedem (f,x) mit
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|z — x0(t)| < e das folgende Minimum existiert:

~

H(t,xz,\(t)) = min{H(t,z,u, \(t))|ue U}

Die Funktion H lisst sich als Einhiillende (Enveloppe) der Funktionenschar
H(t,x,u,\(t)), u € U interpretieren.

Satz (15.7) (Hinreichende Bedingungen nach Array)

Gilt bei ansonsten ungeénderten Voraussetzungen aus (15.4), dass die Einhiillende

H(t,x,\(t)) der HAMILTON-Funktion als Funktion von z konvex ist, so ist (xg, uo)
ein optimales Paar.

Beweis:

Wir brauchen den Beweis zu (15.4) nur geringfiigig zu modifizieren. Dazu schétzen
wir zunéchst ab:

H(t,x,u,\) — H(t,x0,u0, \) > H(t,x,\) — H(t, 2, \)

Fiir die beiden ersten Summanden der linken und rechten Seite gilt die Ungleichung
ja aufgrund der Definition von H, die beiden zweiten Summanden sind aber aufgrund
des Minimumprinzips gleich.

Nun ist H als Funktion von z zwar konvex, aber nicht notwendiger Weise auch stetig
differenzierbar. Man kann sich mit einer Aussage der konvexen Analysis (die auf
FLETCHER und ROCKAFELLER zuriickgeht) behelfen: Danach besitzt die konvexe
Funktion H in zo(t) einen (konvexen) Subgradienten, das ist ein Vektor a € R™ mit
der Eigenschaft:

H(t,z, ) — H(t,z0,\) > a"(z — xp).

Fiir einen Beweis dieser Aussage (die aus der Existenz der rechtsseitigen Richtungs-
ableitung fiir konvexe Funktionen folgt) sei auf GEIGER, KANZOW (2002, Abschnitt
6.3, Satz 6.17) verwiesen.

Definiert man nun (fiir festes t) die Funktion
o(x) = H(t,z,up,\) — H(t,x0,up, \) — a (x — ),

so sieht man mit den obigen Beziehungen, dass ¢(z) > 0 gilt und @(zo(t)) = 0
ist. ¢ ist nun aber eine C'-Funktion, die in z(¢) ein globales Minimum besitzt.
Somit folgt

Vo(zo(t)) = Hy(t,zo,up,\) — a = 0.

Damit ist also a = H,(t,zo,up, A\) = —N(t). Setzt man dies nun in die obigen
Abschétzungen ein , so ergibt sich

H(t,z,u, \) — H(t, 29, u9,\) > —N()T(z — 20).
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Dies ist genau die bendtigte Ungleichung aus dem Beweis zu Satz (15.4). Der Rest
des Beweises kann nunmehr unveradndert iibernommen werden. O

Beispiel (15.8)

Fiir das Beispiel (15.6) von Kelley, Kopp und Moyer war H = z? + Au und
U=[-1,1].

Damit wird H = 22 — |A| und diese Funktion ist natiirlich strikt konvex in x.

Fiir dieses Beispiel geniigt diese Eigenschaft schon fiir die Eindeutigkeitsaussage:
A = 0 gilt ndmlich aufgrund der strikten Konvexitét von H nur fiir = xy. Aufgrund
der Zustandsgleichung folgt dann aber auch wu(t) = ug(t) (fast iiberall).

Damit ist auch hier gezeigt: Jede (reguldre) Losung der notwendigen Bedingungen
liefert ein striktes globales Minimum der Optimalsteuerungsaufgabe.

B. Allgemeine Optimalsteuerungsaufgaben .

Wir betrachten ein allgemeines (nicht notwendig konvexes) Optimalsteuerungspro-
blem mit einer Zustands-/Steuerbeschrinkung der folgenden Form

Minimiere I(u) = g(z(t,), x(ty)) + /fo(t,x(t),u(t))dt (15.9)

unter den Nebenbedingungen

{El(t) - f(t,I,U), ta S t S tb?
r(z(ty),z(ty)) = 0 € R¥ (15.10)
C(t,x(t),u(t)) < 0 € R.

Hierbei sei J := [t,, ;] ein festes Zeitintervall, ¢, < t,. Die beteiligten Funktionen

g, fo, f, r und C seien hinreichend oft stetig differenzierbar. Minimiert wird {iber
der Klasse u € C,(J,R™), z € CO1(J,R").

Ein Paar (z,u) heifit zuldssig, falls die Nebenbedingungen (15.10) fiir alle ¢ € J
erfiillt sind (mit einseitigen Ableitungen in den Unstetigkeitsstellen von u).

Ausgangspunkt ist ein zuléssiges Paar (xq, ug) mit stetiger Steuerung ug, das die not-
wendigen Bedingungen erster Ordnung fiir eine regulére Losung von (15.9-10) erfiillt.
Es gebe also adjungierte Variable A € C%*(J,R") und LAGRANGE-Multiplikatoren
p e Cy(J,RY, v € R¥ so dass mit der HAMILTON-Funktion

H(t,z,u,\) = folt,z,u) + AT f(t, 2, u) (15.11)

32H. Maurer, S. Pickenhain: Second Order Sufficient Conditions for Optimal Control Problems
with mixed Control-State Constraints, JOTA, 86, 1995.
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und der erweiterten HAMILTON-Funktion

H(t,z,u, N\, p) = H(t,z,u,\) + pu C(t,x,u) (15.12)

die folgenden Eigenschaften gelten
(a)  N(8) = —Ha(t,zo(t), uo(t), A1), (1)),

(b) A, = — <€0 g + I/T7"> . AMty) = (ﬁog - l/Tr) :
o) o) (15.13)

(¢)  Hu(t,zo(t), uo(t),A(t), u(t)) = 0,
(d) ) =0, wt)Ci(t.zo(t),uolt) = 0 (Vted j=1,...,10).

Die Bedingungen (15.13) sind unter zusétzlichen Regularitdtsvoraussetzungen not-
wendig fiir die lokale Optimalitidt von (g, o). Wir suchen nun nach weiteren Be-
dingungen, die zusammen mit (15.13) die schwache, lokale Optimalitéat von (xg, uo)
fiir die Optimalsteuerungsaufgabe (15.9-10) sichern.

Zunéchst gehen wir kurz auf die Umgebungsbegriffe, die im Folgenden verwendet
werden, ein. Es bezeichne || - || die Euklidische Norm des R™ bzw. R™™™; || - ||, die
Loo-Norm fiir Funktionen. Zu e > 0 und ¢t € J seien die folgenden Norm-Kugeln
definiert

Ke(zo(t),uo(t)) = {(z,u) e R™™: [[(2,u) = (zo(t), uo(t))|| < e},
B:(z0, uo) = {(z,u) € C(L,R™™) + [|(z,u) — (20, o) || < €},
Ue(¢) = K.(zo(t),uo(t)) N {(z,u) eR™™: CO(t,z,u) < 0},
W, = {(t,o,u) € J X R™™: (z,u) € U.(t) }.

Definition (15.14)

Eine Funktion V : JxR" - R, V = V(t,x), heiit eine Wertfunktion (verifi-
cation function) zu (xg,ug), falls sie stetig ist, stetig differenzierbar bzgl. x, sowie
stiickweise stetig differenzierbar bzgl. ¢ und es ¢, ¢ > 0 gibt mit den folgenden
Eigenschaften

(V1) V(t,z,u) € W.: Vi(t,z) + H(t,z,u,Vy(t,x)) > c||(z,u) — (xo(t), uo(t))]?,
(V2) Vie J: Vi(t,zo(t)) + H(t zo(t),uo(t), Valt, zo(t))) = 0,
(V3) VY (x4, mp) € Ke(xo(ta), xo(ts)) : 1(xa,m) = 0 =

(tb,l’b)

V(t,Io(t)) (ta,ma) + g(%,%b) - g<x0(ta)7x0(tb))

t
ti - V(t7 I)

> c|[(za; zs) = (zo(ta), zo(ts))[I*.
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Bemerkungen (15.15)

a) Ist V eine Wertfunktion, so hat die Funktion
F(t,z,u) = Vi(t,x) + H(t,z,u, V,(t,x)) (15.16)

fiir festes ¢ in (zo(t), uo(t)) ein striktes lokales Minimum unter der Nebenbedingung
C(t,x,u) <0.

b) Ist V eine Wertfunktion, so hat die Funktion

tp
tq

(tb’mb)
(ta,a) (15.17)
+  g(@a, ) — glxo(ta), xo(ts))

Fo(za,xp) = V(t,zo(t))|, — V(¢ x)

in  (zo(ta), xo(ty)) ein striktes lokales Minimum unter der Nebenbedingung
r(zq,xp) = 0.

c) Umgekehrt: Erfiillt (zo(t), uo(t)) fiir alle ¢ € J die hinreichenden Bedingungen
zweiter Ordung der restringierten Optimierungsaufgabe (15.16) und erfiillt ebenso
(o(ts), zo(tp)) die hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung der restringierten
Optimierungsaufgabe (15.17) und sind hierbei die strikten lokalen Minima regulér,
genauer sei die so genannte LICQ, die Linear-Independenc-Constraint-Qualification,
erfiillt, und gilt zudem (V2), so existieren ¢,e > 0 mit (V1) und (V3).

Satz (15.18)

Existiert zu (z¢, uo) eine Wertfunktion V (¢, z), so gibt es ein € > 0, so dass fiir alle
zuldssigen (x,u) € Be:(wo, uo) gilt

](l’,u) > [(x()?u()) + CH(ZE,U)—(.IO,UO)H%
+ cll(zta) z(t)) — (zo(ta), zo(ts))]I*.

Insbesondere ist (g, ug) ein striktes, schwaches, lokales Minimum des Optimalsteue-
rungsproblems (15.9-10).

Beweis:
Seien ¢ und ¢ wie in (15.14). Fiir zuléssige (z,u) € B:(z0,up) folgt

I(z,u) = I(xo,u0) — {g(z(ta),2(b)) — g(zo(ta), o(ts))

tp

= [ Uslt:x(®)u®) = folt:zolt),uo(t))] dt
= ?[H(t,x,u, Vx<t,l‘)) - V;T(tax) f(t’x7u)]

ta

— [H(t,Io,uO,Vx<t,$o)) — ‘/:DT(t,SL’(]) f(t,l’o,lbo)] dt
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Unter Verwendung von (V1) und (V2) folgt damit

I(z,u) — I(zo,u0) — {g(x(ta),z(ty)) — g(zo(ta), zo(ts))
> t})[CH(%U) — (wo(t), uo(t))|I* — Vi(t,x) — V' (t, z) f(t, 2, u)]
+ [Vi(t,xo) + V.E(t,x0) f(t, w0, u0)] dt

> cl(@u) = (zo(t), uwM)F — V(Ez(®)] + VE ()]

Damit ergibt sich schliefilich unter Verwendung von (V3)
I(w,u) — I(zo,up) > cll(z,u) = (o(t),uo(t)3 — V(t2(1))];

+ Vit zo(t)],) + gla(ta), z(t)) — g(wo(ta), zo(ts))

> cllw,u) = (@o(t),uo()I5 + cll(@(ta), z(ts)) — (zo(ta), zo(ts))[|*,

womit gezeigt ist, dass (xg, ug) ein striktes, schwaches, lokales Minimum ist. O

Konstruktion einer Wertfunktion.
Wir verwenden einen quadratischen Ansatz

1

= (- 2o(1)TQM) (x — xo(t)).  (15.19)

V(t,r) = d(t) + M) (z — z0(t)) + 5

Dabei seien d € C*(J,R), Q € C>*(J,R™™). Ferner bezeichne A die adjungierten

symm

Variablen aus den notwendlgen Bedingungen (15.13). Damit berechnen wir

Vilt,z) = d'(t) + N()T(z —a0(t)) — A(t)T2(t)
— )T QW) (v — 20(t)) + 3 (z — 20(1)" Q' (t)(z — wo(t))
Valt, ) = A1) + Q1) (z — xo(t)) (15.20)

Vault,z) = Q1)
Vie(t,z) = N(t) = Q(t)ap(t) + Q'(F) (x = 20(t)),

und hiermit

F(t,x,u) = Vi(t,z) + H(t,x,u,V,(t,x))
= 0 + VO - a(0) — AT .
— 20" Q) (x = z0(t) + 3 (& — 20(t))"Q'(t) (x — z0(t))

(
+ H(t,z,u, AN(t) + Q(t) (x — xo)).
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Die Bedingung (V2), F(t,xo(t),uo(t)) = 0, ist somit dquivalent zur Differential-
gleichung
d(t) = MNt)Tzp(t) — H(t,2o(t), uo(t), A(t))

= — Jo(t, mo(t), uo(t))-
Hierdurch ist d bis auf den Anfangswert d(t,), festgelegt,

(15.22)

dt) = dit) — / Folm 20(7), 1o (7)) dr-

Es sind nun geméf Bemerkung (15.15¢) die Matrix-Funktion Q(¢) und der Anfangs-
wert d(t,) so zu bestimmen, dass die folgenden Optimalbedingungen erfiillt sind:

(Opt 1)  (zo,up) erfiillt fiir alle ¢ € J die hinreichenden Bedingungen zweiter
Ordnung fiir ein striktes, reguléres lokales Minimum von (15.16).

(Opt 2)  (zo(ta), xo(tp)) erfiillt die hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung
fiir ein striktes, reguléres lokales Minimum von (15.17).

Wir sehen uns nun im Einzelnen die hinreichenden Bedingungen an.
Zu (Opt 1):

e Regularitdt:  Sei fiir t € J die Menge der aktiven Indizes gegeben durch
Jo(t):={i=1,...,1: Ci(t,xo(t),up(t)) = 0}. Damit fordern wir

Vi Ci(t, xo(t),uo(t)), @€ Jo(t), linear unabhéngig (15.23)

e L AGRANGE-Funktion:

L(t,z,u,p) = Ft,z,u) + pt)TCO, z,u)

_ (15.24)
= Vi(z,u) + H(t,z,u,Vy(t,z),p).
o Stationaritdit:
Vio(z,u) + H,
Viewl = T
L (15.25)
_ ( N = Q' +Q(x— o)+ QHy+ H, >
H,

Speziell fiir (z,u) = (zo(t), uo(t)) ergibt sich mit (15.13 a+c) sowie 2’ = f = H, die
Stationaritit, Vg, . L(t, zo(t), uo(t), u(t)) = 0.

o Vorzeichenbedingung und Komplementaritdt:

Diese entsprechen genau den Bedingungen (15.13 d).
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e Definitheit:

Die Hesse-Matrix V%m)ﬁ soll positiv definit sein auf dem erweiterten Tangential-
raum

T(t) := {( 767 ) e Rvt™ . (fT,nT)V(%U)C’i(t,xg(t),uo(t)) =0, fiirémit p;(¢t) > 0}.
D.h. fiir alle ( g ) € T(t)\ {0} gilt:

(€4) Va0 ua, ) (&) > (15.20

Die Hesse-Matrix hat hierbei die folgende Gestalt:

FE F
v%xu)‘c[t] = (FT G)

E = Q +Qf + [7Q + Hy (15.27)
F = Qfu+ Hy
G = H,,
Zu (Opt 2):
e Regularitdit:
Rang V(s a,)7(20(ta), 2o(ty)) = k. (15.28)

e LAGRANGE-Funktion:

£0($a,$b,l/) = FO(xa7xb) + VTT'(I'Q,ZE[))
= Vitw)l, = V(L)) (15.29)

+ (9(%,%)—g(ﬂfo(ta),ﬂfo(tb)) + vir(x,, mp).

e  Stationaritdt:

Valta, #a) + 522 (9 + "), )

ViaaaLo = o T (15.40)
—Va(ty, z) + 8—%(g+V T>‘(ma,mb)

), xo(tp)) ergibt sich mit (15.20) und deen natiirlichen

Speziell fir (z4,xp) o(ta
b) die Stationaritit, Vs, z,)Lo(Zo(ta), To(ts), V) = 0.

= (=
Randbedingungen (15.13

o  Vorzeichenbedingung und Komplementaritit:

Diese entfallen, da nur Gleichungsrestriktionen vorliegen.
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e Definitheit:

Die Hesse-Matrix V(x ) Lo(2o(ta), Zo(ts), ) soll positiv definit sein auf dem Tan-
gentialraum

To —{( §b> € R T:Eaga + T;Fbgb = 0}.
Dies heif3t explizit:

v(g) en0 @ IThnl (£) >0 s

Die Hesse-Matrix hat allgemein die Form

sz(ta, xa) —"_ gma Tq gxa Ty
v(:ra Zp) £ = - - )

Gz xy, _Vx:c(tln l’b) + Gy, 1y,

wobei g := g + v'r ist. Speziell fiir (x4, 73) = (zo(ta), zo(ty)) erhiilt man mit
(15.20)
Q(ta> + fg/xa Ta fgmax

v(z Zp) ,C()(ZL’()( ) xO@b)a”) - ( - bN . (1532)

gxa Tp _Q(tb) + gIb Ty

Wir fassen die bisherigen Ergebnisse zusammen:
Satz (15.33)

Ist (xg, up) ein zulédssiges Paar fiir die Optimalsteuerungsaufgabe (15.9-10), sind die
notwendigen Bedingungen (15.13), sowie die Regularitdtsbedingungen (15.23) und
(15.28) erfiillt und gibt es eine Funktion @ € C%'(J,R"™) die die Definitheitsbe-

symm

dingungen (15.26) und (15.31) erfiillt, so ist (xo, ug) ein striktes, schwaches lokales
Minimum und es gilt die Abschitzung in Satz (15.18).

Zur Positiven Definitheit der Hesse-Matrix in (15.26):
Nach (15.27) besitzt die Hesse-Matrix V%x L die folgende Blockstruktur

E F
V?ru)ﬁ[t] = (FT G)

E=Q+Qf + ffQ + H,, € R
F = Qf,+ Hyy € ROVM

G = H,, € Rm™m),
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Satz (15.34)

Eine Matrix A € R™*™7+m) mit der obigen Blockgestalt und mit symmetrischen
Matrizen F und G ist genau dann positiv definit, wenn die Matrizen G und B :=
E — FG'FT positiv definit sind.

Beweis:

Aus der positiven Definitheit der Matrix A = ( }{?T g ) folgt mit (z,y) # (0,0)

E F
(zty") (FT G) <;> = 2'Ex +22"Fy + y"Gy > 0.

Speziell fiir x = 0, y # 0 ergibt sich die positive Definitheit von G. Setzt man fiir
r# 0nun y := —G 'FTx, so erhiilt man

(xTy™) (F% g) (;j) = 2'Fz — 22TFG'Flz + 2"FG'F'x

= 2 (F — FG'FYa2 > 0,

und somit die positive Definitheit von E — F G~ FT,

Umgekehrt: Sind die Matrizen G und B := E — FG ' FT positiv definit, so ist
auch

E—-FG'F* 0 _ I —FG™! E F I 0
0 G! N 0 Gt F' @G ~G7'FT Gt

_ -1
positiv definit. Da die Transformationsmatrix S = < é Z_GI > regulér ist,

muss auch A positiv definit sein. O

Wendet man den obigen Satz auf me)ﬁ[t] an, vgl. (15.27), so entspricht die
positive Definitheit von G gerade der strikten LEGENDRE-CLEBSCH-Bedingung

ViteJ: H[t] positiv definit. (15.35)

Die Auswertung von E — FG ' F' ergibt ferner

VieJ: Q+QfatfTQ+H,,—(Q fu+Hy) H (fTQ+H,,) positiv definit.
(15.36)

Satz (15.37) (Hinreichende Bedingung)

Ist (xo, up) ein zuldssiges Paar fiir die Optimalsteuerungsaufgabe (15.9-10) mit einer
stetigen Steuerung ug, sind die notwendigen Bedingungen (15.13), die Regularitéts-
bedingungen (15.23) und (15.28) sowie die strikte LEGENDRE-CLEBSCH-Bedingung
(15.35) erfiillt und besitzt die RiccaTisSCHE-Differentialgleichung

Q + Qfe + ffQ + Hyw — (Qfu+ Ho) HyE(fTQ+ H,,) = 0
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eine Losung @ € C'(J,R™") die die Definitheitsbedingung (15.31-32) erfiillt, so

symm

ist (zo,up) ein striktes, schwaches lokales Minimum und es gilt die Abschétzung von
Satz (15.18).

Beweis:

Wegen der stetigen Abhéngigkeit der Losung einer Anfangswertaufgabe von Pa-
rametern in der rechten Seite der Differentialgleichung hat auch die modifizierte
RiccATiscHE-Differentialgleichung

Q+ Qfe + 11Q + How — (Qfu+ Hod) Hy (fIQ+ Hyy) = 1y
fiir hinreichen kleines ¢ > 0 eine Losung, die ebenfalls die Definitheitsbedingung
(15.31-32) erfiillt. Mit diesem @ ist auch (15.36) erfiillt. O
Beispiel (15.38)

Zur Ilustration der Methode betrachten wir eine einfache Optimalsteuerungs-
aufgabe, die der Arbeit von Maurer, Pickenhain (JOTA 1995) entnommen wur-
de. Der Einfachheit halber lassen wir die dort zusétzlich betrachtete Steuer-
/Zustandsbeschrankung weg. Die Aufgabe lautet

1
Minimiere I(u) = % [(u}+u}—cal—cal)dt
0

Nebenbedingungen: 2] = xs +u;, 21(0) = z1(1) = 1,
xh = ug, x2(0) = x5(1) = 0.
Die notwendigen Bedingungen liefern mit der HAMILTON-Funktion
H = % (uf +us — cxf —cad) + A(ra +ur) + Agug
die adjungierten Differentialgleichungen
AN = cxy, Ny = cxg— A,

sowie die optimale Steuerung u; = —\;, i =1,2.

Die resultierende Randwertaufgabe fiir xy, x5, Ay und Ag ist linear und eindeutig
losbar. Fiir die Anfangswerte der adjungierten Variablen ergeben sich

A1(0)= — 3.151855778,  A2(0)= — 0.6081584381 .

Die Regularitidtbedingung (15.23) entféllt, da keine Steuerungsrestriktionen vorlie-
gen, die Regularitdtsbedingung (15.28) bzgl. der Randbedingungen ist erfiillt. Da
die Zustandsgrofien beidseitig vorgegeben sind, ist der Tangentialraum Tj trivial
und die Definitheitsforderung (15.31) ist somit erfiillt.

Zur Aufstellung der RiccaTti-Differentialgleichung stellen wir fest
01
Hy., = [27 Hy, = _CIZ> Hy,., = Oa fx = (O 0 )a fu = I.
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Damit ergibt sich die Differentialgleichung

Q) = ( a1

qi2

Zur Erfillung der hinreichenden Bedingung ist eine Losung dieser RICCATI-
Gleichung gesucht, die im ganzen Intervall [0, 1] existiert. Man hat dazu eine symme-
trische Startmatrix vorzugeben. Wihlt man z.B. Q(0) = 0, so besitzt die zugehorige
Losung eine Singularitidt etwa bei ¢t ~ 0.6. Dagegen existiert die Losung zum An-
fangswert QQ(0) = —10 I, im ganzen Intervall. Der berechnete Losungkandidat des
Optimalsteuerungsproblems ist damit tatséchlich ein striktes, schwaches, lokales Mi-

nimuim.
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Abb. 15.1 Losung der notwendigen Bedingungen.
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Abb. 15.2 Losung der RiccATi-Differentialgleichung.
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