H.J. Oberle Komplexe Funktionen SoSe 2013
9. Singularitaten

In diesem und dem folgenden Abschnitt untersuchen wir das
Verhalten holomorpher Funktion in der Nahe einer isolierten
Singularitat. Wir beginnen mit der Laurent-Entwicklung einer
holomorphen Funktion, vgl. auch (6.11). Man beachte, dass
der Entwicklungspunkt zg der Entwicklung i. Allg. nicht zum
Definitionsbereich der Funktion gehort.

Satz (9.1) (Laurent-Entwicklung)
a) Ist f auf einem Gebiet D C C holomorph, 2z € C und
FTl,"“Q(zo) C D, mlt O S Tl < ,,42 S o, SO |St f |n Kr]_,TQ(ZO) Iﬂ

eine Laurent-Reihe entwickelbar
©.@)

fiz) = Y ap(z—20)", r1 < |z — 20| <72 (9.2)

k=—00
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b) Fir die Koeffizienten der Laurent-Reihe gilt

dz, ke, (9.3)

1 ]g f(2)

271 (z — zg)kt+1

|z—zg|=r

akz

dabei ist r ein beliebiger Radius mit r1 <r < ro.

c) Die Laurent-Reihe (9.2) konvergiert auf dem groBten Kreis-
ring, der in D liegt; auf jedem kleineren, kompakten Kreisring
Ky po(20), mit r1 < p1 < po < rp, liegt absolute und gleichmaBi-
ge Konvergenz vor.

Beweis: ci; und co seien die Kreise mit Radien 0 < rq < ro um
zg, also c(t) := zg+me't, 0<t<27m. Zu z€ Ky r,(29) Wird
der Kreisring zerlegt, wie in folgender Abbildung und es werden
die Kurvenintegrale uber ki und ko, gebildet.
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Mit dem Cauchyschen Integralsatz gilt dann

F@) g I i) )
w —z w —z w —z w —z
C2 C1 kl k2
= 2wif(z) + O.

Wir formen die Integrale uber die ¢, um:
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a) Sei w € Bild(cy), also |w— zg| > |z — 2g|]- Damit gilt

1 1 w — 20

w— 2 w—z9 (w—20)— (2 —20)
1 1
w—20 1—(z—20)/(w— 20)

. 1 i (Z — 20 )k
 w— 20 ;= ‘W — 20
1 f(w) = 1 f(w) K
= dw = d —
27t ) w — z v kz—:o [27Ti (w — zg)kt+1 w} (2 = 20)
Co = Co

b) Sei w € Bild(c1), also |w— zg| < |z — 2g|]. Damit gilt
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1 zZ — 20
z—20 (w—20) — (2 — 20)
1 1
z—2z9 1—(w—20)/(2— 20)

1 i (w—ZO)k:

Z—20 p—o % %0
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Addition der beiden Integrale ergibt

0

fiz) = Y an(z—20)", r1 < |z — zq| <o,
k——0o0
(1 f(w) _ _
74 Y Ldz k=0,1,2,...
271 El (w — z0)
L f(w)
dz,: k=—1,-2 -3 ...
271 CZ{ (w — zg)kt+1 ©
\

Nun sind die Kreise c¢; und co, aber zu jedem (einmal positiv
durchlaufenen) Kreis |z — zg| = r, 7 € [r1,r2], homotop in D.
Damit folgt die Behauptung aus dem Cauchyschen Integralsatz.—

Bemerkungen (9.4)
a) Die Laurent-Entwicklung von f zum Entwicklungspunkt zg ist
bei vorgebenem Kreisring eindeutig bestimmt (Identitatssatz).
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b) Ist f holomorph auf den Kreis K,,(zg9), so gilt aufgrund
des Cauchyschen Integralsatzes a; = 0, £k = —1,—-2,... Die
Laurent-Reihe stimmt in diesem Fall mit der Taylor-Entwicklung
von f zum Entwicklungspunkt zg Uberein.

Beispiele (9.5)

Sin
a) f(z) := 22, zo = 0, Kreisring: 0 < |z| < .
<

Aus der Taylor-Reihe von sin zum Entwicklungspunkt zg erhalt
man

_sinz & (=DF 54
f(z) = 5 = kZ::O Gkt 1)1
1 z 23 20
R T
1
b) f(z) = Gr1)(z_2) 20 =0
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Die rationale Funktion f besitzt Singularitaten in z; = -1 und
zo = 2. Es gibt daher drei Laurent-Entwickungen zum Entwick-
lungspunkt zg, nadmlich jeweils in den Bereichen (i) |z| < 1,
(i) 1<z <2 und (iii) |z| > 2.

Wir bestimmen die Laurent-Entwicklung flir den Bereich (ii):

U 21132 - zl-l/-31
= —(1/6) 1—1z/2 - 1/(32) 1—(1—1/z)
= —(1/6) i(z/Q)k — 1/(32) i(—l/Z)k
k=0 k=0
B k:z_%oo( ;)kzk + Z (3><2]’-€+1) &

Aufgabe: Bestimmen Sie die anderen beiden L-Entwicklungen.
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Bemerkung (9.6)

Analog zu (8.14) qilt die Cauchysche Ungleichung auch fiir die
Koeffizienten der Laurent-Entwicklung:

oo

fz) = > ap(z—20)",
k=—o0
M
lag] < (,:), keZ, ri <r <o,
Tr
M) = max |f(2)]
[z2—z0|=7

Bemerkung (9.7)

Laurent-Entwicklungen lassen sich auch dazu benutzen, Fourier-
Entwicklungen von 27w — periodischen Funktionen f e Co,. 2zu
bestimmen. Man geht dazu wie folgt vor:
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1.) Definiere F(z), |z| =1, durch F(e'?) = f(¢).

2.) Setze F zu einer auf einem Kreisring r1 < |z| < ro mit
r1 < 1 < ro holomorphen Funktion fort. Ermittle deren

Laurent-Entwicklung -
F(z) = > Ko< |z| < ro.

k=—o0

3.) Setze hierin z =¢e® ein

F@) = F(E?) = 3 ~peikd,

k=—o00
Fur die Fourier-Koeffizienten ergibt sich
1 F(w) :
p— d , = equ’
Tk 271 ]{ (w — 0)k+1 v v
lw|=1
1 27
= — [ f@e*dg
27T 2
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Definition (9.8)

Sei f: D — C holomorph auf einem Gebiet D. Ein Punkt
zg € C\ D heiBt eine isolierte Singularitdat von f, fallses ein r >0
gibt mit K()’T(Zo) C D.

Ist weiter f(z) = Y° ai(z —20)* die Laurent-Entwicklung von
fin Kg,(z9) zum Entwicklungspunkt zgp, so heiBt zg

a) eine hebbare Singularitat, falls a, =0 fiur alle k <O,

b) ein Pol der Ordnung m € N, falls a_,, 20 und ap =0 fur
alle k < —m,

C) eine wesentliche Singularitat, falls zg weder ein Pol noch
eine hebbare Singulariat ist.

Beispiele (9.9)

a) zo = 0 ist eine hebbare Singularitat der Funktion (sinz)/z.

b) 29 = 0 ist ein Pol erster Ordnung der Funktion (sinz)/z2.
Beides sieht man unmittelbar mittels der sin-Reihe.
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Cc) Rationale Funktionen haben keine wesentlichen Singula-
ritaten. Ist namlich f = p/q mit Polynomen p und ¢, so sind die
Singularitaten von f gerade die Nullstellen von q. Ist zg eine
m-fache Nullstelle von ¢, also q(z) = (z — z9)™ r(z), wobei r ein
Polynom mit r(zg) # 0 ist, so folgt

p(2)/r(x) _ _ 9(2)
f(2) =

(z — z9)™ (z — z9)™
wobei g holomorph in zg ist, also dort in eine Taylor-Reihe ent-
wickelbar. Damit ist aber zg ein Pol der Ordnung < m, oder
sogar eine hebbare Singularitat von f.

d) Die Funktion f(z2) := el/# hatin 25 =0 eine wesentliche
Singularitat. Dies sieht man unmittelbar mit der exp—Reihe:
© 1,1 0 1

o=y = X% ”'

— 27,
k=0 7 j=—o0 (=1)'
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Satz (9.10) (Klassifikation isolierter Singularitaten)
Sei zpg eine isolierte Singularitat einer holomorphen Funktion
f: D —C.

a) zg ist genau dann eine hebbare Singularitat, falls der Grenz-
wert lim,—., f(2) (in C) existiert. In diesem Fall ist

o f(z): z # 20,
f(z) = lim ) =

eine holomorphe Fortsetzung von f.

b) Satz von Riemann: Ist f in einer Umgebung von zg be-
schrankt, so ist zg eine hebbare Singularitat.

C) zo ist genau dann ein Pol von f, falls limy—.,|f(z)] = oo
gilt.

d) Satz von Picard: Ist zg wesentliche Singularitat von f, so
bildet f jeden Kreisring Kg(zg9) auf ganz C oder auf C\ {a} ab.
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Beweis: zu a): Ist zg hebbare Singularitat von f, so ist die
Laurent-Entwicklung von f in einer Kg.(z0) - Umgebung,

0

fiz) = Y ap(z— 20", 0 < |z — 20| <k,
k=0

zugleich die Taylor-Entwicklung einer holomorphen Fortsetzung
von f. Damit gilt insbesondere lim.—., f(z2) = ag. Die Umkeh-
rung folgt aus b).

zu b): Ist |f(z)| < M fur alle z € Kgc(z9), so liefert die
Cauchysche Ungleichung (9.6) die Abschitzung |ax| < M/rF fiir
die Koeffizienten der Laurent-Entwicklung von f. Speziell fur
k<O und r{ 0O ergibt sich a; =0.

ZU C): Sei zg ein Pol m-ter Ordnung von f; gelte also
f(z) = ¥ ap(z —29)*, mit a_,, #0. Umformung ergibt
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1 (©.@)

< — a—m ar. (z — z m+k
1(2) (z — zg)™ { + kz—zn:v,—l—l k( 0) }
= @ 2 o el - | Y w0
|2 = 2o b=

Fur z — zg konvergiert der erste Faktor der obigen Abschatzung
gegen oo, der zweite Faktor gegen |a_,,| % 0. Damit geht die
rechte Seite der Abschatzung gegen oo und somit auch |f(z)].
Die Umkehrung folgt aus d).

zu d): Wir zeigen lediglich die folgende schwadchere Aussage

Satz von Casorati und WeierstraB3: Ist zg eine wesentliche
Singularitdt von f, so liegt das Bild jeder Kg.(z9) — Umgebung
dicht in C, d.h. jeder Punkt w € C ldsst sich durch Werte f(z)
mit 0 < |z — zg| < & beliebig genau approximieren.
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Wir fuhren den Beweis indirekt und nehmen an, dass es einen
Punkt wg € C und ein 6 >0 gibt, so dass gilt

Vz: 0<|lz—2z) <e = |f(z)—wg| > 6.

Die Funktion g(z) := 1/(f(z) —wg) ist demnach auf Kjp.(20)
holomorph und beschrankt (durch 1/§). Noch dem Riemann-
schen Satz ist g also auf K:(zp) holomorph fortsetzbar und somit
in eine Taylor-Reihe entwickelbar:

o

9(z) = 3 ap(z—2)F, 0 < |z—z|<e
k=0

Nicht alle a;, kdnnen verschwinden (da g keine Nullstelle hat);
somit gibt es ein m >0 mit g(z) = (2 — 20)™ g1(2), wobei g1
auf K:(zg) holomorph ist und g¢1(2) #0 auf K:(zp) gilt.
Umformung ergibt
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1 1
f(z) = wo + :
(z — zg)™ (91(2) )
Da die Funktion 1/g1 ebenfalls in K:(zg) nicht verschwindet und
dort holomorph ist, folgt, dass zg ein Pol m-ter Ordnung von f

ist. Widerspruch zur Annahme! =

Beispiel (9.11)

Die Funktion f(z) :=exp(1/z) besitzt in zg := 0 eine wesentliche
Singularitat. Wir sehen nun

(i) 2! bildet Kg.(0) bijektivauf C\ Ky, (0) ab.

(ii) exp bildet jeden Streifen R4 [(2k—1)7, (2k+ 1)=[ bijektiv
auf C\ {0} ab, keZ.

Aus Beidem folgt, dass f jede Kg.-Umgebung sogar unendlich
oft auf C\ {0} abbildet.
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