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8. Die Cauchysche Integralformel

Satz (8.1) (Cauchysche Integralformel)

Ist f: D — C holomorph auf einem Gebiet D und ist c: [a,b]
— D \ {20} ein geschlossener, zum Punkt zg € D homotoper
stkw. Cl—Weg, der zp einmal in positivem Sinn umlauft, so gilt

1 f(z)

2T . Z— 20

f(zg) = dz. (8.2)

Beweis: Der Weg c lasst sich innerhalb des Gebietes D\ {zp}
auf einen Kreis c¢q(t) = 29+ rett, 0 <t < 2w, um zg mit
hinreichend kleinem Radius r zusammenziehen,
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c und cr sind also in D\ {zg} homotop. Damit folgt

e 1)

zZ — 20 J 0

2T .
z rett :

dz

- rett at
27 :

= i [ f(zo+ret)dt
0

— 2mi f(zg), furr]O.

Da die linke Seite von r unabhangig ist, folgt

f(z)

z — 20

dz = 2mi f(z0).

C

117



Bemerkungen (8.3)
a) Fur einen beliebigen zu zg homotopen Weg in D\ {zg} gilt

f(z)

zZ — 20

dz = 271 Uml(c,zg) f(z0). (8.4)

b) Heuristische Herleitung: Mit dem Taylorschen Satz gilt

(k) (4
F2) = f(a0) + z A
= f(2) = /(z0) + g(z); g(z) holomorph auf D,
z— 20 z— 20
z— 20 ] Z— 20 )

= 271 f(z9) + O.
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Beispiel (8.5)

Wir berechnen
dz

/ 14 22
fur den rechts angegebenen Weg c.
1. Weg: Mittels (7.10):

dz B dz
) 1+ 22 ) (z4+1) (2 —1)
’ 1 1
- %C <z—|—i_z—z>dz
1 dz 1 dz

119



2. Weg: Mittels Cauchyscher Integralformel: Wir teilen die
Kurve auf, ¢ = c1 + co, wobei c¢q1 die Teilkurve in Imz > 0,
co diein Imz <0 Dbeschreibt.

dz 1/(z+1) 1/(z——z)
1+ 22 Cff G_y %F +7{ (z + 1)

1 1

= 2wi(, ) — 2ﬁi<. ) = 2.
14+ 1 —7—1

Wir notieren einige Folgerungen, die sich aus der Cauchyschen

Integralformel ergeben.

Folgerung (8.6) (Mittelwerteigenschaft)

Ist f holomorph auf einem Gebiet D, so gilt fur zg9 € D,

2m
1 .
fz0) = 5- O/ flz0+relt) dt (8.7)

Beweis: Folgt aus dem Beweis von (8.1), Seite 117. =
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Folgerung (8.8) (Maximumprinzip)

a) Ist f holomorph auf einem Gebiet D und besitzt |f(z)| ein
Maximum in zg € D, so ist f konstant.

b) Ist f holomorph auf einem Gebiet D und stetig auf D, so
nimmt die Funktion |f| ihr Maximum auf D in einem Punkt aus
oD an.

Beweis: Ist |f| in einem Punkt 2zg € D maximal, so gilt mit
M :=|f(zg)| fiir jeden Kreis mit K,(zg) C D nach (8.7):

2 2
1 - 1
M = |fGo)| < =— [IfGo+reldt < = [ Mdt = M.
2T 2 2T 2

Daher muss durchgehend Gleichheit gelten und damit insbeson-
dere |f(z)|= M fur alle z mit |z — zg| <r gelten. Damit ist
| f| konstant auf der Kreisscheibe und durch Fortsetzung dieses
Verfahrens sieht man, dass |f| auch auf D konstant ist.
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Mittels der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichung folgt
hieraus aber unmittelbar, dass auch f’ = Ug + v, identisch ver-
schwindet, und somit f konstant ist. (Ubungsaufgabe!) -

Folgerung (8.9) (Fundamentalsatz der Algebra)

Ist p(z) =% _garz® ein Polynom vom Grad n > 1, so besitzt
p wenigstens eine Nullstelle in C.

Beweis: Sei also ap 0 und n > 1. Nehmen wir, dass p
keine Nullstelle besitzt, so ist f:=1/p auf ganz C holomorph.
Nun qgilt

1
anz™ 4+ an_lzn_l + ...+ ag |

1 1

2| |lan +ap—1/2+ ...+ ag/2"

F)| = |

— 0 (z— )
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Daher muss |f| in einem Punkt zg € C maximal werden. Nach
dem Maximumprinzip ist f somit konstant auf C und daher
ist auch das Ausgangspolynom p konstant auf C. Sei also
p(z) =«a, VzeC, dann folgt fiir z # O:

an + apn_1/z + ... +ag/z" = a/2".

Grenzwertbildung z — oo ergibt an, = 0, im Widerspruch zur
Annahme! =

Satz (8.10) (Taylor—Entwicklung)

a) Ist f auf einem Gebiet D C C holomorph, 2z € G und
Kr(zg) C D, soist fin K,(zg) in eine Potenzreihe entwickelbar

@

f(z) = ) a (z — 20)", |z — zg| < 7. (8.11)
k=0

Insbesondere ist f auf D beliebig oft komplex differenzierbar.
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(k)
b) a, = / k(IZO), k> 0, (8.12)

c) Fir den Konvergenzradius R der obigen Taylor-Reihe gilt

R > sup{r>0: Ky(z9) C D}.

d) Verallgemeinerte Cauchysche Integralformel:

(n) _ n ]{ f(2) p S 13
|z—zg|=7
Bewelis:
Aufgrund der Cauchyschen Integralformel gilt flr |z —zg| <
1
@ = = gy
271 w— z

lw—zo|=7
wobei der Kreis |w—zg| = r einmal im positiven Sinn durchlaufen
wird. Wir formen den Integranden um:
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1 1 w — 20

w— 2 w— 2z (w—29) — (2 — 20)
1 1
w—z0 1—(z—20)/(w—20)

_ 1 §<z—zo>k

W — 20 p—g W — 20

f(w) - f(w) k
= p— — .
w2 /c;o (w — zg)k+1 (2 =0
Da die obige Reihe auf den Kreis |w — zg| = r» absolut und

gleichmalig konvergiert, kann Summation und Integration ver-
tauscht werden, vgl. Satz (6.9). Wir erhalten somit

a 1 W
&)= kgo [2777; 7{ (w fioikﬂ dw] (z = z0)" O

|lw—2zo|=r
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Satz (8.14) (Cauchysche Ungleichung)

Sei f holomorph auf einem Gebiet D CC, 2 € D und r >0, so
dass K,r(zg) C D. Fir die Koeffizienten der Taylor-Entwicklung
von f um zg gilt dann die Abschatzung

M(?“)

(—f<”><z>| M(r) i= max [f(z)].

2zl =r

Beweis: Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus der verallge-
meinerten Cauchyschen Integralformel:

1 1 f(z)
= f(n) —
SRARICS er b oo
z—zg|=r
1 1 £ (2)] M(r)
= f£(n) — T = .
) n! (7o) ‘ = 27 |z£nz§|xzr <|z — zo|“+1) 2T rn
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Satz (8.15) (Liouville)

Ist f: C — C holomorph auf C und beschrankt, so ist f
konstant.

Beweis: Da f beschrankt ist, ist auch M(r) beschrankt fir
r € ]0,00[. Aus der Cauchyschen Ungleichung folgt damit fir
n=1

M (r)

' (z0)] <

Da 2zg € C beliebig ist, verschwindet f’ auf ganz C. Somit ist f
konstant. =

— 0, fur r — oc.
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