H.J. Oberle Differentialgleichungen II SoSe 2013

10. GauB—Quadratur

Wir beschreiben in diesem Abschnitt ein Verfahren zur numeri-
schen Berechnung bestimmter Integrale, das die besonderen Ei-
genschaften spezieller Funktionen, insbesondere die Entwicklung
einer stetigen Funktion nach orthogonalen Polynomen verwen-
det.

GauB—Quadraturverfahren haben gegenuber den interpolatori-
schen Verfahren auf dquidistanten Gittern (Newton—Cotes Ver-
fahren) die Vorteil hoherer Genauigkeit bei gleicher Stitzstel-
lenzahl, jedoch wegen der auftretenden nichtaquidistanten Gitter
auch den Nachteil, dass Gitterverfeinerungen i. Allg. nur bei vOlli-
ger Neuauswertung des Integranden moglich sind.
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GauB—Quadraturformeln dienen der numerischen Berechnung ge-
wichteter Integrale vom Typ

b
I(f) = /w(t) £(t) dt. (10.1)

a
Dabei ist w :]a,b[— R eine stetige Gewichtsfunktion, die die
folgenden Voraussetzungen erfullen moge
e w(t) > 0, a<t<b. Singularitaten in a, b sind moglich!
e Furalle f e Cla,b] sei das Integral ff{w(t)f(t)dt wohldefiniert
und endlich.

Unser Ziel ist die Gewinnung einer moglichst guten Quadratur-
formel der Form

() = Y gen F(Thn)- (10.2)

k=0
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Die 1., heiBen die Knoten, die g, die Gewichte der Qua-
draturformel (10.2). Die Glte der Quadraturformel messen wir
dadurch, dass wir verlangen, dass die Quadraturformel fur Poly-
nome von moglichst hohem Grad m exakt sein soll:

VP € Ny : In(P) = I(P). (10.3)

Wir sagen in diesem Fall auch, dass die Quadraturformel (10.2)
den Grad m besitzt.

Bemerkungen (10.4)

a) Wie groB kann m maximal sein? Die Quadraturformel (9.2)
enthalt 2n + 2 freie Parameter 7.,, und g.,,. Der Polynomraum
[1,, hat die Dimension m + 1. Daher erwarten wir, dass i. Allg.
maximal m = 2n -+ 1 zu erreichen ist.
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b) Im Prinzip brauchte man nur die Knoten 7, moglichst
geschickt zu wahlen. Die Gewichte g, konnte man namlich
dann mit Hilfe der Lagrange-Polynome

Lj(t) — Z(t_Tzn)/(Tjn_Tzn)v j=O,...,n,
i7]
zu den Knoten (7,,) berechnen (m > n vorausgesetzt):

n b
Gin = Y gknLi(mn) = [w(® L)t (10.5)
k=0

a
In der Praxis werden die Gewichte g;,, jedoch zumeist gemein-
sam mit den Knoten 7, mit Hilfe eines Eigenwertproblems be-
stimmt (vgl. Golub, Welsch: Mathem. Comp. 1969).
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Satz (10.6) (uber Orthogonalpolynome)
a) Unter den obigen Voraussetzungen ist durch

b
(f9) = [w® ) g(t) dt

ein Skalarprodukt auf Cla,b] gegeben.

b) Es gibt eine eindeutig bestimmte Folge von Polynomen P, €

M., £=0,1,..., mit den Eigenschaften
o (P,P,) = 0 fir j#k, (Orthogonalitat)
o P(t) = tF + g 142" 1 4+...  (Normierung)

(10.7)
Die (Py)ren, heiBen die (normierten) Orthogonalpolynome zum
Skalarprodukt (-, -).
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c) Die Orthogonalpolynome genligen einer Dreitermrekursion

Pr(t) = (t+ag) Pr_1(t) + by P,_o(t), k=1,2,... (10.8)
Mit den Koeffizienten
tPp_q, P Pr_1,P_
ak=—< k=1, Pr-1) bk:_<k1 k—1) (10.9)
(Py—1,Pr_1) (Pip—2, Pp_2)

und den Anfangswerten P_q(t) :=0, Py(t) :=1, by :=1.

Beweis: zu a): Direktes Nachpriifen der Axiome.

zu b): Gram-Schmidt Orthogonalisierung.

zu c): Induktionsbeweis; seien Pp,..., P, bereits konstruiert.
Aufgrund der Normierung gilt Pi(t) —t P,_1(t) € N_q1, also

k—1
dcoye ey Cl P.—thP._1 = ZCng
(=0

Wir bilden nun das Skalarprodukt dieser Gleichung mit Pj.

199



Es folgt
(P, —t Py_1, Pj)

(Pj, Pj)
Da P, L P, j=0,...,k—1, folgt

j=0,... . k—1.

€

B B i R A U e UL2 )
/ (Pj, Pj) (Pj, Pj)
und daher, dajaauch Pr._q1 L g_o, ISt cg=c1=...=c_3=0.
Weiter ist
G = — (t Po—1,Pp—1) _. 0
(Pp_1,Pr_1)
Py, tPe_o) (P11, Pr_1) .
Cle_> — — - — —. k -
(Pp_o, Px_o) (Pp_o, Px_2)
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Damit folgt insgesamt

Pp—tP, 1 = apPr_1 + bp P> =
Beispiele (10.10)
a) Die Funktionen
Th(t) := cos(n arccost), —1<t<1, n € Np, (10.11)
gentigen der Dreitermrekursion (cos — Additionstheorem!)

To(t) = 1, Ti(t) = ¢t

(10.12)
Tpy1(t) = 2tT(t) — Tp—1(t), k=1,2,...
Sie sind daher Polynome, genauer
Tn € Mn, Tp(t) = 271" .. (10.13)

und heiBen Tschebyscheff—Polynome erster Art.
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Die T, sind Orthogonalpolynome Ulber [—1,1] bzgl. der Ge-
wichtsfunktion w(t) = 1/4/1 —t2, genauer gilt

(0, fur n#=m

Tn(t) Trin(t)dt = < m, fir n=m=0 (10.14)
w/2, fir n=m # 0

1
1
_/1 V1 —t2

\

0.8f

0.6f

0.4f

0.2F

-0.2f

-0.4}

-0.6f

-0.8f
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b) Die Legendre—Polynome

pt) = & 2 qyn 10.15
n(t) = o 12— 1)) (10.15)
genugen der Dreitermrekursion
Po(t) = 1, Pi(t) = ¢,
2k+1 k (10.16)
P t) = t P.(t) — ——— Pr._1(%).
41 (1) E+ 1 (1) F+ 1 —1(t)

Sie sind Orthogonalpolynome iber [—1,1] beziliglich der Ge-
wichtsfunktion w(t) = 1. Genauer gilt
0, fur n#=m

(10.17)
2/(2n+ 1), fir n=m

1
/ Pu(t) Pm(t) dt = {
1

203



1
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Satz (10.18) (Nulistellen von Orthogonalpolynomen)
Das Orthogonalpolynom P,4; € MN,4+1 hat genau (n+ 1) ein-
fache Nullstellen 7q,,...,7n im offenen Intervall ]a, b|.

Beweis: Wir nehmen an, dass das Polynom P, 44 auf dem
Intervall [a,b] genau in den Punkten tq,...,tm € ]a,b[ sein Vor-
zeichen wechselt; esist m<n-4+1;, m = 0 ist dabei zugelassen.

Setze Q(t) = £(t—t1) ... (t —tm) € Mpn.
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Dann folgt durch geeignete Anpassung des Vorzeichens o.E.d.A.
b

@ Pat1) = [w(®)QWPupa®dt > O

a
Da aber nach Konstruktion der Orthogonalpolynome P, 41 L Iy,
gilt, ist @ nicht in Ny, d.h. es gilt m > n-+ 1, also auch

m=n-+1. =

Im Folgenden wahlen wir gerade die n+1 einfachen Nullstellen des
Orthogonalpolynoms P, 47 als Knoten einer Quadraturformel.

Satz (10.19) (GauB Quadratur)

Sind a < mp < ... < Thn < b die Nullstellen des Orthogonal-
polynoms P, 1 zur Gewichtsfunktion w auf [a,b] und berechnet
man die Gewichte g;,, gemaB (10.5), so ist die zugehdrige GauB
Quadraturformel I,, von der (maximalen) Ordnung m = 2n+ 1.
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Beweils:

Sei Pelly, m=2n-+1. Durch Abdividieren des Orthogonal-
polynoms FP,4; erhadlt man Polynome Q, R € Tl mit

P(t) = Q) P+1(¢) + R(1).

Fiur die Quadraturknoten gilt nun P(7;,,) = R(7;,,). R kann somit
durch die Lagrange-Interpolationspolynome ausgedruckt werden
(Lagrange-Interpolationsformel):

n

R(t) = ) P(rin) Li(t).

k=0
Damit folgt

b b
1(P) = [w@®P®dt = [w®)QEW)P1(®) + RO dt
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b
= (@ Pop1) + [w(® RO dt

n b
0 + Y Plrn) [w(®) Li(t) dt
. k=0 a

S P(tin) 9kn = In(P). -
k=0

Anmerkungen (10.20)
a) Die Gewichte g;,, einer GauB—Formel sind stets positiv.
b) Es gilt die Fehlerdarstellung:

F2nt2) ()
(2n 4 2)!

b n
1) = Tn(f) = [w@® TI(t=m0)? at
a k=0
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Beweis: zua): Fir k€{0,...,n} sei Py(t) :=Tl;zr(t—7jn)? €
M->,. Da w(t) >0 folgt

Z 9in H (Ten — 7-jn)Q

/=0 £k

— UYkn H (Tkn_Tjn)Qy
J7k

b
0 < /w(t) PL() dt

und damit g, > 0.

zu b): Ist P € MNy,4+1 das Hermite-Interpolationspolynom zu
den Stiitzstellen (7., f(76,), f'(7.,)), k= 0,1,...,n, so gilt

die Fehlerdarstellung
Frt2)(g) =~ >

mit £ = £(¢t) €la,b[. Die GauB—Formel liefert hiermit

f@) —P@) =
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I(f) — I(P)

I(f) — In(f)

b

F2nt2 ) n 2
/w(t) oty kgo(t—fkn) dt

a

(2n+2) b n
P20l [ T1 - men)? a
a k=0

(2n 4+ 2)!

Die letzte Gleichung gilt aufgrund des Mittelwertsatzes der Inte-
gralrechnung. -

In der folgenden Tabelle sind einige prominente Beispiele von Or-
thgonalpolynomen angegeben. Ausfuhrliche Angaben zu Knoten

und Gewichten findet man in Abramowitz, Stegun.
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[a, D] w(t) Orthog.polynome Name
[—1,1] 1 - & [(t2 — 1)™] Legendre
! T onpl ggn .
[—1, 1] 1/4/1 —¢2 Ty, = cos[n arccost] Tschebyscheff
sin 1) arccost
[—1,1] V11—t U, = [(n+1) ] Tschebyscheff
V1 —t2
d
—t — ot —t
[0, cof c L, =c¢€ dt—n[t”e ] Laguerre
_42 2 d 42 ,
[—o0, oo e H,=(-1)"e [t e U] Hermite
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Beispiel (10.21)

Wir berechnen fg/Qsina: dr mittels GauB—Legendre Quadra-
tur mit n = 2 (3 Knoten). Die Legendre-Polynome sind (Drei-
termrekursion) Py = 1, P = t, P, = (3/2)t2 — (1/2),
P3; = (5/2)t3 — (3/2)t. Die Knoten und Gewichte sind damit,
vgl. (10.19),

Knoten Gewichte
+,/3/5 5/9
0 38/9

/2
/ Sinxdxr =
0]

\I—‘

T ) T
Z_ sm(z(t—l—l))dt =

[
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i) = {g sin(;(1 - /3/5)) + ¢ sin(})

Ol M

sm( (1—|—,/3/ ))} =~ 1.000008122

Man hat also bei drei Knoten bereits eine Genauigkeit von 107>.
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