H.J. Oberle Differentialgleichungen II SoSe 2013

3. Normalform linearer PDG zweiter Ordnung

Wir beschreiben in diesem Abschnitt Verfahren zur Transforma-
tion linearer oder auch halblinearer PDG zweiter Ordnung in Nor-
malform. Zugleich gelangen wir damit zu einer Typeneinteilung
dieser Differentialgleichungen, die insbesondere fur die Frage,
welche Rand— oder Anfangsbedingungen sinnvollerweise an die
Aufgabe gestellt werden kbnnen, wesentlich ist.

Der Einfachheit halber betrachten wir den Fall zweier unabhangi-
ger Variablen (x1,z>) oder (x,y) und beginnen mit dem Fall kon-
stanter Koeffizienten der Ableitungen zweiter Ordnung.
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A. Konstante Koeffizienten

Eine lineare PDG zweiter Ordnung hat die Gestalt

2 2
Z ajj Uz, -+ Z bi uz; + cu = h. (3.1)
i, j=1 i=1
Dabei sind die a;;,b;, ¢,k i.Allg. Funktionen von x = (z1,z2) .
Der erste Summand in (3.1) heiBt der Hauptteil der PDG.
Es lasst sich stets a1 = ao1 annehmen, d.h. die Matrix
A(x) = (a;(x)) € R(Z2) ist symmetrisch. Ferner sei natiirlich
stets A # 0 vorausgesetzt.

Im Folgenden sei A konstant. (3.1) lautet dann in Matrixschreib-
weise

(VTAV)u + (bTV) u + cu = h, (3.2)
o o\

wobei V = : den Nabla-Operator bezeichnet.
(9331 (9332
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1. Transformationsschritt: (Drehung)

Wir transformieren A mittels einer orthogonalem Transformation
(Drehung) auf Diagonalform (Hauptachsentransformation).

° A1, Ao: Eigenwerte von A mit A1 > A»p.

o S ¢ R(2:2) orthogonale Matrix aus Eigenvektoren von A:
detS=1, STAS = diag(\;, ) =: A.
Damit definieren wir neue unabhangige Variable y & R2 durch
y = STx; x = Sy. (3.3)
Fur die transformierte Funktion
u(y) = u(Sy) = u(s11y1 + 51292, 521 Y1 + 522¥2)
gilt dann die folgende Differentiationsregel
Vyu = ST Vxu, Vy i Ableitung nachy.
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Dies in die PDG (3.2) eingesetzt ergibt

(VySTASVy)id + (BTSVy) @ + éi = b,
wobei alle auftretenden Funktionen in den neuen Variablen
y ausgedruckt werden mussen. Dies wird durch die Tilde
angedeutet, also b(y) := b(Sy), &(y) := ¢(Sy), h(y) := h(Sy).

Setzt man also p :=S"'b und A = ST AS ein, so lautet die
transformierte PDG

A Uyiy; + A2 Uyoy, + D1y, + Doy, + ¢ = h. (3.4)

Definition (3.5) Die PDG (3.1) heiBt elliptisch, falls A1-X> > 0O,
hyperbolisch, falls A1 - Ao < 0, und parabolisch, falls A1 - A» = 0.
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2. Transformationsschritt: (Streckung)
a) Im elliptischen/hyperbolischen Fall setzt man

1 = yi/\/IMl, T2 = ya/y/ Aol

(3.4) transformiert sich dadurch in

~

Uz,z, T Uz,z, + P1/y/|A1laz, + po/\/|A2]tz, + cu = h.
oder — bei Verwendung der ursprunglichen Namen — in die
Normalform

/U/a’;lxl :l: 'U;q;2a';2 _I_ b]_ 'U/gjl _I_ b2'U/(L-2 —I_ cu = h. (35)

b) Im parabolischen Fall sei A = 0, A1 > 0. O.B.d.A. kann
ferner p> = 0 angenommen werden. Daher ldsst sich (3.4) nach
uy, aufléosen und man erhdlt (bei Umbenennung) die folgende

Normalform
U = augr + bur + cu + h. (3.6)
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B. Halblineare partielle Differentialgleichungen

Wenn die Koeffizienten der zweiten Ableitungen vom Ort
(z1,x22) bzw. (x,y) abhdngen, geniigt es nicht, nur lineare bzw.
affin-lineare Transformationen zu betrachten. Vielmehr muss
man allgemeine nichtlineare Transformationen heranziehen.
Gegeben sei die halblineare PDG

auzre + 2buzy + cuyy = h(z,y,u,us, uy). (3.7)

Die Differentialgleichung heil3t hyperbolisch, falls
D:=ac—b? < O, sie heiBt elliptisch, falls D > 0, und sie
heiBt parabolisch, falls D = 0. Beachte, dass der Typ der
PDG (3.7) nun vom Ort abhangen kann. Wir betrachten eine
allgemeine Koordinatentransformation:

a(&,m)
o(z,y)

= &any — Eynz 7= 0.

(3.8)
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Nach dem Umkehrsatz durfen wir annehmen, dass diese Transfor-
mation ein Cl-Diffeomorphismus zwischen einem (z,y)—Gebiet
und einem (&,n)—Gebiet beschreibt.

Wir bilden die Ableitungen von u(x,y) =: u (&(x,y),n(x,y)):
Uy —— ﬂg‘ﬁx""an'??x,
a§‘§y+ﬂn‘77ya

S
<
|

g = fige €2 + 21igy Eane + Ty 02 + (Gebas + Tnnaz)
Ury — ﬂgg §x8y + ﬂgn (Eamy + Eynz) + Unnnamy + (ﬂgfxy + ﬁnﬂ:ty) 3
Uyy = ﬂss 55 + 2’5577 SyMy + Uny 775 + (ﬂgfyy + ﬂn%.v) ;

und setzen diese in die Ausgangsgleichung (3.7) ein. Umgeformt
ergibt sich eine PDG gleicher Gestalt

Aﬂgg —|— QB"LVL@? —|— C’fbnn — E(f,n,ﬂ,ﬂg,ﬂn) (39)

Mmit den transformierten Koeffizienten
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A = al? + 2b&éy + &
B = a&nz + by + Eynz) + céyny
C = a7792j + 2bnzny + 0775

Mit etwas Muhe rechnet man nach, dass

o(z,y)

gilt, d.h. der Typ der PDG (3.7) wird durch die allgemeine
Transformation nicht verandert!

Die Idee ist nun, die Transformation so zu wahlen, dass die
Koeffizienten A und C verschwinden. Dazu hat man &(x,y) und
n(xz,y) als unabhangige LOsungen der folgenden PDG erster
Ordnung zu wahlen

az%—l—sza;zy—l—czg = 0. (3.10)

2
(AC — B2) = (ac — b?)- <3(€,n)>
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(3.10) heiBt die charakteristische PDG zu (3.7). Die zu einer
Losung z(x,y) dieser charakteristischen PDG zugehdrigen Hohen-
linien z(x,y) = const. heiBen die Charakteristiken der PDG (3.7).

Beispiel (3.11)

Die charakteristische PDG der Wellengleichung w;; — c?ugzqy = O
lautet zt2 — ¢?z2 = 0, oder (Wurzel ziehen) 2z £ cz, = O.
Die zugehorigen charakteristischen (gewohnlichen) DGL lauten
nach Abschnitt 2 (Phasen-DGL) dz/dt = Z4c. Die Losungen
der charakteristischen PDG sind damit z(z,t) = ®(x £ ct), die
Charakteristiken sind die beiden Geradenscharen «x &+ ct = const.

Merke: Durch jeden Punkt (tg,xg) verlaufen genau zwei Cha-
rakteristiken.
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Wir fahren mit der Untersuchung der charakteristischen PDG
azg—I—szxzy—l—czg = 0 (3.10)
fort. Diese lasst sich fur a = 0 folgendermaBen faktorisieren

b 1
(22 —wizy) - (22 —wozy) =0, wio2= — . + Zv/b° — ac,

a
so dass lediglich zwei homogene lineare PDG erster Ordnung

zr — wjzy = 0, j=1,2.
ZU untersuchen sind. Die zugehorigen charakteristischen gewohn-
lichen Differentialgleichung lauten dz/dt =1, dy/dt = —w;, bzw.
die Phasendifferentialgleichnung dy/dz = ¢ = —w;, j=1,2.

Die Losungen dieser beiden Differentialgleichungen lassen sich
zusammenfassen

a(y +w) (@ +w) =0 <= a@)? -2by +c = 0
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Definition Die gewohnliche (implizite) DGL

a(y)? —2by +¢c = 0 (3.12)

heiBt die charakteristische gewdbhnliche DGL zu (3.10) bzw. zur
PDG (3.7).

Sind  ¢;(z,y) = Cj, j = 1,2 die allgemeinen L&sungen von
(3.12) (Grundcharakteristiken), so sind durch z = ®;(¢p,(z,y))
Lésungen von (3.10) gegeben, &; € C! beliebig.

1.) Hyperbolischer Fall: D =ac—b% < 0.

Die beiden Wurzeln wjy o sind reell, es gibt daher zwei (reelle)
Charakteristikenscharen o;(z,y) =Cj, j=1,2.

Die Substitution ¢ := p1(x,y), n:= p>(x,y) transformiert die
Ausgangsgleichung in die Normalform (statt @ schreiben wir )

usn — g(ganauauﬁaun)' (313)

51



Die weitere Transformation ¢ =:z4y, n=:x—y liefert hieraus
die schon bekannte Normalform (vgl. (3.5))

Ugr — Uyy = G(z,y,u, ug, Uy). (3.14)
Beispiel (3.15) Yuzr + (@ +y)uzy + xuyy = O.
Wegen D = ac — b? = zy — %(:r; + y)2 = —%(af; — y)2 < 0 ist die

PDG fur x= #=y hyperbolisch.

Die charakt. gewdhnl. DGL lautet y(v)2 — (z 4+ y)y + 2z = O
oder y; = z/y1, y, = 1. Die Grundcharakteristiken lauten
somit y2—22 = Cy und y—z = Co. Wir verwenden also die
folgende Transformation: ¢ :=y2 — 22, n:=y— z.

Zur Regularitat:

o&n) _ ‘—21’ 2y

d(zx,y) ~1 1|~ 2y —x) # 0, fur z#y.
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Umrechnung der Ableitungen:

u(z,y) =
U —
'U/y —

Uyy —

a(¢,m) = a(y? — 2,y —x)
—2xug — uy

2y e + iy

432 Gge + Aa g, + gy — 20
—4zxytg — 2(x+y) gy — Uny
4y?lge + 4yiig, + Upy + 21

Diese in die PDG eingesetzt liefert
Yuzr + (@ +y) uzy + Tuyy = —2 (7721'1&7 + 77"7{) = 0.

Damit lautet die transformierte PDG:

nie, + G = (naf)n = 0.

Hier ist direkte Integration moglich: = ®1(&)/n + P2(n).
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Die Rucktransformation ergibt:
u(az,y) — (Dl(y2 T 332)/(y T 'CE) —l_ CDQ(y _ 33),

mit beliebigen C2-Funktionen &1, ®5.

2.) Parabolischer Fall: D =ac—b% = 0.

Wegen wq = wo fallen die Charakteristikenscharen zusammen:

o(x,y) = C. Man setze nun £ := p(x,y), n =¥ (x,y) mitirgend-
(&, m) £ 0

o(z,y)

einer Funktion %, fur die die Regularitatsbedingung

erfullt ist. Damit ergibt sich die Normalform:

Unn — g(fﬂ%uaugaun)- (3.16)

Haufig ist ¥ (x,y) = x oder (x,y) =y eine geeigneter zweiter
Transformationsteil.
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Beispiel (3.17) y2 Upr — 2T Y Uy + 2 uyy = O.

Charakt. gew. Diffgin.: 42 (y)2 + 2zyy + 22 = 0
Charakteristikenschar: z2 + y2 = C

Transformation: £ = 22 4+ 42, n = x,
(&, n) .
£ 0 fir y#0
o(z,y)
Normalform: Upn + 2 : 5 ug = 0.
£—1
3.) Elliptischer Fall: D =ac—b%2 > 0.

Die Wurzeln der charakt. gewohnl. DGL sind konjugiert komplex:

C; =v1(z,y) £ ipa(z,y), j=1,2.

Insbesondere gibt es keine (reellen) Charakteristiken!
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Mit der Transformation & := ¢p1(x,y), n:= po(x,y) ergibt sich
die folgende Normalform:

uff + Unn — g('ganauaug)uﬁ)' (318)

Beispiel (3.19) Ugy + 42 Upy + 5% uyy; = 0, x> 0.

Charakt. gew. Diffgin.: (¢)?2 — 4zvy’ 4+ 522 = 0

Wurzeln: y = (2+4d)«x
kompl. Charakteristiken: C; = (y—2?) + iz2/2, j=1,2,
Transformation: § =y — x%, n = z?/2,
1
Normalform: Uge + upn + —— (ﬂn — 2175) = 0.

2n
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