H.J. Oberle Differentialgleichungen I ~ WiSe 2012/13
7. Lineare DGLen hoherer Ordnung

A. Allgemeines.

Wir betrachten eine skalare, lineare DGL n—ter Ordnung:

Lly] = v @) 4+ an_1®) y " V@) 4+ ...+ ag®) y(t) = b(t).

Wir sagen: L = ) ap(t) —, an = 1, (7.2)
k=0 dt

ist ein linearer Differentialoperator der Ordnung n.

Die ar(t), k=0,1,...,n— 1, seien stetige Funktionen auf einem

offenen Intervall I C R.
Vermaoge der Definition yi(t) := y*=1)(#) k=1,...,n, |dsstsich
die DGL (7.1) in ein aquivalentes DGL-System erster Ordnung

transformieren. Man erhalt
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(y1 ) (0 1 0\ (v) ([0 )
Yo

d Yo 0 1 0

: s 0
\ Yn ) \ —a0 —a1 ... ... —ap_1 ) \ Yn ) \ b(t) |
(7.3)

Die Matrix in (7.3) wird auch Begleitmatrix genannt. Damit
lassen sich die Ergebnisse aus Abschnitt 6 auf den Fall einer
skalaren, linearen DGL n—ter Ordnung ubertragen. An einigen
Stellen ergeben sich Besonderheiten, die auf die spezielle
Struktur der Begleitmatrix zuruck zu fuhren sind.

Nachfolgend geben wir die wesentlichen Resultate fur lineare
DGLNn n—ter Ordnung an.
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B. Die homogene DGL.

Ein Funktionensystem (y1,...,yn), ¥ € C™(R), heiBt ein Funda-
mentalsystem der DGL L[y] = b, falls die folgenden Eigen-
schaften gelten:

a) vy, l10st die homogene DGL, Lyl = 0, k=1,...,n.

b) Die Wronski—Determinante verschwindet nicht

(n® @)
w(t) = det | A D) £ 0. (7.4)
R A O N L O
Nach (6.10) geniigt w(t) der DGL w'(t) = —a,_1(t) -w(t) und

besitzt daher die Darstellung
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t
w(t) = wlty) - exp —/ a,_1(7)dr | . (7.5)

to
Ist also w(t) an einer Stelle tg von Null verschieden, so verschwin-

det w(t) nirgends. Die Bedingung (7.4) braucht also nur an einer
Stelle tg Uberpruft zu werden.

Ein Fundamentalsystem (y1,...,yn) lasst sich durch L&sung von
n AWAen gewinnen:
Lly] = o, (k=1,...,n)
' 0, i#k—1 . (7.6)
yD(tg) = {1 Tl (=01,...n-1).
Satz: Ist (y1,...,yn) ein Fundamentalsystem, so lautet die all-

gemeine LOsung der inhomogenen linearen DGL (7.1):
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y®) = w® + 3 Cou®), CreR (7.7)
k=1

Dabei ist y,(t) eine partikuldare LOosung der inhomogenen DGL.

Beispiel (7.8)

1 3
Gegeben sei die homogene DGL y”(t)_?y/(t)_t_Q y(t) =0, t > 0.

Man stellt fest, dass y1(t) = ¢3 und yo(t) = 1/t L&sungen dieser
DGL sind (Ansatz: y = t%). Wegen

y1(t) y2(t)

w(t) = det 0 t>0
“) <y’1<t> by ) 70 =0

ist (y1, yo) auch ein Fundamentalsystem und die allgemeine

Losung der DGL lautet somit y(t) = C1t3 4+ Co (1/1).
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Das Reduktionsverfahren.

Wir beschreiben das Verfahren wiederum nur fur den Fall einer
linearen DGL zweiter Ordnung. Sei u #= 0 eine LOsung der
homogenen DGL

Lyl = ¥"(t) + a1(t) v'(t) + ag(®) y(t) = O.

Zur Bestimmung einer weiteren, linear unabhangigen Losungen
verwenden wir den Produktansatz

y(t) =  u(t)-z(). (7.9)
Differentiation ergibt:

/ / / " 7 I "
Yy =uz, Y =uz4+uz, y =u z4+2uz+uz.

Dieser Ausdruck wird nunin L[yl =v" 4+ a1y 4+ agy eingesetzt.
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Man erhalt:
Lly] = [W'4aiv +agu]lz + Cu' +aju)2 + uz’
=: 0z + bgz' + b1 2", b1 #0.
Setzt man nun w:=2, sowirdaus L[y] =0: bjw' +bgw = 0.
Dies ist eine homogene DGL erster Ordnung, deren Losungen

sich durch Trennung der Variablen bestimmen lasst. Mit einer
beliebigen Losung w # 0 erhalt man mit

t
z(t) = / w(T)dr
to
das Fundamentalsystem (u, zu) der Ausgangsgleichung L [y] = O.

Beispiel (7.10)
Die DGL " +ty +y = O besitzt die Lésung u(t) = et°/2.
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Mit dem Produktansatz (7.9) finden wir

/ / / I 7 I/ I
Yy =uz, Y =uz-+uz, Y =uz+2uz + uz".

Dies in die Differentialgleichung eingesetzt ergibt:
y'+ty+y = (Wt +uw)z+ QW +tuw)d+u = 0

= vw +Ru +tu)w = O, w = 2/
= (w' — tw) e—t?/2 = 0

t
=  w = el’/2 z = /eTQ/QdT.

0

Damit haben wir das folgende Fundamentalsystem der DGL
t
2 2 2
p() = e 2 ) = e /2 [emar.
0
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C. Die inhomogene DGL.

Zur Konstruktion einer partikularen Ldosung der DGL (7.1) ver-
wenden wir die Methode der Variation der Konstanten. Dazu

sei (y1,...,yn) €in Fundamentalsystem.
n

Ansatz: up(t) = Y Ci(t) yi(t) . (7.11)
i=1

Fir die unbekannten Funktionen C(C;(t) fordern wir:

C1 () y1(t) + ...+ CL®)yn(®) = 0

C!(#) o, (£) + ...+ .Cf,'»b(t)y%(t) : 0 (7.12)

"W + ...+ WP = o.
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Damit folgt:

y® () = Enj o)y,  k=01,....n-1
=1
yW@ = 3 A0V + 3 am ™o,
1=1 =1
und somit
Liyl = Y ax®y® @)
k=0
= > Ci®) (Z a(t) yi(k)(t)) + > Ci®) y("=1) (1)
i=1 \k=0 ) i=1
=0
= b(t).
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Zusammen mit (7.12) hat man somit das folgende lineare Glei-
chungssystem fiir die C/ = Ci(t),i=1,...,n

BT N S OO WA AR ( 0 \
iV w@ | 2O T (743

’ ’ : @)
V@ L Ve ) L G®) ) \ b(t)

Die Koeffizientenmatrix ist regular, vgl. (7.4). Somit ist das Glei-
chungssystem (7.13) eindeutig l0sbar.

Durch Integration der LoOsung erhalt man schlieBlich die
C1,...,Cn. Man beachte, dass es hierbei genlugt, eine beliebi-
ge Stammfunktion der C/ zu bestimmen. Mit (7.11) hat man
dann eine partikulare Losung gefunden.
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t
e
Beispiel (7.14) y' — 2y +y = 5

Ein Fundamentalsystem der zugehorigen homogenen DGL ist ge-
geben durch yq(t) = et, yo(t) =tet. (Wir man hierauf kommt,
wird in Abschnitt D erldautert.)

Fur die inhomogene Differentialgleichung liefert die Variation der
Konstanten das lineare Gleichungssystem (7.12):

et tel C 0
et (1+1¢t)et ( o ) et/t2 |

Die Ldsung hiervon ergibt C{ = —1/t, C5 = 1/t?, und daher
(eine Stammfunktion genigt) Ci; = —In|t|] und Cr = —1/t.

Eine partikulare Losung der inhomogenen DGL lautet damit

yp(t) = —(Injt|+1)et.
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D. Systeme mit konstanten Koeffizienten.
1) Die homogene DGL.

Wir betrachten die homogene, lineare DGL

n
Liyl = Y ay®@) = 0
k=0
mit konstanten Koeffizienten ¢, € R und an = 1.

Mit dem Ansatz y(t) := e* folgt

Lly] = (i a,k)\k> e = 0.

k=0
Der Ansatz liefert also eine Losung der homogenen DGL, wenn
A eine Nullstelle der charakteristischen Gleichung ist:

n

p(A) = D> ay N = 0. (7.15)
k=0
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Sind A1, ..., A\ die (paarweise verschiedenen) Nullstellen der cha-
rakteristischen Gleichung, so gilt der folgende Satz:

Satz (7.16)

a) Ist )\, eine rp—fache reelle Wurzel, so hat man die folgenden
Losungen der homogenen Gleichung:

ype1(t) = eMl oy o(t) = t-elH,
Y, (1) = tTETL e Mt

b) Ist \p eine rp—fache komplexe Wurzel, A\, € R, so ist auch
M. = )y eine weitere rp.—fache Wurzel. Reelle Losungen sind dann:

ypi(t) = t/71 et cos(Byt), j=1,...,r,
ye;(t) = /71 el sin(Byt), A =1 oy B -

c) Die gemaB a) und b) konstruierten Losungen bilden ein
Fundamentalsystem der DGL L [y] = 0.
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Man beachte, dass hier — im Gegensatz zu DGL-System erster
Ordnung — lediglich die Eigenwerte und deren algebraische Viel-
fachheiten beno6tigt werden (keine Eigenvektoren).

Beispiel (7.17) y' — 2y 4+ y = 0

Die charakteristische Gleichung p(A\) = X2 — 2X + 1 = 0
hat die Nullstellen A1 > =1.

Ein Fundamentalsystem lautet daher y1(t) = ef, y>(t) = tel,
vagl. (7.13).

Beispiel (7.18) vy + 24" + 4y = 0

Die charakteristische Gleichung p(\) = M +2X + 1 =0
hat die Nullstellen A > =1, A3 4 = —i.
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Ein Fundamentalsystem lautet daher
y1(t) cost, y3(t) t-CoSt
yo(t) sint, wya(t) = t-sint.

i) Die inhomogene DGL., Grundlosungsverfahren.

Zur Bestimmung einer partikularen LOsung einer inhomogenen
Gleichung lasst sich (neben der Variation der Konstanten) im Fall
konstanter Koeffizienten das folgende Grundlosungsverfahren
oder die Methode der Greenschen Funktion anwenden.

Satz (7.19)
Sei w die Losung der folgenden Anfangswertaufgabe

0, k=0,1,....n—2
Liw) = 0,  w®(g) = {1 P=oh

131



Dann ist eine partikulare Losung vy, dgegeben durch

t
yp(t) 1= /G(t,T) b(r) dr, G(t,7) 1= w(t — 7+ 1tg) .
to

G(t,7) heiBt Greensche Funktion der DGL.

/
e
Beispiel (7.20) y' — 2y +y = 2

vgl. auch (7.14) und (7.17). Zur Anwendung des Grundldsungs-
verfahrens hat man die folgende homogene AWA zu losen:

L[w] = O, w(l) = 0, w'(1) = 1.
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Mit (7.16) findet man w(t) = (¢t —1)el~l. Damit folgt fiir die
Greensche Funktion:

Git,7) = wit—-—74+1) = (t—1) et~ T
und somit fur eine partikulare Losung

t T
yp(t) = /et_T(t—T)i—sz — el (—14t—In).
1

lii) Spezielle Inhomogenitaten.

Hat die Inhomogenitat b eine spezielle Form, so lasst sich eine
partikulare LOosung y, mitunter durch einen geeigneten Ansatz
finden.
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m .
Hat die Inhomogenitat die Form b(t) = (Z B; tj) el so
j=0

lasst sich der folgende Ansatz verwenden:

a) Falls u keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms p ist:

™m
yp(t) = (Z 'yjtj> ekt v; - Parameter; (7.21)
=0
b) Falls u eine r—fache Nullstelle von p ist:
m .
yp(t) = S oyt | ekt (7.22)
7=0
Beispiel (7.23) y'—y = tet |,

Man findet: pu =1 ist eine einfache Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms p(\) = \2—1.
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Wir verwenden daher den Ansatz: yp(t) = (yo + 711t)tel.
Setzt man diesen in die Differentialgleichung ein, so folgt:

1 t
= —vg = =, also: t) = —(t—1)et.
71 0 =g yp(t) 4( )

Das Superpositionsprinzip (7.24).
Gegeben sei eine inhomogene lineare DGL der Form

Lyl = b() = b1(t) + ba(t).

Sind yq1 bzw. y, partikuldare Losungen der DGLen L [y] = b1 bzw.
L [y] = by, soist yp(t) :==y1(t) + yo(t) eine partikuldre Losung
von L [y] = b.
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Komplexe Differentialgleichungen (7.25).

Ist b Real— oder Imaginarteil einer komplexwertigen Funktion,
also b(t) = Re(c(t)) bzw. b(t) = Im (c(t)), und ist z eine (kom-
plexe) Losung der DGL L[z] = ¢, so ist z := Rez bzw. y :=Imz
eine (reelle) Losung der DGL L[z] = b bzw. L[y] = b.

Beispiel (7.26) y'+2y +5y = e t(cost—+sin(2t))
Wir wenden das Superpositionsprinzip an und |losen zunachst:
a) '+ 2y +5y = e tcost = Re {e(—H'i)t}.

u = —141i 16st nicht die charakteristische Gleichung p()\) = A2+
2\+5 = 0; daher verwenden wir den Ansatz z,(t) = Cge(~119),
Diesen in die DGL 2" 4 22/ 4+ 52 = (=119t gingesetzt, liefert
Co=1/3. Man hat also

1 - 1
zp(t) = ge(_1+z)t, yp1(t) = ge_t Cost .
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b) '+ 2y +5y = e tsin(2t) = Im {e<—1+2@'>t}.

uw = —1-+4 27 ist eine einfache Nullstelle von p(\); wir verwenden
daher den Ansatz z, = Cgtel~1+20)t Diesen in die komplexe
Differentialgleichung 2”422 452z = (=112t gingesetzt, liefert:
Co=—i/4, also z,= —i/4te(-1+20)

Damit lautet eine partikulare Losung der zweiten DGL

4
ypo(t) = ~ et cos(2t) .

Das Superpositionsprinzip liefert nun die folgende partikulare
LOosung fur die Ausgangs-DGL

1 1
yp(t) = et (§ cost — -t cos(2t)> .
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