H.J. Oberle Differentialgleichungen I WiSe 2012/13

2. Elementare Losungsmethoden

A. Separierbare Differentialgleichungen.

Eine DGL der Form

y'(t) = f(@)-g9(y@)) (2.1)
mit stetigen Funktionen f:R D> Dy —R, g:RD Dy — R heil3t
separierbar.

Ist g(y(t)) #0,te I C Dy, so kann man durchdividieren:

' (t)/g(y(t)) = f(t) (Trennung der Variablen).
Integration ergibt fir (tg,yg) € I X Dy:
t
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Ist H = H(y) eine Stammfunktion zu 1/g, so folgt

t
H(y(®) — H(yo) = [ f(r)dr. (2.2)
to

Aufgrund der Voraussetzung g(yg) 7= 0 ist H(y) in einem Intervall
um yg Streng monoton und damit invertierbar. Die Gleichung
(2.2) lasst sich daher nach y(t) aufldsen.

Auf diese Weise erhalt man alle Losungen y fir die g(y(t)) #0
gilt!

Ist dagegen g(yg) = 0O, so ist die konstante Funktion y(t) := yg
eine Losung der Differentialgleichung; wir nennen sie eine singu-
lare LOosung der DGL (2.1).
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Beispiel (2.3) y = y-cost, y#*DO0.

Trennung der Variablen liefert y~ 14/ = cost.

Integration (mit tg = 0, yg #= 0) ergibt die Losungsschar

yt) = Ccet, ¢ = yg # 0.
Daneben gibt es noch die singulare LOsung ysing = O.

NVAVY
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Beispiel (2.4) y = —t/y, y#DO.
Trennung der Variablen ergibt yvy’ = —t. Integration ergibt

y> + 82 = g + 15 = r
d.h. die Losungen sind Ursprungskreise.

Die Punkte auf der x—Achse gehoren nicht zu den LOsungen der
DGL! Dort ist ja die rechte Seite nicht definiert, bzw. v’ = £ 0.
Jeder Kreis bestenht also aus zwej Losungen, namlich die mit y > 0
und die mit y < 0.

Wir stellen zugleich fest, dass die Losungen der DGL (anders
als im ersten Beispiel) nur auf beschrankten, offenen Intervallen
definiert sind.
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Richtungsfelder.

Uber die Losungen eine skalaren DGL kann man sich durch Skiz-
zierung des Richtungsfeldes (¢,y,v’) auf einem geeigneten Gitter
in der (t,y)—Ebene einen qualitativen Einblick verschaffen.

P
/
f
!
~R
A

Richtungsfeld der DGL ¢y = —t/y.
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Beispiel (2.5) y = t?/(1—y?), |yl #1.

Trennung der Variablen ergibt: (1 —y2) ¢y = 2.
Integration (mit tg = 0, yg #= £1) ergibt die Integralkurven

3y—y> = 2 + C, C = 3yo— 3
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B. Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen.

Hierunter versteht man DGLen der Form

v = f(Y). (2.6)

Man transformiert (2.6) mit Hilfe der Substitution w(t) := y(¢t)/t.
Es folgt: f(u) = v = (tuv) = tv + v und somit

W= (f(u) —u)/t.

Diese DGL ist nun offensichtlich separierbar!!

2
iSDi r — 9 _ Y
Beispiel (2.7) yo= \/l+(t> , t=*0.

/1 2
Die Substitution « := y/t fiihrt auf die DGL v = — ;I_u :
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Mittels Trennung der Variablen erhalt man:

In (u + 1—|—u2> = —Inlt| + C1.
SchlieBlich liefert die Rucksubstitution die folgende Parabelschar:

t2 = Cc2-2Cy, C =¢e“ >0
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C. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung.
Eine skalare lineare DGL erster Ordnung hat die Form

y'(t) + a(®) y(t) = b(d). (2.8)

Dabei sind ¢ und b als stetig auf einem geeigneten Intervall vor-
ausgesetzt. Die Funktion b = b(t) heiBt Inhomogenitit der li-
nearen DGL. Ist b = 0, so heiBt die DGL homogen, andernfalls
inhomogen.

C1l. Allgemeine Losung der inhomogenen linearen DGL.

y(t) = yp(t) + yp(t). (2.9)

Hierbei ist yp(t) eine spezielle oder partikuldre Ldsung von (2.8)
und vy, die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen DGL

y,(t) + a(®) yp(t) = O. (2.10)
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Der Zusatz "allgemein” bedeutet, dass sich jede LoOsung der
Differentialgleichung (2.7) bzw. (2.9) in der angegebenen Form
schreiben lasst.

C2. Allgemeine Losung der homogenen linearen DGL.
Mittels Trennung der Variablen erhalt man

y(t) = C exp(—tft a(7) dr). (2.11)
0

C' € R ist eine Integrationskonstante. Die singulare Losung y;, = 0O
ist in dieser Losungsschar mit C = 0 enthalten.

C3. Partikulare Losung der inhomogenen linearen DGL.
Eine partikulare Losung yp erhalt man durch einen auf Lagrange
zuruckgehenden Ansatz, die so genannte Variation der Kon-
stanten:
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t
yp(t) = C(1) exp(—/a(T) dr). (2.12)
to
Setzen wir diesen Ansatz in die inhomogene DGL ein, so folgt

t
C'()) exp(— [a(r) dr) — a(®) vt + a(®) yp(B) = b(D).
to

Hieraus lasst sich C'(¢) durch Integration gewinnen:
t

C(t) = / b(+) exp( / a(€) d¢) dr.
to

to
Dies nun zurlick in den Ansatz (2.12) eingesetzt, ergibt die ge-
suchte partikulare Losung

up(t) = f b(r) exp(— [ a(€) dg) dr. (2.13)
0 T
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Ergebnis: Durch (2.9), (2.11) und (2.13) ist die allgemeine
Losung der linearen DGL (2.8) gegeben!

Spezielle Ansatze fur y, : (nur falls a konstant ist!)

b(t) yp(t)

m
> by tF > C tF

by cos(wt) + bosin(wt) C sin(wt — )

b ert C eM | falls \# —a
CteM falls A= —a
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Beispiel (2.14) Bevolkerungsmodell 1

Zur Beschreibung des Bevolkerungswachstums hatten wir die fol-
gende AWA betrachtet

N'(t) = a N(t) , N(tg) = Np.

Die DGL ist linear und homogen mit a(t) := —«. Nach (2.11)
lautet die Losung N(t) = Ng e« (t—to),

Beispiel (2.15) Regelkreisglied
In Beispiel (1.14) hatten wir die folgende AWA betrachtet
yo(t) = —Xwa(t) + Aye(®), walto) = wo.
Dabei ist ye eine vorgegebene Eingangsfunktion und A\ ein kon-

stanter Parameter. Die in (1.14) angegebene Losungsdarstellung
ergibt sich aus (2.11) und (2.13):

t
ya(t) = yo e M—to) 4 ) /t (1) D
0
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Beispiel (2.16) Wechselstromkreis

Die Stromstarke I(t) in einem Wechselstromkreis mit einem
Ohmschem Widerstand R, einer Induktivitat L und der angelegter
Wechselspannung U(t) = Upsin(wt) genlige der AWA

R U

I'(t)y = - -1 + TO sin(wt), 1(0) = 0.

Die allgemeine LOosung der zugehorigen homogenen DGL lautet
@) = Ccp e B/t

Eine partikuldare Losung erhalten wir mit dem Ansatz (vgl. Tabelle

auf Seite 30): I(t) = Cp sin(wt—r) .

Damit ergibt sich die allgemeine Losung der inhomogenen DGL

Uo

I(t) =
\/R2+w2L2

(sin(wt—’y) + Ce_R/Lt)
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Der Parameter ~ ist gegeben durch:
COS R Sin Wb
Y = , T = :
VR2 4+ w212 VR2 + w212

Durch Anpassung an die Anfangsbedingung ergibt sich C' = sin~.

Die Stromstarke I(t) ist also fiir groBere t—Werte eine gegeniiber
der angelegten Spannung U(t) verschobene Sinuskurve. gamma
beschreibt dabei die Phasenverschiebung.

Die Einschwingphase wird durch den zweiten Summanden in
der Losungdarstellung beschrieben.

35



1.5

-1.5
0

t—

2

Einschwingvorgang der Stromstarke.
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D. Bernoullische Differentialgleichungen.
Eine DGL der Form

y'(t) + a(t) y(t) — b(t) (y)* = 0, a#0, azx1l (2.17)
mit stetigen Funktionen a = a(t) und b = b(t)) heiBt eine

Bernoullische DGL, benannt nach Jakob Bernoulli (1654 —
1705).

Durch die Substitution w(¥) = (y(¢))1=® wird diese in eine
lineare DGL transformiert

() + (1 —a)a(®)u(t) = (1—a)b(),

die sich mit Methoden aus Abschnitt C I0sen lasst.
1
Man beachte, dass durch die Ricktransformation y = wul-«

eventuell Singularitaten auftreten konnen. Die Losungen einer
Bernoullischen DGL miissen also (im Gegensatz zu denen einer
linearen DGL) im Allg. nicht auf ganz R definiert sein!
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Beispiel (2.18) v = y 4+ ty2

Mit der Transformation w«(t) := 1/y(t) erhalt man die Losungen

1
t) = 0 und t) = , (C = const.
y(t) y(t) ¢ +C o

Je nach Anfangswert bzw. Vorzeichen der Integrationskonstanten
C besitzt die zweite LOosung eine oder zwei Singularitaten.

So findet man z.B., dass die Losung zum Anfangswert y(0) = 2
nur in einem beschrankten Intervall existiert mit den (numerisch
berechneten) Grenzen

— 1.6783... <t < 0.7680 ...
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Integralkurven zur DGL aus Beispiel 2.18.
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E. Riccatische Differentialgleichungen.

Eine Differentialgleichung der Form

y'(t) + a(t) y(t) + b(t) y2(t) = c(t) (2.19)

heiBt Riccatische Differentialgleichung benannt nach Jacopo
Riccati (1676—1754). Die Funktionen a, b und ¢ werden als
stetig auf einem geeigneten Intervall vorausgesetzt.

Riccatische Differentialgleichungen lassen sich nur in sehr spezi-
ellen Fallen in geschlossener Form losen.

Eine der einfachsten Riccatischen Differentialgleichungen lautet
Yy = t2 4+ y°. (2.20)

Sie wurde bereits 1694 von Johann Bernoulli (1667 — 1748)
untersucht, der jedoch keine Losung finden konnte.
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Acht Jahre spater gab sein Bruder Jakob eine Losung in Reihen-
form an. Joseph Liouville (1809 — 1882) konnte 1841 zeigen,
dass die DGL (2.20) (trotz ihrer einfachen Gestalt) nicht durch
elementare Funktionen gelost werden kann. Eine Losungdarstel-
lung mit Hilfe der Bessel-Funktionen (Friedrich Wilhelm Bes-
sel, 1784 — 1846) findet man in dem Buch von E. Kamke.

Kennt man jedoch eine partikulare Losung y, der Riccatischen
DGL (2.19), so lassen sich auch alle lbrigen Ldsungen ermitteln.
Dazu fuhrt man die folgende Substitution aus:

L 1
O ERO)

Man rechnet relativ leicht nach, dass die Riccati—Gleichung hier-
durch in die folgende lineare Differentialgleichung transformiert
wird:
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u'(t) — [a(t) + 2b() yp(t)] u(t) = b(t).
Diese lineare DGL lasst sich mit den bekannten Techniken losen.
Beispiel (2.21) () = —2t 4+ 3ty — ty? .

Eine partikulare Losung liest man unmittelbar ab: y, = 1 . Die
Substitution w:=1/(y — 1) liefert:

o = —u?y = —u? (-2t 4 3ty — t3?)
= —u2 (=2t + 3t(14+1/u) — t(1+ 1/u)2)

Die Losung dieser Gleichung ergibt v« = 1 + C e—t2/2. Hieraus
folgt dann mit Rucktransformation

1
y(t) - 1 _I_ 1-|-Ce—t2/27

t e R.
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Integralkurven zur DGL aus Beispiel 2.21.
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F. Exakte Differentialgleichungen.
Eine DGL der Form

g(t,y) + h(t,y)y’ = O (2.22)
heiBt exakt auf einem Gebiet D c R?, falls das zugehorige

Vektorfeld (6. )
P“”:<w@>

dort ein Potential besitzt, d.h. 3 Cl-Funktion & : D — R mit

oD (¢, oD (¢,
V(t,Ly) e D:  g(t,y) = ét ¥ und h(t,y) = (,gy ) |

Unter Verwendung der Kettenregel kann man eine exakte DGL

daher wie folgt umformen

oP
ot

9(t9) + )y = 00+ TV 1) = (@ty1) = 0.
(7 dt
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Die Losungen der DGL (2.22) sind also durch die folgende im-
plizite Gleichung festgelegt:

d(t,y(t)) = C = const. (2.23)
Integrabilitatsbedingung: Sind g und h Cl-Funktionen und
ist D einfach zusammenhangend, so gilt

(2.22) ist exakt <& V(t,y) € D : % (t,y) = ? (t,y) . (2.24)
Yy

Beispiel (2.25) (1 + 2ty + 92 + (t2 + 2ty) ¢y = 0.

Die DGL erfiillt die Integrabilitdtsbedingung auf D = R? | sie ist
also exakt.
od
a5 9 1+ 2ty + y?

= & = (1442t + t°y + C(y)
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P
a—=h=t2—|—2ty
Oy

= 2yt + t2 4+ C'(y) = t% + 2ty
= (C(y) = const.

Damit sind die Losungen der DGL gegeben durch die implizite
Gleichung (1 + vyt + yt2 = C

G. Methode des integrierenden Faktors.

Wir betrachten weiter die DGL (2.22) g¢g(t,y) + h(t,y) ¥y = O
auf einem einfach zusammenhangenden Gebiet D und nehmen
an, dass diese nicht exakt sei. Wir versuchen, eine Funktion
m(t,y) 7= 0 zu bestimmen, so dass die mit m multiplizierte DGL

m(t,y) g(t,y) + m(t,y) h(t,y)y = 0

exakt ist. m heil3t dann ein integrierender Faktor der DGL.
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Die Integrabilitatsbedingung fur die erweiterte DGL besagt:

19, 0
5 () = 5 (m0)
19, 9, oh 0 (2.26)
m m g
<— |h— — g— — — =] = 0.
( ot gay> T m <8t 8y>

In den folgenden beiden Fallen lasst sich diese partielle DGL fur
m auf eine gewohnliche DGL reduzieren.

oh 0

1. Fall : Die Funktion (a — a—g)/h hangt nur von t ab.
Yy

In diesem Fall setzen wir m := m(¢) und |6sen die aus (2.26)
resultierende lineare, homogene DGL

dm oh dg
T = (==~ 2 /RY . t) . 2.27
a = ~1G — /M m® (2.27)

Jede Losung m # 0 dieser DGL ist dann ein integrierender Faktor.
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2. Fall : Die Funktion (% _ 9%
ot 0y

In diesem Fall setzen wir m := m(y) und |Idsen die aus (2.26)
resultierende lineare, homogene DGL

)/g hangt nur von y ab.

dm  O0h  Og
d—y — {(a - 8—y)/g} - m(y) . (2.28)

Jede LOosung m #* 0 dieser DGL ist ein integrierender Faktor.
Beispiel (2.29) (1—ty) + (ty — t2)y = O.

Die DGL ist nicht exakt, man findet aber, dass

oh 0 1
(5 — )/h = -
ot oy t

nur von ¢t abhangt. Man kann also lUber (2.27) einen integrieren-
den Faktor m = m(t) finden. Eine Losung ist m(t) = 1/t.
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In der Tat ist die mit m multiplizierte DGL
1
(——y) + (w—t)y = 0, t#0

t
exakt. Fur die Losungen ergibt sich die implizite Gleichung
1
In|t| — ty + 5 y° = const .
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