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H.J. Oberle Differentialgleichungen I WS 2012/13

1. Klassifikation und Beispiele
Definition (1.1)

a) Eine einzelne Gleichung bzw. ein Gleichungssystem der Form

F<t,y(t),y’(t),...,y(m)(t)) — 0 ¢ R" (1.2)

mit y: Rl > D — R?, also teR (Zeit), y(t) € R* (Zustand),
heiBt ein System gewohnlicher Differentialgleichungen
(DGL—System) fir die n gesuchten Funktionen y(t) =

(y1(8)s - yn() T

Kommt die hdchste Ableitung y(m) in der DGL (1.2) vor, so
heiBt (1.2) ein (implizites) DGL-System der Ordnung m.
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Dagegen lautet die explizite Form eines DGL-Systems der
Ordnung m:

y™(#) = f(t,y®),y'®,. ...y D). (1.3)

b) Ein DGL-System heiBt autonom, falls es nicht explizit von
der Zeit t abhangt. Damit hat es also die Form

F(y®),y'®),....y"™®) = 0, bzw. (1.4)

y™M() = f(y®),y'®,....y" D). (1.5)

c) Ein DGL-System heiBt linear, falls es affin-linear in den
abhangigen Variablen y(t) ist, also

F = f) AL(t) - y® @) — b(t) = 0, bzw. (1.6)
k=0



m—1
ym@) + 3 AL -yP (@) = b). (1.7)
k=0

b(t) heiBt Inhomogenitat der linearen DGL. (1.6) bzw. (1.7).
Die Ai(t) € R("") sind (n,n)-Matrizen, die zumindest stetig von
t abhangen sollen.

Ein lineares DGL-System heiBt homogen, falls b(¢t) = 0 ist, an-
dernfalls inhomogen.

Beispiele (1.8)
a) y?2+ty + 4y =0 ist eine implizite DGL erster Ordnung.
b) Die DGL des physikalischen Pendels

0"(t) + (g/L) sin(t) = O

ist eine explizite, autonome und nichtlineare DGL zweiter Ord-
nung.



Cc) Ersetzt man hierin fiir kleine Winkel den sin6 durch 0, so
erhalt man die DGL des mathematischen Pendels

0"(t) + (g/L)6(t) = O.

Dies ist eine lineare, homogene DGL zweiter Ordnung.

d) Durch die Lotka-Volterra Gleichungen

'(t) = ax(t) — Bz(t) -y(t)

y'(t) = —vyy(t) + dx(t) - y(t)
ist ein explizites, nichtlineares DGL-System erster Ordnung ge-
geben. Dieses beschreibt ein so genanntes Rauber-Beute Modell.
Dabei ist * = x(¢t) die Populationstiarke der Beutespezies (z.B.
Karpfen) und y = y(¢) die der Rauber (z.B. Hechte).
a, B, v und ¢ sind positive Parameter des Modells.



e) Der senkrechte Aufstieg einer Rakete wird naherungsweise
beschrieben durch das DGL-System

R'(t) = v(t)
() = (T -D)—g
m'(t) = —p.

Dabei bezeichnet A die HOhe uUber der Erdoberflache, v die
Geschwindigkeit und m die Masse. 5 ist der Massendurchsatz,
T = cB die Schubstédrke (Thrust) und D = 3 pv? FCp der Luft-
widerstand (Drag). Dabei ist weiter p = ppe~?" die Luftdich-
te, F' die Querschnittsflache und Cp der Widerstandsbeiwert.
SchlieBlich wird die Gravitationsbeschleunigung wie folgt berech-
net: g =gg (Rg/(Rg+ h))?, wobei Rr der Erdradius ist.



f) Die ebene Bewegung einer Raumsonde im zentralen Gra-
vitationsfeld der Sonne wird naherungsweise beschrieben durch

das DGL-System
r'(t)
' (t)
w' (1)
v'(t)
m/(t)

w(t)

v(t)
r(t)

(% 2 .
@~ iy Tty SO

~ et 4 T cos (1)

—B(%).

Dabei sind (r,¢) die Polarkoordinaten des Ortes (Sonne im Ur-
sprung) und (v,w) die kartesischen Koordinaten des Geschwin-
digkeitsvektors. m bezeichnet wieder die Masse, 5 den Massen-

durchsatz,

T = c (B die Schubstarke und ¢ den Schubwinkel.



Problemstellungen:

Fur ein explizites DGL-System erster Ordnung
typischen Aufgabestellungen

Anfangswertaufgabe (1.9) (AWA)

y'(t) = f(t,y(®)), a<t<b,
y(a) Yo € R™

Randwertaufgabe (1.10) (RWA)

y'(t) = f(t,y(®)), a<t<b,
r(y(a),y(b)) = 0 € R™

lauten die

Beachte: Man hat genau n Anfangsdaten und auch ge-
nau n Randbedingungen fur die n gesuchten Funktionen y =

(yla c e 7y71)T|



Beispiel (1.11) Bevolkerungsmodell 1

Es bezeichne N(t) die GroBe einer Population zur Zeit ¢t. Wir
nehmen an, dass die Anderung der Population in einem kurzen
Zeitintervall [t,t+ At] proportional zur Zeitlange At und zu N (&)

selbst ist:
AN

At
b: Geburtenrate, d: Sterberate. Die Grenzwertbildung At — 0O
ergibt die AWA

~ (b—d) N(t),

N'(t) = aN(t), N(tg) = Np
mit a = b—d.
Losung: N(t) = Ngea(—to)  (Exponentielles Wachstum)

Wir wenden das Modell auf die zeitliche Entwicklung der Erd-
pbevOlkerung an. Hier ist o« > 0. Zunachst bemerken wir:



Fur die Zeit 4, in der sich die Erdbevolkerung verdoppelt, so

findet man In 2

b = (Verdopplungszeit). (1.12)
87

Aus den Daten N(1927) ~ 2 x 10° und N(1974) ~ 4 x 10° folgt
N(t) = 4 x 109 . e (t-1974) o~ 0.0147a 1

Fir t = 2010 ergibt sich aus dem Modell N(2010) = 6.8 x
109, wahrend tatsichlich (Deutsche Stiftung Weltbevdlkerung)
N(2010) =~ 6.9 x 109 geschitzt werden.

Fur groBere Zeitraume wird die zeitliche Entwicklung von N durch
das Modell jedoch erheblich uberschatzt! Nach Schatzung der
UN ist beispielsweise N(2050) ~ 9.1 x 10°, wihrend das obige
Modell N(2050) ~ 12.2 x 10?2 liefert.
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Beispiel (1.13) Bevolkerungsmodell II

Nach dem belgischen Mathematiker Verhulst (1804-1849) kann
man das obige Modell so modifizieren, dass die Wachstumsrate
a nicht mehr konstant ist, sondern affin-linear von N(t) abhangt.
Wir erhalten damit die AWA

N'(t) = B(Noo—N(t)) N(t), N(tp) = Ng < N
mit Parametern 8 und Nec.

Losung: (Logistisches Wachstum)
Noo N

N(t) = >0 70 .

Ny + (Noo — Ng) e=8 Noo (t=to)

Wahlt man die Referenzwerte (Einheit: Milliarden)

N(1974) =4, N(1987) =5, N(1999)=6

und tg = 1974, Np = 4, so ergibt sich uber ein nichtlineares
Gleichungssystem die LOsung Noo =~ 13.238, 5~ 0.0019623.
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Das obige Modell wurde fur 2010 den sehr guten Wert
N(2010) = 6.94 x 102, fiir 2050 jedoch immer noch einen zu
pessimistischen Wert N(2050) = 10 x 10° liefern.

Beispiel (1.14) Regelkreisglied

Bei einem mechanischen System werde eine EingangsgroBe ye(t)
lUber eine Feder (Hookesches Gesetz Kp = k(ye — yg)) und ein
Dampfungsglied Kp = r ys zur gesuchten AusgangsgroBe yq
transformiert.
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Die Bedingung des Kraftegleichgewichts liefert damit die folgende
lineare inhomogene DGL

yalt) = —Aya(t) + Xye(t), X:=k/r.

Bei vorgegebener EingangsgroBe ye(t) und vorgegebenem An-
fangswert y,(tg) liegt die Losung y, der AWA fest.

t
Losung:  ya(t) = ya(to) e_’\(t_tO)-l-A/ ye(r) M7 Ddr.
to

Bemerkung:

In diesem Zusammenhang ist die folgende Frage von Interesse:
Wie muss man bei einer vorgegebener Auslenkung wy.(tg) #= O
die Eingangsfunktion we(t), t > tg, wahlen, damit vy, modglichst
schnell wieder den Gleichgewichtszustand y, = O erreicht? Bei
dieser Fragestellung handelt es sich um eine Aufgabe der opti-
malen Steuerung.
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Beispiel (1.15) Newtonsche Abkuhlung

Die (raumlich gemittelte) Temperatur T'(t) eines Korpers lasst
sich naherungsweise durch die folgende lineare DGL beschreiben:

T() = O (Ta(t) - T(6).

T(t): Temperatur des Korpers zur Zeit t, To(t): AuBentempe-
ratur, m: Masse des Korpers, F': Oberflache, c¢: spezifische
Warme, k: Proportionalitatsfaktor.

Man beachte, dass diese DGL (trotz der unterschiedlichen physi-
kalischer Bedeutung) mit der des Beispiels (1.14) libereinstimmt.

Losung:

T(t) = T(tg) e Mt—to) 4 ) /t : To(7) A0 Ddr X := (kF)/(cm).
0]
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Beispiel (1.16) Elektrischer Schwingkreis

R

Gesucht ist die Stromstarke I(¢) in einem Wechselstromkreis mit
Ohmschem Widerstand R, Induktivitat L, Kapazitat C' und einer
angelegter Wechselspannung U(t) := Upsin(wt). Aus den Be-
ziehungen Up =1-R, U, =L-I'l I =C-U}j, sowie dem
Kirchhoffschen Gesetz Ugr + Uy, + Uo = U(t) erhalt man durch
Differentiation die folgende lineare DGL zweiter Ordnung

LTI'(t) + RI(t) + éI(t) — Ugyw cos(wt).
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Setzt man nun y1(¢t) := I(t) und y>(t) := I'(t), so erhalt man ein
aquivalentes DGL-System erster Ordnung

y1(t) = yo(t),

y5(t) = —(R/L)y2(t) — 1/(LC)y1(t) + Ug(w/L) cos(wt).

Zu Festlegung einer konkreten LO6sung muss man nach (1.9) An-
fangswerte fir y1(tg) und y>(tg) vorgeben. Fir die urspriingliche
DGL bedeutet dies, dass man sowohl die Stromstarke I, wie auch
deren Ableitung I’ zu einem festen Zeitpunkt tg festlegen muss:

I(tg) = Ip, I'(tp) = I;.
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Beispiel (1.17) Restringiertes Dreikorper Problem

Der ebenen Bewegung eines Satelliten im Kraftfeld von Erde und
Mond wird in einem rotierenden kartesischen Koordinatensystem
mit x-Achse durch die Schwerpunkte von Erde und Mond und y-
Achse durch den gemeinsamen Schwerpunkt von Erde und Mond
dargestellt. Die Position (x,y) des Satelliten geniligt dann dem
folgenden DGL-System zweiter Ordnung

T+ [ x—

e+ m2+y2P2 e — )2 + 213
oy Yy B Y

et w2+ 232 - )2+ 232
Hierbei bezeichnet p = 1/82.45 das Verhdltnis von Mond- zur
Erdmasse und u’ := 1 — . Die Skalierung ist so gewahlt, dass
dem Abstand 1 gerade dem als konstant angenommene Abstand
von der Erde zum Mond entspricht.

2 = x4+ 2y —

=y — 24

Y
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Anfangsposition des Satelliten: z(0) =1.2, y(0) =0.

Die Anfangsgeschwindigkeit wird so bestimmt, dass die Satel-
litenbahn periodisch wird: z/(0) = 0, %'(0) = —1.049357510.
Hierfur ergibt sich die Periode T = 6.192169331.

Bemerkung:

Zur Bestimmung von Anfangsbedingungen, die auf eine periodi-
sche Bahn fuhren, hat man eigentlich eine RWA zu 10sen. Im
vorliegenden Fall kann dies etwa mittels der folgenden Randbe-
dingungen erfolgen.

z(0) = 1.2, 2/(0) = 0, Z(T) = O,
y(0) = 0, x(T) = 1.2.
Man beachte, dass die Endzeit T dieser Randwertaufgabe unbe-

kannt ist. Man spricht von einer RWA mit freier Endzeit.
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