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H.J. Oberle Approximation

1. Beste Approximationen

Die Problemstellung.

In der Approximationstheorie geht es darum, eine vorgegebene Funktion, die bei-
spielsweise nur aufwendig ausgewertet werden kann, oder gewisse Daten einer kom-
plizierten Funktion durch eine einfache Funktion zu approximieren. Die Zutaten
eines Approximationsproblems sind also

e Eine Funktion oder gewisse Daten einer Funktion f; f ist Element eines
linearen Raumes R.

e Eine Menge V' C R von approximierenden Funktionen.
V konnte z.B. bestehen aus alle Geraden, oder allen Polynomen von einem ge-
wissen Hochstgrad, oder aus allen kubischen Splinefunktionen, oder aus allen
rationalen Funktionen von gewissen Hochstgraden fiir Zdahler und Nenner. Die
ersten genannten Beispiele liefern lineare Rdume fiir V'; man spricht dann von
einer linearen Approzimationsaufgabe. Das letzte Beispiel (rationale Funktio-
nen) ergibt jedoch eine nichtlineare Approzimationsaufgabe.

e Ein Abstandsbegriff; dies ist im Allg. eine Norm || - || fiir R.

Das Problem der Bestapproximation (1.1)

Gegeben sei ein reeller normierter Raum (R, || - ||), eine nichtleere Teilmenge V' C R
und ein Element f € R. Gesucht ist eine Approximation p* € V mit der Eigenschaft

VpeV: |[[f=p"l < If-pl (1.2)

Eine Approximation mit dieser Eigenschaft heifit eine Bestapproximation von f aus
V. Die Differenz e := f — p* bezeichnet den Fehler der Approximation.

Es sei angemerkt, dass es in praktischen Anwendungen héufig nicht notwendig ist,
die (oder eine) Bestapproximation in obigem Sinn zu bestimmen. Vielmehr geniigt
es, zu einer vorgegebenen Fehlerschranke ¢ > 0, eine approximierende Funktion p
zu berechnen, fiir die || f —p|| < e gilt. Natiirlich ist i. Allg. nicht klar, wie grof3
¢ gewahlt werden kann und natiirlich méchte man auch wissen, wie weit der Fehler
einer berechnete Approximation von dem einer Bestapproximation abweicht.

Fragen, die im Zusammenhang mit einer allgemeinen Approximationsaufgabe zu
beantworten sind:

1.) Gibt es zu vorgegebenen (R, || ||, f,V,e) einpe V mit || f—pl <e?



2.) Gibt es ein minimales p* € V', d.h. eine Bestapproximation, die (1.2) erfiillt?

3.) Die Konvergenzfrage: Sei beispielsweise V' = Vyy := IIy der lineare Raum der
reellen Polynome vom Grad kleiner oder gleich N. Sei ferner p} die (als existent
vorausgesetzte) Bestapproximation beziiglich einer geeigneten Norm. Gilt dann

4.) Welche numerischen Verfahren stehen zur Berechnung von p bzw. p* zur
Verfiigung?

Wir beginnen mit zwei Beispielen.

Beispiel 1.3. Gegeben seien die MeBpunkte

te: -1 0 1 2
w: -2 0 25 3

Gesucht ist eine Gerade y = z1t + z, die moglichst gut durch diese Mefpunkte
geht. xp und z; sind die Unbekannten.

a) Der Abstand einer Geraden von den vorgegebenen Punkte wird im Sinn der
kleinsten Quadrate gemessen (m = 3):

m 1/2
Fy(xo, 1) = [Z(%Jrflfltk—yk)Q] = [[Az — bl (1.4)
k=0
mit
1 to Yo
A = 1t , b= 9 , T o= o)
1 t2 Y2 T
1 t3 Y3

Die Approximationsaufgabe hat hier also die Gestalt eines linearen Ausgleichspro-
blems.

Aus der Numerik ist bekannt, dass dieses Problem — wegen Rang(A) =2 — eine
eindeutig bestimmte Losung x* besitzt und sich diese mit Hilfe der Normalgleichun-
gen

ATAz* = ATb
(numerisch schlecht, da instabil!) oder (besser und stabil) mittels einer Orthogo-

nalzerlegung (QR-Zerlegung, Householder oder Givens Transformation) berechnen
lasst.

Fiir die obigen Daten liefert eine einfache Handrechnung iiber die Normalgleichungen
die Losung x5 =0, 2] = 1.75. Die Fehlernormen sind

[ Az — b, = 0.93541...  [|Az* — blw = 0.75



L L L L L L L
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

Abb. 1.1 Approximation im Sinn der Ls-Norm.

b)  Wir messen den Abstand einer Geraden von den vorgegebenen Punkten in der
Maximumsnorm, d.h. wir versuchen, den (betragsméBig) grofiten Abstand von den
MefBpunkten zu minimieren:

Foo(zg,x1) = max{ |zo+ 21ty —yx|: k=0,....m} = [|[Az — |- (1.5)

Man spricht hierbei von einem Minimaz Problem bzw. von einer T'schebyscheffschen
Ausgleichsaufgabe, benannt nach Pafnuti Lwowitsch Tschebyscheff (1821-1894).

Geometrisch macht man sich anhand der Abb.1.1 klar: Man muss die approximie-
rende Gerade nun so legen, dass der maximale Fehler an drei der vorgegebenen
Abszissen t, t1, to, t3 mit alternierendem Vorzeichen angenommen wird. Dies ist
der Kern des spater bewiesenen Alternantensatzes.

In unserem Beispiel sind dies die Abszissen tg, to und t3. Bezeichnet § den maxi-
malen Fehler, so ergibt sich hiermit das folgende lineare Gleichungssystem in den
Unbekannten xg, z; und 6

Yo — (o + z1tg) = 9
Yo — (130 -+ T tz) = —5
Ys — ($o + T t3> = 5

Mit den obigen Daten lautet die eindeutig bestimmte Losung o = 1/4, &, = 5/3,
0 = —7/12. Die Fehlernormen sind

|AZ — b, = 1.040833...  ||AZ — bl = 0.58333...
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Abb. 1.2 Approximation im Sinn der Maximumsnorm.
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Beispiel 1.6. Die Funktion f(t) = — soll im Intervall [0,7/2] durch eine
Parabel der Form p(t) = zo + x11* approximiert werden.

Man beachte, dass f eine analytische Funktion in #?* auf R ist und die Taylor-
Entwicklung f(t) = Y 7o ,(—=1)*t**/(2k + 1)! besitzt.

a)  Taylor-Approximation: Wir verwenden als Approximation die ersten beiden
Summanden der Taylor-Reihe von f, pr(t) =1 —t*/6. Fiir den Fehler der Appro-
ximation ergibt sich die Abschéitzung (0 < © < 1):

L L 1 o my
(6 = pr®] = | sm®©)# < o (5) =~ 0050733,
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Abb. 1.3 Fehlerfunktion ey fiir die Taylor-Approximation.



b)  Ly-Approzimation: Wir bestimmen p; € V := {p(t) = zo + 2, t* : x; € R} so,
dass die Fehlerfunktion bzgl. der Lo-Norm

/2 0.5
By(xo,21) = [[f—pll2 = (/0 (f(t)—p(t))th>

minimal wird.

Setzt man f und p hierin ein und multipliziert den Integranden aus, so ergibt sich

/2 o ¢ T/2 ¢ w/2
Fy(zo,11)? = /0 (%)%ﬁ - 2550/0 %dt - 29[;1/0 t sint dt

T w/2 w/2
+ 5953 + 2x0x1/ t2dt + x%/ thdt.
0 0

Die rechte Seite bildet eine quadratische Form in (zg,z;) mit einer symmetrischen
und positiv definiten Koeffizientenmatrix der quadratischen Terme. Daher folgt,
dass F; ein striktes globales Minimum z* € R? besitzt, und, dass sich dieses aus der
notwendigen Bedingung VF3(z*) =0 berechnen lésst.

Es ergibt sich das folgende lineare Gleichungssystem

n/2 [Tt o 2 (sint) /¢ dt
TRear (TPear )\ 2 sint dt

und hieraus die Losung!

pi(t) = 2t + af, oz ~ 0.9959262, 2} ~ —0.1498806
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Abb. 1.4 Fehlerfunktion e, fiir die Lo-Approximation.

!Eine brauchbare Niherung fiir den Integralsinus findet man z.B. in Abramowitz, Stegun



c)  Tschebyscheff-Approzimation:

Wir bestimmen p, € V := {p(t) = zo+z1t* : z; € R} so, dass die Fehlerfunktion
bzgl. der Maximumsnorm

Foo(wo,21) = [ f =pllo = max{[f({) —p(t)|: 0 <t < m/2}

minimal wird. Man beachte, dass F,, i. Allg. keine differenzierbare Funktion von
T, 1 ist.

Wir gehen analog zum diskreten Fall vor. Zunichst substituieren wir 7 := ¢?. Damit
ist die Funktion

s = sin /7T

durch eine Gerade p(7):=x1 T + xo im Sinn kleinster Maximalabweichung zu ap-
proximieren. Wie im diskreten Fall gibt es dann drei Stellen, 7 = 0, 71 €]0, (7/2)?|
und 75 = (7/2)% an denen die maximale Abweichung mit alternierendem Vor-
zeichen angenommen wird. Bezeichnet wieder 6 die Maximalabweichung, so erhélt
man nach Riicktransformation auf die Variable ¢ das folgende nunmehr nichtlineare
Gleichungssystem in den Unbekannten xy, zi, t; und ¢

0 <71 < (1/2)?

f(0) = p(0) = 0
f(t1) = p(t1) = —0
f(m/2) —p(x/2) = ¢
f)=pt) = 0

Die eindeutig bestimmte Losung (numerisch mit dem Newton Verfahren bestimmt)

lautet
Ty = 0.99419399, 1 ~ —0.14727246,

0 ~ 0.58060118E-2, t =~ 1.1023718.
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0.01F
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Abb. 1.5 Fehlerfunktion e, fiir die Tschebyscheff-Approximation.
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Wir kommen zur allgemeinen Problemstellung zuriick und fassen nochmals zusam-
men.

Allgemeine Approximationsaufgabe (1.7)

Gegeben sei ein normierter linearer Raum (R, || - ||) iiber R (manchmal auch iiber
C), eine nichtleere Teilmenge V' C R und ein zu approximierendes Element f € R.

a) Die Zahl dy (f) := inf{||f—p]| : p € V'} heiBt Minimalabweichung oder Minimal-
abstand von f zu V. Manchmal wird auch die Bezeichnung dist(f, V') verwendet.

b) Jede Abbildung P : R — V heifit ein Approzimationsoperator. Ein solcher
Operator heifit ein Projektor, falls P o P = P gilt, er heifit ein Projektor auf V,
falls Vp e V : P(p) = p gilt.

c) Ein Element p* € V mit |f — p*|| = dy(f) heiit Minimallosung oder
Bestapprozimation von f aus V.

Bemerkung (1.8)

Es gilt dy(f) = 0 < f € V. Dabei bezeichnet V den topologischen Ab-
schluss von V. In diesem Fall existiert nur dann eine Bestapproximation, falls f € V.

Satz (1.9)
a) Die Funktion dy : R — R ist Lipschitz-stetig mit der Abschétzung

Vi, eER: |dv(fi) — dv(f)l < [Ifi — fal.

b) Ist V ein linearer Teilraum von R, so gelten die folgenden Halbnorm Eigen-
schaften (f, fi, fo € R, a € R)

dy(af) = |laldv(f), dv(fi+ f2) < dv(fi) + dv(fa),
VpeV: dy(f+p) = dv(f).

Beweis: zu a): Zu e > 0 existiert ein p. € V mit || fo —p:|| < dv(f2)+¢e. Damit
folgt
dy (f1)

IN

[fi—=pll = lfi—fat fo—p]
< |fi=rfall + lIf2 = p-ll
< |lfi = foll + dv(fe) +e,

und damit dy(f1) —dv(fz) < ||fi — f2]| +¢. Vertauschung der Rollen von f; und
f2 und Grenzwertbildung ¢ | 0 liefert die Behauptung.

zu b): Fiir @ = 0 ist die erste Ungleichung erfiillt. Fiir o # 0 gilt

dv(0f) = fllof—pll = lo| ff 5] = laldv(P)
pe pe



Zur zweiten Ungleichung:

dv(fi+ fo) = infpev || fi+ fo—pl| = infy pev |1+ fo—p1 — D2 |
< infpev ||fi =il + infpev || fo —p2l| = dv(fi) +dv(fa).

Die letzte Relation schliefllich ist unmittelbar klar. —

Geometrische Interpretation (1.10)

d = dy(f) ist der kleinste Radius einer Kugel Ky(f)={g€ R: ||f — gl <d} mit
der Eigenschaft Vr >d: K.(f)NV #1.

Zugleich ist d der grofite Radius einer Kugel Ky(f) mit der Eigenschaft Vr < d :
K.(f)ynV =40.

Abb. 1.6 Geometrische Interpretation.

Standardproblem (1.11)

In dieser Vorlesung wird héufig der folgende Standardfall betrachtet werden: R :=
Cla, b] mit einer der folgenden L,~Normen

b b 1/2
||fH1::/ [F@ldt,  [[fll2 = [/ f(t)th} v M lloo = max{[f ()] - a <1 < b}

Als approximierende Funktionen werden beispielsweise die Polynomréume Vy :=
Iy (Polynome von Grad < N) verwendet.



Die drei angegebenen Normen sind auf Cla, b] nicht dquivalent, es gelten aber die
folgenden Abschétzungen.

Satz (1.12)
Fir f € Cla,b] gelten ||f]li < vVo—alfllz < (b—a)|f]loo-

Beweis: Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir das Standard-Skalarprodukt
(u,vy = f:u(t) v(t)dt liefert die Abschéitzung

i :.Aﬂﬂ”*lﬁ < (Lﬂﬂweﬁ)v2(AHdQ”2

/
Vialfle < vi—a (fIfILd) = ¢-a)lfl. o

Der obige Satz zeigt, dass eine gute Approximation bzgl. ||-||s auch fiir die Normen
|- ][ und || - || brauchbar ist.

Dass dies umgekehrt nicht der Fall zu sein braucht, zeigt etwa das folgende Beispiel:
R=C[0,1], f(t)=1, pu(t)=1t"Y" neN.

Man findet hierfitr [|[f — polls = 1/n41), [ —palls = /(02 4304 2)¥2 und
|f — Pnllsc = 1. Damit ist (p,) also bzgl. || - ||; und | - ||2 eine Minimalfolge, bzgl.
der Maximumsnorm jedoch nicht.

Wir sehen uns im Folgenden noch zwei kritische Beispiele fiir Approximationen
bzgl. || - ||1 und || - || an.

Beispiele (1.13)

a) Sei R:=C[—1,1] mit der Norm |- ||; und weiter f(¢):=1, sowie V :={p, :
Pa(t) = at, « € R}. Man findet

2, —1<a<l,

1
I —palh = / 1—atldt =
-1 la] + 1/]al, la] > 1.

Damit sind alle Geraden p,, —1 < o < 1 Bestapproximationen von f aus V. Es
liegt keine Eindeutigkeit vor.

b) Das zweite Beispiel ist dhnlich aufgebaut: R := C[—1,1] mit der Norm || - ||,
f(t) =1, sowie V :={ps: pa(t) =a(l+1t), a€R}. Man findet

1 0<a<l,

)

I1-2al, |a—05]>05.

—1<t<1

lf —Palle = max |1 —a(l+1t)| = {

Auch hier liegt demnach keine Eindeutigkeit der Bestapproximation vor.



H.J. Oberle Approximation

2. Existenz, Eindeutigkeit und Stabilitit

Vorgegeben sei eine Approximationsaufgabe fiir einen normierten R—Vektorraum
(R, || - ||) und eine nichtleere Teilmenge V C R.

Existenz.

Wir geben zunéchst zwei Sétze an, die die Existenz einer Bestapproximation, d.h.
einer Losung der obigen Approximationsaufgabe garantieren.

Satz (2.1) (Existenz I)

Ist V' eine kompakte Teilmenge von R, so existiert eine Bestapproximation von V'

an f € R.

Beweis: Die Abbildung p +— ||f — p|| ist stetig und nimmt daher auf V ein
Minimum an. —

Satz (2.2) (Existenz II)

Ist V' ein endlich dimensionaler linearer Teilraum von R, so existiert zu jeden
f € R eine Bestapproximation.

Beweis: Die Menge Vi :={p eV : |p| <2|f|} ist kompakt — als abgeschlosse-
ne und beschrinkte Teilmenge eines endlich dimensionalen Teilraumes. Nach (2.1)
existiert daher ein p* € V- mit || f —p*|| < ||f —pl|, fiir alle p € V.

Fiir die anderen p € V'\ 'V gilt aber ebenfalls wegen 0 € V"
Lf =2l = llpll = 1AL > 21 A= [lAF = [lf =0 = [[f =9l o

Unter weiteren Voraussetzungen an R lassen sich die Voraussetzungen an V' ab-
schwéchen

Satz (2.3) (Existenz III)

Ist (R, (-,-)) ein reeller Hilbert-Raum und V' ein abgeschlossener linearer Teilraum
von R, so existiert zu jedem f € R eine Bestapproximation.

Beweis: Sei (p,) € VN eine Minimalfolge, also ||p, — f|| = dv(f) (n — oo). Mit
der Parallelogrammgleichung ||z + y||*> + ||z — y||* = 2(||z||* + ||y||*) folgt dann

Pn t Pm
ln = pmll* = 2llpn = fI* + 2llpm = fI* = 4= = I

< 2(llp = fI? + llpm — fI?) — 4dv(f)*

10



Damit ist (p,,) eine Cauchy-Folge und somit, da R vollsténdig ist, konvergent. Da V'
abgeschlossen ist, ist auch p* := lim, o, p, € V, und somit ||p* — f|| = dv(f). o

Wir geben noch eine Kennzeichnung der Bestapproximation an fiir den Fall, dass R
ein Hilbert-Raum ist:

Satz (2.4) (Orthogonalitét)

Ist V' ein abgeschlossener linearer Teilraum eines Hilbert-Raumes (R, (-,+)), so
gilt fiir f € R\'V und p* € V: p* Bestapproximation < e:=f—p* L V.

Fiir V # R ist somit aufgrund des Existenzsatzes (2.3) insbesondere V+ # {0}.

Beweis: Ist p* € V Bestapproximation von f und e := f — p*, so folgt fiir
peV\{0} und a € R:

If=p > < |If—p*+ap]?

= [lf =pI* + 22(f =p",p) + * |7
also fiir alle a: 0 < 2a(e,p) + o ||p]*.

Bildet man hier die Grenzwerte « 10 und « ] 0, so ergibt sich (e,p) = 0.

Die Umkehrung folgt ebenfalls aus der obigen Relation mit a = 1. O

Konvexitat.

Um auf einfache Art zu Eindeutigkeitsaussagen zu kommen, werden héufig Konve-
xitdtsannahmen verwendet.

Definition (2.5) Eine Teilmenge S C R heiit konvez, falls
Ve,y €S : vVOe]0,1]: =z +0(y—=x) € S.

Sie heifit strikt konvez, falls sogar
Ve £y €S : voel|ol]: 2+ 0(y—x) € S°

Dabei bezeichnet S° das topologisch Innere von S.

Abb.2.1. Konvexe und nicht konvexe Menge.
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Satz (2.6) Offene oder abgeschlossene Normkugeln

K(f)={9eR: lg—-fll<r}, K.(f)={g9eR: |lg—fll<r}
sind stets konvex.

Beweis: (0.E.d.A. fiir offene Kugeln) Sind fo, f1 € K,.(f) und 6 €]0,1[, so
folgt

I(fo+0(fr=fo)) = Fll = [(A=0)(fo=f) + 0(fr = fll
< A=0lf—fl+0lA-SI < A=0)r+0r = r g

Satz (2.7) Ist V C R nichtleer und konvex, so ist auch die Menge B(f, V) der
Bestapproximationen von V' an f konvex.

Beweis: Mit r := dy(f) ist B(f,V) = VNK,(f) als Schnitt konvexer Mengen
konvex. —

Definition (2.8) Die Norm | - || des Raumes R heiBt strikt konver, falls die
abgeschlossenen Einheitskugel K(0) strikt konvex ist, falls also gilt

Vig: f#Ag NI gl <1 Aa0elo 1] = [If +0(g—-Nl <1

Man sagt dann auch, dass der Raum R strikt normiert sei. Es ist klar, dass in einem
strikt normierten Raum dann auch alle Normkugeln (offen oder abgeschlossen)
strikt konvexe Mengen sind.

Satz (2.9) Die folgenden Eigenschaften sind paarweise dquivalent

a) || - || ist strikt konvex,

b) lf+gll = Il + llgll, g#0 = f = ag,a>0,
c)  lfAl=lgl=1 f#g = [If+4gl <2
Beweis:

a) = c): Man setze 6 := 0.5.

c) = b): Falls f =0 ist, so gilt die Behauptung mit & = 0. Es sei also f # 0.
Ferner gelte: [|f +gl| = [[fl + llg]l und es seien |lg[|, |[f]] > 0.

Dann folgt mit der Dreiecksungleichung und der Abschitzung ||z —y|| > ||=| — ||y]I:

12
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In dieser Ungleichungskette gilt damit durchgehend Gleichheit, insbesondere folgt
aus der ersten Ungleichung

[ + [

H LA gl ‘

Wegen c) muss daher f/|[fl = g/llgll sein, also f = ag mit a=|f]/[gll > 0.

b) = a): Seien ||f]l, [lg]| <1, f#g und 0 €]0,1[. Wegen

IF+6(g =Dl < A= + el

gilt die Behauptung in a), falls ||f|| <1 oder ||g|| <1 ist.
Seien also || f|| =|lg|l = 1. Dann folgt

1A =) fI + 0gll = A =)sl + 0llgll
und [[(1-0)f + 6g]l < 1.
Wiire sogar |[(1—6)f+0g|| = 1, so wiirde aus b) folgen, dass (1—0)f = afg, a > 0.

Damit ist aber auch f = kg, K > 0 und aus |[|f]| = ||lg|| =1 folgt x =1 und
f =g, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Daher folgt |[(1 —6)f + fOg|| < 1, was zu zeigen war. O

Bemerkung (2.10) Fiir den R sind die Normen || - [|; und || - || nicht strikt
konvex, wohingegen || - || strikt konvex ist. Allgemein gilt

Satz (2.11) Euklidische bzw. unitére Vektorrdume (R, (-,-)) sind stets strikt
konvex.

Beweis: Wir fiithren den Beweis fiir den reellen Fall und verwenden Satz (2.9).
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Dazu seien f, g € R mit f # gund ||f| = |lg]| = 1. Fiir § € R betrachten wir
o) = If +0=HI* = {f+0(g—1)f+0(g—1)
= 1P +20(f,g—f) + O*Ilf —gl*.

Damit ist ® beziiglich des Parameters 6 eine nach oben geoffnete Parabel (hochster
Koeffizient ||f — g||* > 0) mit ®(0) = ®(1) = 1. Hiermit folgt

Vo €]0,1[; ®(0) < 1.

Speziell fiir = 1/2 ergibt sich die Aussage aus Satz (2.9) ¢). o

Satz von Clarkson (2.12)

Die L,-Raume (LP, || -||,) sind fir 1 < p < oo gleichméBig konvex, d.h. zue >0
existiert stets ein § > 0, so dass

Vige P Ifll=llgll =1: [0.5(f +9)llp > 1=0= |f—gl, <e

Insbesondere sind damit nach Satz (2.9) c¢) die LP-Normen || - ||,, 1 < p < o0
auch strikt konvex.

Beweis: Siehe z.B. Hirzebruch, Scharlau.

Eindeutigkeit.

Satz (2.13) (Eindeutigkeit I)

Ist V strikt konvex, so existiert zu jedem f € R hochstens eine Bestapproximation
von f aus V.

Beweis: O.E.d.A. sei der Minimalabstand d := dy(f) > 0 positiv. Angenommen,
p1 # p2 seien Bestapproximationen von f aus V, also py, ps € V,

If = ol = Il = pall = d.

Nach (2.7) ist dann auch p* = (p1 +p2)/2 eine Bestapproximation von f aus V' und
wegen der strikten Konvexitét zugleich ein innerer Punkt von V', also

Je €]0,d[: K.(p*)CV, |f -0 =d

Fiir -
¢ = p Ao (f-p) € KO Vv
gilt dann
IF =l = (1= o) IF = pll < d
Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitdt von p*. O
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Abb. 2.2 Strikt konvexer Approximationsbereich.

Satz (2.14) (Eindeutigkeit IT)

Ist V' konvex, und die Norm || - || strikt konvex, so existiert zu jedem f € R
hochstens eine Bestapproximation von f aus V.

Beweis: Sind p; # py € V Bestapproximationen von f, so ist nach (2.7) auch
p:= (p1+p2)/2 € V eine Bestapproximation von f aus V. Nach Voraussetzung liegt
diese jedoch im Innern der Normkugel K4(f), d=dy(f), d.h. ||f —p| < dv(f),
im Widerspruch zum Minimalitdt von p; und ps. O

Abb. 2.3  Strikt konvexe Norm.

Folgerungen und Bemerkungen (2.15)

a) Ist R strikt normiert und V ein endlich dimensionaler linearere Teilraum von
R, so existiert genau eine Bestapproximation von f aus V. Dies folgt aus (2.2) und
(2.14). Das Gleiche gilt, falls R ein Hilbert-Raum und V' ein abgeschlossener linearer
Teilraum von R ist.
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b) Aufgrund der Beispiele (1.13) aus Abschnitt 1 sind die Normen || - ||; und || - ||
auf Cla, b] nicht strikt konvex.

c) Man kann zeigen: Ist R nicht strikt normiert, so gibt es ein f € R und einen
endlich dimensionalen linearen Teilraum V von R, so dass f mehrere Bestapproxi-
mationen aus V besitzt; vgl. auch die Beispiele (1.13). Beweis im Skript von Geiger,
Glashoft.

Stabilitat.

Neben der Existenz und Eindeutigkeit einer Bestapproximation wird fiir Anwen-
dungen benétigt, dass diese zumindest stetig von der zu approximierenden Funktion
f abhéngt. Wir bezeichnen diese Eigenschaft als Stabilitdt des Approximationspro-
blems.

Sei also wieder (R, || - ||) ein normierter Raum, V' C R eine nichtleere Teilmenge.
Wir nehmen an, dass zu jedem f € R eine eindeutig bestimmte Bestapproximation
pv(f) € V von f aus V existiert. Die Abbildung py : R — V heifit metrische
Projektion.

Tatséchlich ist py ein Projektor auf V', d.h. es gilt

VpeV: pv(p) = p

Satz (2.16) (Stabilitét)
Ist V' kompakt, so ist die metrische Projektion py stetig.

Beweis: Fiir eine Folge fi € R gelte f, — f € R (k — o0). Wir wollen hieraus
folgern, dass auch py(fx) — pv(f) (K — oo) konvergiert. Wir fithren den Beweis
indirekt und nehmen an, dass die obige Konvergenz nicht gelte.

Dann gébe es eine Teilfolge (f,) und ein § >0, so dass ||py(fi,) —pv(f)|| = ¢
fiir alle j € N. Da V kompakt ist, besitzt die Folge (py(fi;)) eine weitere in V/
konvergente Teilfolge, die der Einfachheit halber ebenfalls mit (py(fx;)) bezeichnet
werde und fiir die somit

pv(fe;,) = p €V (j—o00) und |pv(fi;,) —pv(f)l =6 >0 (2.17)

gelten.

Zu einem vorgegebenen € > 0 sei nun J(¢) € N so gewdahlt, dass fiir alle 7 > J(¢)
gelten

lpv(fr;) = Pl < e/3 wnd |If = fi,ll < e/3. (2.18)

Damit folgt nun fiir j > J(¢)
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If =l < W= ol + [lfe, = v (Fe)Il + llpv(fe,) — 27|l

< |fi; =pv(fe)ll + 2¢/3
< fe, —ov (NIl + 2¢/3
< e, = I+ If —pv(HDI + 2¢/3

< If=pv(NIl + &

Erlauterung: Die erste Ungleichung gilt aufgrund der Dreiecksungleichung, die zwei-
te wegen (2.18), die dritte Ungleichung folgt, da py (fx,) Bestapproximation von fy,
aus V' ist. Dann wird wieder die Dreiecksungleichung angewendet und schliesslich
nochmals (2.18).

Aus der obigen Ungleichungskette folgt nun, da ¢ > 0 beliebig war, |f —p*|| =
lf —pv(f)|l. Damit ist p* Bestapproximation von f aus V und somit wegen der
vorausgesetzten Eindeutigkeit p* = py(f).

Dies ist aber ein Widerspruch zu (2.17). O

Einschlief3ung.

Wir beginnen mit einigen Vorbemerkungen {iiber lineare Funktionale.

Es sei wie zuvor (R, || - ||) ein reeller normierter Raum. Dann bildet die Menge R*
der stetigen, linearen Funktionale ¢: R — R ebenfalls einen reellen Vektorraum,
den so genannten Dualraum zu R

R* = {/{| ¢: R— R linear und stetig }. (2.19)

Es sei daran erinnert, dass die Stetigkeit eines linearen Funktionals ¢ &quivalent
ist zur Beschrdinktheit des Funktionals

(stetig & FC>0: VfeR: (|fl <1 = |(f) < O). (2.20)

Beweis:
= Aus der Stetigkeit von ¢ folgt

Ve>0:36>0: [|f]| < = |Uf)] < e

Speziell fir e = 1 ergibt sich mit 6 = 6(1):

VIAFISL = G NI<1 > )] <

SN
Il
Q

<: Aus fr — f (k— o0) folgt fir fi # f:

Je—f

() =D = = NI = 1= TG

)< Clife = fII=0. o

17



Fiir stetige lineare Funktionale ¢ € R* ist daher der Ausdruck

l
|4l := sup )] < o0 (2.21)
20 |1l
endlich und hierdurch ist eine Norm || - || auf R*, die so genannte Operatornorm

definiert.

Der Dualraum eines reellen normierten Raumes (R, ||-||) ist somit ebenfalls ein reeller
normierter Raum. Er ist sogar vollstédndig, d.h. ein Banach-Raum, vgl. Hirzebruch,
Scharlau.

Beispiele (2.22)

a) Auf dem Raum der stetigen Funktionen (Cla,bl, |- ||oo) mit der Maximumsnorm
| flloo := max{|f(t)| : a <t < b} ist L(f) = fabf(t) dt ein stetiges lineares
Funktional mit

b
(ol = | [ 1wd < 60l
Da hierin fiir f = 1 Gleichheit gilt, folgt ||¢| = (b— a).

b) Fir (Cla,b],| - |ls) und einem festen Punkt ¢y € [a, b] ist das Punktfunktional
0(f) == f(to) ein stetiges lineares Funktional mit |[|¢| = 1.

c) In Verallgemeinerung hiervon ist zu einer festen Zerlegung a <ty < ... <t, <b
und gegebenen Koeffizienten \; € R auch durch

m

(f) = Y Nf(t:), feClab], (2.23)

=0

ein stetiges lineares Funktional ¢ € Cla,b]* gegeben mit |[{||oc = > vy |Xi|. Auch
hierbei spricht man von einem Punktfunktional.

d) Auf (C'a,b],| - |ls) ist durch £(f):= f'(to) ein lineares Funktional gegeben,
a < ty < b. Dieses ist jedoch nicht stetig!

O.E.d.A. sei ty = 0. Fiir ¢ > 0 betrachten wir die C'-Funktion
f(t,e) = arctan(t/e).
Hierfir ergibt sich || f(+,€)]|lc < 7/2 und ¢(f(-,€)) = f'(0,e) = 1/e. Damit folgt
6 (5 2)l 2
—— > — — o0 (e40).
IfCelle — em

Die Existenz stetiger linearer Funktionale lasst sich mit Hilfe des folgenden Satzes
von Hahn-Banach zeigen:
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Satz (2.24) (Hahn, Banach)

Jedes stetige lineare Funktional ¢, € U* auf einem linearen Teilraum U von
R besitzt eine stetige, lineare Fortsetzung auf R, ¢ € R*, mit gleicher Norm:
lly = €o, und [|€]| = [olv-

Beweis: Siehe z.B. Hirzebruch, Scharlau.

Ist der zugrunde liegende Raum ein Hilbert-Raum (R, (-,-)), so ist der Dualraum
(R*,||-||) isometrisch (und bijektiv) zum Ausgangesraum. Dies ist Inhalt des folgen-
den Rieszschen Darstellungssatzes.

Satz (2.25) (Riesz)
Sei (R,(-,-)) ein Hilbert-Raum. Jedem x € R wird dann durch \,(y) := (z,y)

ein stetiges lineares Funktional A, € R* zugeordnet. Die hierdurch definierte
Abbildung A : R — R* ist eine Isometrie (linear, bijektiv und normerhaltend).
Insbesondere gibt es zu jedem stetigen linearen Funktional ¢ € R* genau ein
r € R mit (= (x,-).

Beweis:

Dass A, : R — R eine lineare Abbildung ist, folgt unmittelbar aus den Skalarpro-
dukteigenschaften. Mittels der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt weiterhin:

A = [z, ] < [l yll-

Damit ist klar, dass A, stetig ist und dass ||\ < ||z|| gilt. Speziell fir y := «
ergibt sich |M\,(z)| = ||z[|>. Damit folgt schlieBlich ||A\.]| = ||z]|.

Die Abbildung A : R — R* ist also wohldefiniert, normerhaltend und auch linear,
wie man ebenfalls unmittelbar den Skalarprodukteigenschaften entnimmt.

Ist x € Kern()), also A, =0, so folgt (x,y) =0 fiir alle y € R. Dann ist aber
auch z = 0. Der Kern von A ist also trivial und somit ist A injektiv.

Es bleibt zu zeigen, dass A auch surjektiv ist.

Sei dazu ¢ € R* und V :=Kern(¢). Da ( stetig ist, ist V ein abgeschlossener
linearer Teilraum von R und fiir ¢ # 0 ist auch V # R.

Sei nun geméB Satz (2.4) z € R\ {0} mit z L V. Wir setzen z := o z mit
a:=/{(z)/]|z|]|*. Fir y € R folgt dann:

) = G@sa) = fax(u-35 ) + 12
(y) B
0+ 7y za) = ),

wobei der erste Summand verschwindet, da <y — ﬁ— z) €V und 2 L V.
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Damit ist gezeigt, dass ¢ = A, gilt, also A\ surjektiv ist. ]

Definition (2.26)

Sei nun wieder (R, | -]|) ein reeller normierter Raum und V C R ein nichtleerer
linearer Teilraum von R. Wir sagen, ein stetiges lineares Funktional ¢ € R* ist
orthogonal zu V, falls Vy € V : {(y) = 0. Die Menge aller zu V' orthogonalen
stetigen linearen Funktionale bildet offensichtlich einen linearen Teilraum von R*.
Dieser wird mit V* bezeichnet. V= heifit der Orthogonalraum zu V.

Im Fall eines reellen Hilbert-Raumes sind nach dem Rieszschen Satz alle stetigen
linearen Funktionale von der Form ¢ = \,, x € R. Die Orthogonalitit zu einem
linearen Teilraum V,

0= Lly) = Nly) = (z,y), YVyey,

stimmt daher mit dem {iblichen Orthogonalitatsbegriff, = 1L V', {iberein.

Mit Hilfe des Orthogonalraumes gelangen wir nun zu einer unteren Schranke fiir
die Minimalabweichung dy (f) einer Approximationsaufgabe. Eine obere Schran-
ke erhalten wir dagegen sehr leicht durch irgendein Element p € V', da ja immer

dv(f) < lf —pl gilt.

Satz (2.27) (Dualitét)

Sei (R,||-]|) ein reeller normierter Raum, f € R und V ein linearer Teilraum
von R.

a) Ist £eV+ und ||| < 1, sofolgt |[0(f)| < dyv(f).
b) Es gibt ein stetiges lineares Funktional ¢; € V+ mit |¢;] < 1 und
€5 ()] = dv (f)-

Anmerkungen (2.28)

a) {y heifit wegen der obigen Eigenschaften auch ein mazimales (stetiges, lineares)
Funktional. Ist dy(f) >0, also f ¢V, soistauch |{f] =1.

b) Gilt fiir ein stetiges, lineares Funktional ¢ € V4 ¢#0 und einp eV

O =1l lf =2l

so ist p eine Bestapproximation von f aus V und ¢/[|¢|| ist ein maximales lineares
Funktional.

c) Zur Bestimmung der Minimalabweichung dy (f) kann man aufgrund des obigen
Dualitétssatzes anstelle der eigentlichen Approximationsaufgabe auch das folgende
duale Approxzimationsproblem 16sen:

Maximiere die Funktion |¢(f)| iiber £ € V*, ||| < 1. (2.29)
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d) Ist (R,(-,-)) ein Hilbert-Raum, so lésst sich mit Hilfe des Rieszschen Satzes
das duale Approximationsproblem folgendermafen formulieren: ~ Maximiere |(f, g)]|
iiber g € R unter den Nebenbedingungen ||g|| <1 und VpeV: {(g,p) =0.

Beweis zu (2.27)
zua) Ist L€Vt ||¢| <1 und peV, so folgt

(NI = 1) = L)l = (f=p) < lllf—pll < IIf =2,

< dy(f).

zub) Im Fall dy(f) =0 erfiillt ¢; := 0 die Behauptung. Sei also im Folgenden
dy(f) > 0. Wir betrachten den linearen Teilraum U := Spann(V U {f}). Jedes
g € U besitzt dann eine eindeutige Darstellung der Form

und somit auch [¢(f)

g:agf+pg7 QQER, pQEV.

Hiermit zeigt man nun direkt (Ubungsaufgabe): Die Abbildung ¢, : U — R,
ly(g) == aydy(f) ist ein stetiges lineares Funktional auf U mit den Eigenschaften:

ve = 1L bo(f) = dv().

Die Behauptung ergibt sich hieraus nun mit Hilfe des Satzes von Hahn und Banach
(2.24). O

boly, = 0, [l

Beispiel (2.30)

Sei R :=Cla,b], ||-]| =1 ", V = Spann(py,...,pn), wobei die p; € R linear
unabhéngig seien. Schliefilich sei f € Cla,b] \ V.

Das Approximationsproblem lautet somit: Bestimme z = (g, ...,z,) € R"" mit
\f — Z z; pjllc minimal.
j=0
Fiir das duale Approximationsproblem schrianken wir uns auf Punktfunktionale
N
Ua) = D Ajalty). g€Clad
§=0

ein, wobei a < tg < t; < ... < ty < b ein geeignetes Gitter sei. A priori ist
natiirlich nicht gesichert, dass die Einschrinkung auf Punktfunktionale zuléssig ist.
Nach (2.22)c) gilt fiir ein solches Funktional

N N
=Sl LeVh & VE=01....n: > Apilty) = 0.
Jj=0 j=0

Damit lautet das duale Approximationsproblem:
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Man bestimme eine Unterteilung a < tp < t; < ... < ty < b und Koeflizienten

Ao, -, An € R, so dass
N
1D N f(t)]
§=0

maximiert wird unter den Nebenbedingungen

N N
Z|>‘j| =1, Vk=0,1,...,n: Z)\jpk(tj) = 0.
j=0 =0
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H.J. Oberle Approximation

3. Approximationsoperatoren

Allgemeines.

Wir betrachten wieder eine Approximationsaufgabe fiir einen normierten R-—
Vektorraum (R, | -||) und nehmen nun an, dass die zur Approximation verwendete
Menge einen linearen Teilraum V C R bildet.

Wie schon in Abschnitt 1 erwéhnt wurde, heifit jede Abbildung P : R — V ein
Approximationsoperator. Erfiillt P die Projektoreigenschaft

VpeV: Pp) = p, (3.1)
so heifit P ein Projektor von R auf V.

Ist P ein stetiger, linearer Operator, so wird durch

1Pl
L/l

die Operatornorm von P definiert. Hierdurch ist eine Norm auf dem Raum L(R, V)
der stetigen, linearen Approximationsoperatoren definiert.

1P| = sup (3.2)

Beispiel (3.3) Sei R := C[0,1] und V := IL4[0,1], das ist der lineare Teil-
raum der Polynomfunktionen auf [0,1] vom Hochstgrad eins. Der Operator P sei
ein Interpolationsoperator, definiert durch

POHE) = f0) + ¢ (f(1) = f(0)).

Bzgl. der Ly-Norm ist dieser Operator unbeschréankt. Man untersuche dazu z.B.
die Funktionenfolge f,(t) = t" fiir n — oo. Man findet | P(f.)|2 = 1/v/3 und

[full = 1/v2n + 1.

Fiir die Maximumsnorm dagegen ergibt sich

I1P(Pllec = max([fO),[f(D]) < [l

Da hierbei aber auch Gleichheit vorkommen kann (z.B. fiir affin-lineares f), erhalten
wir ||P|e = 1.

Die folgende Abschditzung fiir den Approzimationsfehlerist benannt nach Henry Léon
Lebesgue (1875-1941).
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Satz (3.4) (Lemma von Lebesgue)

Fiir einen stetigen linearen Projektor P: R — V auf V gilt
VieR: |f =PI < @A+|PI)dv(f)

Beweis: Fiir peV gilt

I1f =PI

I(f —p)+ P— 1)l
If=pll + IIP(e— 1)
< (X+IP)IIf =2l

Die Infimumsbildung bzgl. p € V' liefert die Behauptung. 0

IN

Bemerkungen (3.5)

a) Wegen des obigen Zusammenhangs heift || P || auch die Lebesgue-Konstante des
Approximationsoperators P.

b) Ein kleiner Wert von || P || bedeutet eine gute Approximationseigenschaft von

P(f) an f.

c) Fiir das Beispiel (3.3) mit der Maximumsnorm || - || erhalten wir aus dem
Lemma von Lebesgue die Abschitzung

If =P(fllle < 2min|f-plw
pelly
Diese Abschitzung ist auch scharf, denn fiir f(¢) := ¢ gilt

P() = t, If = P(Nlle = 1/4,
pr(t) = t—=1/8  |If =l = dm,(f) = 1/8.

Anwendung (3.6)

Zu einer vorgegebenen stetigen Funktion f € Cla, b] und einer Fehlerschranke ¢ > 0
sei ein Polynom p € Il,[a,b] gesucht mit | f —p|| <e. Dabei sei n a priori nicht
bekannt und soll moglichst klein gewéhlt werden (vgl. auch den WeierstraBBschen
Approximationssatz). Seien nun weiter P, : Cla,b] — II,[a, b] lineare Projektoren
mit bekannten Lebesgue-Konstanten || P, |-

Gilt dann fiir ein vorgebenes n € N:

If = Pu(HI > (L4117l <,

so gibt es kein Polynom p € II, mit ||f — pllec < e. Es bleibt also nichts anderes
iibrig, als n zu vergroflern.

24



Polynominterpolation.

Wir wiederholen einige Grundtatsachen der Interpolation durch Polynome. Es sei
eine Funktion f € Cla,b]| vorgegeben und es sei n € N.

Satz (3.7) (Lagrange) Zu (n + 1) verschiedenen Punkten ¢; € [a,b], i =
0,...,n, existiert genau ein Polynom p € II,,[a,b] mit p(t;) = f(¢;),i=0,...,n
Dieses ist gegeben durch p = Y7 f(t) lx, wobei die Lagrange-Polynome ¢y
definiert sind durch

n

() = J[ ¢—t)/ta—t), k=0,...n

J=0,57#k

Beweis: Es gilt ¢ € I1,[a, b] mit €k(tl) k. Daher ist auch p=3"}_ f(tx) l €
II,, und es gilt p(t;) = f(t;), i =0,...,n

Sind p, p € II,,[a, b] Polynome mit p(t;) = p(t;) = f(t;), so ist (p—p) ein Polynom
hochstens n-ten Grades mit (wenigstens) (n + 1) Nullstellen; damit folgt p = p. o

Bei festen Interpolationsknoten to,...,t, € [a,b] ist durch f +— p eine lineare
und stetige (bzgl. || - ||«) Abbildung P, : Cla,b] — II,[a,b] erklért.

P, heiBt der Interpolationsoperator (bzgl. Polynominterpolation) zu den Knoten
tor et

P, ist offenbar auch ein Projektor auf II,[a,b], so dass das Lemma von Lebesgue
angewendet werden kann. Hiernach gilt fiir jede stetige Funktion f € Cla,b]

1f = PaPlloe < (14 [ Palloc) du, (F)- (3.8)

Satz (3.9) (Interpolationsfehler) Fiir f € C""'[a,b] lisst sich der Inter-
polationsfehler e, (t) := f(t) — P.(f)(t) folgendermafien darstellen

f(n+1) n

ent) = (n+1)! H

Jj=
Dabei ist 7 = 7(t) € |min(¢,to, ..., t,), max(t, to,...,t,)| eine (unbekannte)
Zwischenstelle.

Beweis: Fiirt € [a,b] \ {to,...,t,} betrachte man die Hilfsfunktion

olo) = @) = plo) = (70 =ptt) TT =12

J=0

¢ hat damit die (n + 2) Nullstellen ,tg,...,t,. (n+ 1) malige Differentiation und
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die Anwendung des Satzes von Rolle ergibt

0 = g"(r) = f" () — (f(t) - (1))

Beispiel (3.10) (Carl Runge; 1856-1927)

Die Funktion f(¢) := 1/(1 + #*) soll im Intervall [—5,5] interpoliert werden.
Wir wihlen (zunéchst) dquidistante Stiitzstellen ¢; = =5+ 10j/n, j = 0,...,n.
In Abb. 3.1 ist das Interpolationspolynom (gestrichelt) und die Ausgangsfunktion
fiir n = 6 aufgetragen. Man erkennt, dass der Fehler insbesondere in der Ndhe der
Intervallenden grof3 ist.

Abb. 3.1 Beispiel von Runge, n = 6.

Dass dieses Fehlerverhalten sich fiir gré8ere Werte von n noch verschérft, kann man
der folgenden Tabelle aus Powell entnehmen. Hier ist der Interpolationsfehler im
Punkte t,_1/2 = 0.5 (tn—1 +t,) fiir verschiedene Werte von n aufgetragen.

f(tn-1/2) P(th—1/2) en(tn-1/2)

0.137931 0.759615 —0.621684
0.066390 —0.356826 0.423216
0.054463 0.607879 —0.553416
0.049651 —0.831017 0.880668
0.047059 1.578721 —1.531662
12 0.045440 —2.755000 2.800440
14 0.044334 5.332743 —5.288409
16 0.043530 —10.173867 10.217397
18 0.042920 20.123671  —20.080751
20 0.042440  —39.952449 39.994889

—_
O 00 O N 3
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Der Grund fiir das Verhalten liegt im starken Anwachsen des Knotenpolynoms
wy(t) == [[j_o(t — ;) in der Fehlerdarstellung (3.9).

Eine Idee zur Verbesserung des Fehlerverhaltens ist daher, die Knoten t; so zu
wéhlen, dass die Maximumsnorm |jw,|s des Knotenpolynoms moglichst klein
wird. Es ist dazu offenbar sinnvoll, zu verlangen, dass die Maxima/Minima von w,
auf [a, b] sdémtlich gleichen Betrag haben. Dies fiihrt auf die Tschebyscheff-Polynome:

Definition (3.11) Die Funktionen 7),(x) := cos(n arccosz), —1 <z <1, n € Ny,
geniigen der Dreiterm-Rekursion

Tri1(z) = 22Tp(z) — Tpr1(x), k€N,
To(x) =1, Ti(z) = =

Sie sind daher Polynome, T,, € II,, gradl,, = n, und heilen Tschebyscheff-Poly-
nome erster Art! .

(3.12)

0.8f

0.6F

0.4F

0.2f

-1 -0.5 0 0.5 1

Abb. 3.2 Tschebyscheff Polynome 7,,, n =1:1:5.

Satz (3.13) (Tschebyscheff-Polynome)

Die Tschebyscheff-Polynome 7;, besitzen folgende Eigenschaften

a) Thii(x) = 2z2T,(x) — Tha(z), n€Ng, z€R; To(x)=1; Th(z) =2
b) Thi1 € py, Thii(z) = 272" 4.

) |Thu(x)| <1, —-1<z<1

d) Nullstellen von T,,.1: x) = cos (1;(27511)’“) T), k=0,...,n
e) Extremalstellen von T, auf [—1,1]: ¥ = cos (%}5’“ m),k=0,...,n+1,

mit T, (2F) = (=1)""k k=0,...,n+1, und

—l=zf<szf<... <2zl =1

!Pafnuti Lwowitsch Tschebyscheff, 1821 — 1894
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Wir haben also mit 7,1 ein Polynom gefunden, das auf [—1, 1] lauter Maxima und
Minima mit gleichen Betrag und alternierendem Vorzeichen besitzt. Wir skalieren
noch auf ein beliebiges Intervall [a, b] und hiéchsten Koeffizienten 1:

1
ve[-L1); t=a+ " m-a),
(3.14)
1 1 t—a
wn(t) = 2—nTn+1(Z’) = 2_”Tn+1(2b—a, — 1)

Satz (3.15) (Minimax Eigenschaft)

Das skalierte Tschebyscheff-Polynom w,, € II,11[a,b] aus (3.14) minimiert die
Maximumsnorm ||p ||os := max¢c[qp) [p(t)| tiber alle normierten Polynome p(t) =
thrl +... € Hn+1[a,b].

Beweis: Gibe es ein normiertes Polynom p(t) = "' + ... € I,41[a,b] mit
Iplleo < 1/2", so wire ¢ :=w, —p € Il,[a,b] ein Polynom vom Hochstgrad n mit
q(tf) > 0 fiiralle k € {0,...,n+1} mit n—k ungerade, und ¢(t£) <0 fiir alle
ke{0,....,n+1} mit n—k gerade. Dabei sind t£ die gemif (3.14) skalierten
Extremalstellen von 7,,.;. Nach dem Zwischenwertsatz hat ¢ daher wenigstens
(n 4 1) Nullstellen, muss also identisch verschwinden. O

Die gesuchten Tschebyscheff-Knoten sind also gerade die transformierten Nullstellen

von 1,1, also
x + 1 14+2(n—k)

t., =
P 2(n + 1)

(b—a), x=cos( m), k=0,....,n. (3.16)

Beispiel (3.17) (Runge) Wir gehen nochmal auf das Rungesche Beispiel ein und
wéhlen nunmehr Tschebyscheff-Knoten. Dabei legen wir das Intervall [a, b] so fest,
dass ty = —5und t,, = 5 gelten. In Abb. 3.3 ist das Resultat fiir n = 6 wiedergegeben,
in der Abb. 3.4 ist die Fehlerfunktion e, = f — p, fiir n = 20 aufgezeichnet.

Abb. 3.3 Beispiel von Runge, Tschebyscheff-Knoten, n = 6.
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Abb. 3.4 Beispiel von Runge, Tschebyscheff-Knoten, n = 20.

Wir erkennen in diesem Beispiel, dass die Approximationsgiite fiir Tschebyscheff-
Knoten deutlich besser ist, als fiir den Fall dquidistanter Knoten, ja dass sogar
moglicherweise Konvergenz ||e,||. — 0 fiir n — oo vorliegt.

Um allgemein zu Konvergenzaussagen zu gelangen, konnte man von der Fehlerdar-
stellung (3.9) ausgehen und zeigen, dass || f"™!||/(n+1)! weniger stark wichst als 2"
(im Fall der Tschebyscheff-Knoten). Alternativ konnte man auch das Lebesguesche
Lemma (3.4) bzw. (3.8) heranzichen. Nach dem Weierstralschen Approximations-
satz gilt nh_)rrolo dn, (f) = 0. Wirde demnach die Operatornorm || P, ||« beschriankt

bleiben fiir n — oo, so wiirde auch der Interpolationsfehler | f — P,(f)|l« nach
(3.4) gegen Null konvergieren.

Satz (3.18) Fiir den Interpolationsoperator P, : Cla,b] — II,[a,b] zu festen
Knoten a <ty <...<t, <b gilt

[Palle = max{ > [(t)] : a<t<b},
k=0

dabei bezeichnet ¢, das k-te Lagrange-Polynom.

Beweis: [[Pyllc = sup {[[Pu(f)llec: f € Cla,b], |[fllo <1}

— sup { max |ki0f<tk>ek<t>|: fechbl, [l <1}

a<t<b
= max{ Y} [6(t)]: a <t <b}
k=0

Bei der letzten Umformung ist zunédchst < klar, es ldsst sich aber auch ein f
konstruieren, fiir das Gleichheit gilt! O
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Bemerkungen (3.19)

a) Die Operatornorm || P,|| gibt an, um wieviel der Interpolationsfehler vom
kleinstmoglichen Approximationsfehler dyy, (f) abweicht, vgl. (3.8). Dabei hangt, wie

die folgende Tabelle zeigt, ||P,| wesentlich von der Knotenwahl ab. HPS) | bezieht
sich dabei auf dquidistante Knoten im Intervall [-5,5], ||P\?| auf Tschebyscheff-

Knoten mit ¢tg = —5 und ¢,, = 5.

n 12V 122

2 0.12500e 4+ 01  0.12500e + 01

4  0.22078¢ +01 0.15702¢ + 01

6 0.45493e +01 0.17825e + 01

8 0.10946e + 02 0.19416e + 01
10 0.29900e + 02  0.20687¢ + 01
12 0.89324e + 02 0.21747e + 01
14  0.28321e 4+ 03 0.22655¢e + 01
16 0.93451e +03 0.23450e + 01
18 0.31713e+ 04 0.24154e + 01
20  0.10987¢ 4+ 05 0.24789¢ + 01

b) Trotz der guten Ergebnisse fiir die Tschebyscheff-Knoten, kann man zeigen,

dass HR@H wie In(n + 1) gegen oo divergiert. Dass man damit nicht notwendiger
Weise zu einer Konvergenzaussage gelangt, zeigt der folgende

Satz (3.20) (Faber) Zu jeder Folge von Intervallunterteilungen A,, von [a,b]
gibt es eine stetige Funktion f € Cla,b], so dass die zugehorigen Interpolations-
polynome P, von f zu A, nicht gleichméfig gegen f konvergieren.

Dividierte Differenzen.

Fiir die numerischen Berechnung eines Interpolationspolynoms werden zumeist die
Newtonschen dividierten Differenzen verwendet. Wie wiederholen dieses Verfahren,
das ja aus der Numerik bekannt ist, in gebotener Kiirze.

Zu (n+1) verschiedenen Knoten (¢;), 7 =0,...n im Intervall [a,b] und f € Cla,b]
wird definiert:

f[to, . ,tn]I

Aus der Lagrange-Darstellung erhilt man die folgende explizite Darstellung der
dividierten Differenzen

Koeffizient von ¢" des Interpol.poly. p,, zu (¢}, f(¢;)),7 =0,...,n.

. f(tr)

to,. .. _—
Tl =0 Hj;ék(tk‘ —t;)

s tn] (3.21)

Die wichtigsten Eigenschaften der dividierten Differenzen werden im folgenden Satz
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zusammengefasst

Satz (3.22) (Dividierte Differenzen)

a) Zu f € C"[a,b] existiert eine Zwischenstelle 7 € | mint;, max¢;[ mit
f(n) T
flto, .- ta) = ( )

n!
b) Bezeichnet p;, das Interpolationspolynom zu den Stiitzstellen (¢;, f(¢;)),
j=0,...,k, so gilt

po(t) = fo, prr1(t) = pe(t) + flto, .- s tera] (€ —to) ... (E — ti).

Damit folgt insbesondere die Newton-Darstellung des Interpolationspolynoms

pat) = D flto,. -t H(t—tj). (3.23)

c) Die dividierten Differnzen lassen sich rekursiv berechnen gemés

fit;] = &), 7=0,...,n
Sl - tiw] = FlE, - ] (3.24)
litk — t; ’
k:l,...,n, j:0>-"7n_k

f[tj, “ e ,tj+]€] —

Beweis:

zu a) Die Fehlerfunktion e, := f — p, hat wenigstens die (n + 1) Nullstellen

to, ..., t,. Nach dem Satz von Rolle hat daher el = f™ —nl flto, ..., t,] wenigstens
eine Nullstelle in dem betrachteten Intervall.

zu b) Das Polynom ¢(t) = prr1(t) — pr(t) — flto, .-, tesa] (t —to) ... (t — tx)
hat nach Definition den Hochstgrad k& und zugleich wenigstens k£ + 1 Nullstellen
to,...,tx. Daher muss q verschwinden.

zu c¢) Ist p;, € Il das Interpolationspolynom zu den Stiitzstellen (¢;, f(t;)), ¢ =

Jy.-.,J+k, sofindet man durch Einsetzen der Interpolationsknoten die Rekursion
(t —tj) Pivre—1(t) + (Gj4x — 1) Pjp—1(t)
pj7k(t) °
Livk — 1

Vergleich der Koeffizienten von ¢* in der obigen Relation liefert die Behauptung.

Bemerkungen (3.25)

a) Die dividierten Differenzen werden mit der Rekursion (3.24) berechnet (Dreiecks-
tableau). Dazu geniigt es, ein eindimensionales Array der Lénge n+ 1 zu verwenden.
Die Auswertung des Interpolationspolynoms erfolgt dann iiber (3.23) mit einem
angepassten Horner-Schema.
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b) Das obige Rechenschema der dividierten Differenzen ldsst sich miihelos auf den
Fall der so genannten Hermite-Interpolation (benannt nach Charles Hermite, 1822-
1901) iibertragen.

Hier ist zu einer vorgegebenen C'-Funktion f € C'[a,b] und einem Gitter a <
ty < ...<t, <b ein Polynom p € Iy, [a,b] gesucht, so dass p®(t;) = f®(¢))
fiir alle j und £ =0, 1 gelten.

Auch diese Hermitesche Interpolationsaufgabe besitzt eine eindeutig bestimmte
Losung, die sich mittels (3.23) berechnen ldsst. Dazu hat man alle Knoten in
dem Tableau der dividierten Differenzen doppelt zu nehmen, wobei definiert wird:
fltj,t;] == f'(t;). Ansonsten ist das Tableau wie in (3.24) zu berechnen.
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H.J. Oberle Approximation

4. Der Weierstrafische Approximationssatz >

Wir geben in diesem Abschnitt einen konstruktiven Beweis des Weierstralschen
Approximationssatzes, der mit den so genannten Bernstein-Polynomen (Felix Bern-
stein, 1878-1956) arbeitet.

Definition (4.1) Ein Operator L : Cla,b] — Cla,b] heiit monoton, falls
VfgeClabl: f <g = L(f) < L(g).

Ist L: Cla,b] — Cla,b] ein linearer Operator, so ist L genau dann monoton, falls
er positiv ist, d.h.

VfeCabl: f=>0 = L(f) >0

Bemerkung (4.2)

Lineare, monotone Operatoren sind stetig bzgl. || ||o mit Operatornorm |[|L||, =
L)oo

Beweis: Aus f < |[[f|loo 1 folgt durch Anwendung des Operators L:
L(f) < [[flle L(1), also [[L(f)llc < [[flloc [[L(1)]]sc-

Da speziell fiir f = 1 hier Gleichheit gilt, folgt die Behauptung. O

Satz (4.3) (Korovkin I)

Sei L, : Cla,b] — Cla,b] eine Folge linearer, monotoner Operatoren. Gilt dann
fiir die drei Funktionen fi.(¢) := t*, k = 0,1,2, die gleichmiBige Konvergenz
L.(fx) = fr, n — oo, bzgl || - ||e, so folgt die gleichméBige Konvergenz
L,(f) — f, n — oo, fiir alle stetigen Funktionen f € Cla, b].

Beweis: Wir fithren den Beweis in drei Teilschritten.

Schritt (A): Ist @, : Cla,b] — R eine Folge linearer, positiver Funktionale und
gelten mit ¥, (z) := (zr — @)? und « € [a,b] die Bedingungen

O,(1) =1, P,(¢o) =0, (n— o0),
so folgt ®,(f) — f(a) fiir jedes f € Cla,b].

Beweis zu (A): Zunichst ist f auf [a,b] beschrénkt, es gibt also ein M > 0 mit
—M < f(x) < M fiir alle z € [a,b]. Damit gilt auch

Va € fa,bl: —2M < f(z)—f(a) < 2M. (1)

2Karl Weierstrass, 1815 — 1897
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Aus der Stetigkeit von f folgt weiter fiir beliebiges ¢ > 0 die Existenz eines § > 0
mit

Ve €la,b]: |Jr—al|<d = —e < f(z)— fla) < e (2)
(1) und (2) zusammen ergeben die Abschétzung

V€ lab]: —e — zé—ywa(x) < f(z) = fla) < €+25—];4¢a(33)' (3)

Fir |z —a] < 0 folgt dies direkt aus (2), da ja § und M positiv und ¢, (z)
nichtnegativ sind. Ist dagegen |r —a| > 4§, so ist v,(z)/6* > 1, so dass sich (3)
aus (1) ergibt.

Auf (3) wenden wir nun die positiven Funktionale ®,, an und erhalten

2M 2M

—€ (bn<1) - ?q)n(wa) < (I)n<f) - f(a) q)n(l) < 5(1)71(1) + ?¢n(¢a)'

Fiir n — oo folgt mit den Voraussetzungen: Jeder Hiufungspunkt der Folge @, (f)
liegt im Intervall [f(a) — ¢, f(a) + ¢]. Da dies nun fiir jedes ¢ > 0 gilt, folgt die
Behauptung.

Schritt (B): Ist @, : Cla,b] — R eine Folge linearer, positiver Funktionale und
gelten mit « € [a,b] die Bedingungen

D, (1) =1, d,(2) = a, &, = (n— o0),

so folgt ®,(f) — f(a) fiir jedes f € Cla,b].

Beweis zu (B): Mit den obigen Voraussetzungen folgt durch Ausmultplizieren:
D, (V) = Pp(2?) =20 P, (z) + o> D, (1) = 0, (n — 00),

und damit die Behauptung nach (A).

Schritt (C): Wir iibertragen (A), (B) auf eine Folge linearer, monotoner (positiver)
Operatoren L, : Cla,b] — Cla,b]. Dazu sehen wir den Parameter « € [a,b] nun
als variabel an. Wie in (A) findet man

Ve,a €la,b: —2M < f(z)— f(a) < 2M, (1)
Ve,a €lab): |Jr—a|<d = —e < flx)— fla) < ¢, (2"

Ve,a€la,b: —e — 26—];41%(30) < flz)— fla) < e + 25—];41%(1’). (3)

Bei (2’) hat man die gleichméBige Stetigkeit von f zu beachten, so dass ¢ tatsichlich
nur von ¢ abhéngt.

Die Anwendung von L,, auf (3') (bei festem «) ergibt

<L) = 2 L) S L)~ F@) L) S <L) + 55 L)
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oder

(e F@) L) — 25 LaWa) € Lall) < (e F@) La(1) + 25t Lu(i)

Nun konvergieren L, (1)(t) — 1 und L,(¥s)(t) — (t* — 2at + o?) gleichméiBig
auf [a, b] fiir n — oco. Letzteres sieht man wieder durch Ausmultiplizieren und An-
wendung der Voraussetzungen des Satzes. Zum vorgegebenen € > (0 gibt es also ein
N = N(e), so dass der Abstand zu den Grenzwerten fiir alle n > N und t € [a, b]
hochstens e (im ersten Fall) bzw. € §2 (fiir den zweiten Grenzwert) betréigt. Speziell
fiir t = «v ergibt sich damit die Abschétzung (n > N(¢))

—(e=fla)(I1+e) = 2Me < Ly(f)(a) < (e+ fla))(1+e) +2Me,

und damit die gleichmafsige Konvergenz L, (f)(a) — f(a) fir n — oo. O

Fiir den Raum der reellen, stetigen, 2 7 - periodischen Funktionen
= {feCR): VteR: f(t+27n)=f(t)} (4.4)

lasst sich die folgende Variante des Korovkinschen Satzes zeigen:

Satz (4.5) (Korovkin IT)

Sei L, : Cy, — Cy, eine Folge linearer, monotoner Operatoren. Gilt dann fiir
die drei Funktionen fy(t) :=1, fi(t) := cost und f5(t) := sint die gleichméBige
Konvergenz L, (fx) — fr, n — 00, so folgt hieraus die gleichméBige Konvergenz
L,(f) — f, n — oo, fur alle Funktionen f € Cq,.

Definition (4.6) (Bernstein, 1912)
Die Operatoren B, : C[0,1] — II,,, n € Ny, definiert durch

n

B.(f)(t) = Z(Z) U GO R T

k=0

heiflen Bernstein - Operatoren.

Bemerkungen (4.7)

a) B,(f)(t) ist stets eine Konvexkombination der teilnehmenden Funktionswerte
f(k/n). Man beachte insbesondere die Ahnlichkeit zur binomischen Formel

B,(1)(t) = Z(Z) -t = (1 -t)" = 1.

Man beachte aber auch die Ahnlichkeit zur Lagrange-Darstellung des Interpolati-
onspolynoms in den Knoten t;, := k/n.
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b) B, ist offensichtlich ein linearer Operator. Er ist auch positiv und damit mono-
ton,

er ist jedoch kein Projektor. Fiir das Lagrange-Polynom ¢; zu den Knoten ) ergibt
sich ndmlich

B = (1) ea-0 £ 60,

Satz (4.8)

Fiir alle stetigen Funktionen f € C[0,1] konvergieren die Bernstein-Approxima-
tionen auf [0, 1] gleichméafig gegen f: B,(f) — f, (n — 00).

Beweis: Nach dem Satz von Korovkin geniigt es zu zeigen, dass B,(fx) — [k,
gleichmiiBig auf [0, 1], fiir fx(¢) :=* und k =0, 1,2 gilt.

k=0: B,(1)(t) =1 — 1, (n—o0)

=t e = Y( ) fa-ot

k=0

- (n—1)! k n—1)—(k—1
DN Ty ey A A

k=1

= t(t+(1-t)""' =t =t (n—o00)

k=2: Durch elementare Umformung rechnet man nach
B,(t*)(t) = i ") k(1 — )Rk /n)? = nole 1y
" k n n
k=0
Damit wird
—1 1
IBa(t2) — ]l = max |—— + —t — £
t€[0,1] n n
1 1
= — max |—t*+t] = — — 0.
n telo,1] 4n O

Folgerung (4.9) (Approximationssatz I; Weierstraf3 1885)

Zu einer stetigen Funktion f € Cla,b] und e > 0 existiert ein Polynom p €
I[a,b] mit ||f —plle < e. Anders ausgedriickt: Der Polynomraum I[a, b]
liegt dicht in Cla, b] beztiglich der || - ||oo - Norm.
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Bemerkungen (4.10)

a) Fiir praktische Approximationen sind die Bernstein-Operatoren nur bedingt
geeignet, da die Konvergenz sehr langsam ist. Dies wird durch die im Beweis zu Satz
(4.8) aufgezeigte Beziehung || B,(t?) — t*||l«c = 1/(4n) verdeutlicht. Andererseits
hat die Approximation B, (f) theoretisch interessante Eigenschaften, vgl. z.B. den
Satz (4.13). In Abbildung 4.1 ist die Bernstein Approximation zu f(t) := sin(3 7t)
fiir n = 10 und n = 100 dargestellt.
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Abb. 4.1 Bernstein Approximation, n = 10, 100.

b)  Zur numerischen Auswertung der Bernstein-Operatoren lassen sich die
Bernstein-Polynome

Bl (t) = ( Z ) tF (1 — )" F, k=0,...,n, (4.11)
verwenden. Diese lassen sich wie folgt rekursiv berechnen

Bp(t) = t B[ (t) + (1—t) By '(t), BY(t):==1, B"{'(t) := B! '(t) := 0. (4.12)

0.8F

0.6F

0.4F

0.2F

0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abb. 4.2 Bernstein Polynome Bj.
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Satz (4.13)

Fiir alle stetig differenzierbaren Funktionen f € C'[0,1] konvergieren auch die
ersten Ableitungen der Bernstein Approximationen B, (f) gleichméBig auf [0, 1]
gegen f": B,(f) — f', n— oc.

Beweis: Nach dem Satz (4.8) gilt B,(f’) — [’ gleichméBig auf [0, 1]. Es geniigt
daher zu zeigen, dass

1Bn(f) = Bpsa(f) e = 0, (n— 00).

Hierzu formen wir um

sy - &8 (*) pac

k=0
n+1
B (n+1)! B ] k
B ;(/ﬂ—l)!(n—i—l—k)!tk Ha-ym kf(n+1)
= 1)! k
. (n+1) w1 k
= Xamop !t T G
~(n . ko ok+1
B ;(k)tk(l_t) kf[n+1’n—l—1}
— Z(Z)tk(l—t)n_kf/(Tk), ni—kl<7—k<flii.
k=0

Damit folgt

Wir sehen uns im Folgenden noch kurz eine Variante des Weierstra3ischen Approxi-
mationssatzes fiir periodische Funktionen an. Dazu sei mit

To = {f€Cor: f(t)=F + > lancos(ht) + besin(kt)], ax,bx € R} (4.14)
k=1

der (2n+1)-dimensionale Vektorraum der (reellen) trigonometrischen Polynome vom
Maximalgrad n bezeichnet. Bekanntlich bilden die Funktionen cos(kt), sin(kt) eine
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orthogonale Basis von T, beziiglich des Standard - Skalarproduktes. Jedem f € Cy,
wird die Fourier - Summe

Su(F)®) = L 43 [a cos(kt) + by sin(kt)

2
k=1
1 27
a, = —/ f(t) cos(kt) dt, k>0, (4.15)
- .
0
] 2m
by = _/ f(t) sin(kt) dt, k>0,
™

0

zugeordnet. S, (f) lasst sich als Projektion von Cy, auf T, deuten. Man beachte,
dass die Fourier-Koeffizienten a, und by vom Approximationsgrad n unabhéngig
sind. Wir werden uns spéter mit der Approximationsgiite S, (f) — f und der Kon-
vergenzeigenschaft S, (f) — f ausfiithrlicher beschéftigen. Wir geben zunéchst eine
Integraldarstellung der Fourier-Summe an, die sich aus einfachen trigonometrischen
Umformungen ergibt.

Satz (4.16) (Integraldarstellung)
Fiir f € Cq,, gilt

Sln [(n+1/2)(x —t)]
i /f e[z =13 ©

sin[(n + 1/2)6)]

Der Kern in dieser Integraldarstellung D, (6) : heifit auch
2 sin[f/2]
Dirichlet - Kern.
Beweis: Nach Einsetzen der Koeflizienten in (4.15) ergibt sich
27 n
1 1 . .
Su(f)t) = —/ f(0) {5 + Z cos(kt) cos(k8) + sin(kt) sin(k6) } df
T
0 k=1
1 27 1 n
_ ;/ 70) {5 + > cos(i(t — 0))}ao
2 k=1
27

_ %/ f(t+8) {% + 3 cos(kt) }db

0
1 27
_ %O/f(tw) D, (6) db.

Die vorletzte Gleichung ergibt sich aufgrund der (2 7) - Periodizitét des Integranden,
die letzte Gleichung durch Ausmultiplizieren von sin(6/2){1/2 + >__, cos(k6)}
und Anwendung der Relation cosa sinff = 0.5 (sin(a + 3) — sin(a — 3)). O
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Die Fourier-Summe selbst ist noch nicht zur Anwendung des zweiten Korovkinschen
Satzes geeignet, da S, nicht positiv ist. Statt dessen definieren wir den Fejér -
Operator durch

Ff)() = = S0, feCon (4.17)

Setzt man die Integraldarstellungen (4.16) hierin ein, so ergibt sich mittels trigono-
metrischer Umformung die folgende Darstellung fiir den Fejér-Operator

SlIl [(n/2)(z —t)]
Fa(£)(®) := nw / J( 2 sin?[(x — t)/2] e (4.18)

sin?[(n/2)0]

2 sin?[0/2] heifit entsprechend der

Der Kern dieses Integralausdrucks o, (6) :=
Fejér - Kern von f.

Anhand der Darstellung (4.18) sieht man, dass F}, ein linearer und monotoner (posi-
tiver) Operator auf C,, ist. Ferner ergibt sich direkt aus der Definition der Fourier-
Summe

F,@t) =1 —1
n —
F,(cos)(t) = cost — cost (4.19)
n
-1
F.(sin)(t) = n sint — sint,
n

wobei die Konvergenz jeweils gleichméfig ist. Damit sind die Voraussetzungen des
Korovkinschen Satzes (4.5) erfiillt und wir erhalten den zweiten WeierstraBschen
Approximationssatz.

Satz (4.20) (Approximationssatz II; Weierstraf} )

Zu einer stetigen, 2 m-periodischen Funktion f € Cy, und & > 0 existiert ein
trigonometrisches Polynom p € T := {J, .y T mit [|f —pllec < e  Anders
ausgedriickt: Die trigonometrischen Polynome T liegen dicht in Cy, beziiglich
der || - ||oo - Norm.
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5. Splinefunktionen

Interpolation mit Splines.

Die im dritten Kapitel geschilderten Schwierigkeiten bei der Interpolation mit
Polynomen hoheren Grades bzgl. der Approximationsgiite lassen sich dadurch iiber-
winden, dass man auf stickweise definierte Polynome als approximierende Funktio-
nen ausweicht.

Schrianken wir uns zunéchst auf den héufig auftretenden Fall der stiickweise kubi-
schen Polynome ein, so ergibt sich die folgende Problemstellung:

Gegeben seien Interpolationsknoten in einem Intervall [a, b]:
A: a=tg<ti<...<t,=0b, (5.1)

sowie Daten f; = f(¢;), j = 0,...,n einer vorgegebenen Funktion f € Cla,b|.
Gesucht ist eine (stetige) Funktion s: [a,b] — R mit den Eigenschaften

(@) sli00 € I3, (b) s(tj) = f;,7=0,...,n. (5.2)

Setzt man das kubische Polynom im j-ten Teilintervall [t;,¢;41] mit
s(t) = pi(t) = a5 + bt —1;) + ¢;(t — ;)" + dj(t —1;)° (5.3)

an, so erkennt man, dass zur Festlegung der Koeffizienten pro Teilintervall zwei
Informationen fehlen.

Zur Festlegung kénnte man zusétzlich Ableitungen f; vorschreiben, also neben (5.2)
fordern

p;(%) :fJ/’ p;(tj+1> :fjl-+1, j :0,,77,— 1. (54)

Man beachte, dass die Daten f; willkiirlich vorgegeben werden, zumal nur f € Ca, b]
vorausgesetzt war. Zugleich schriankt man die approximierenden Funktionen damit
auf C'-Funktionen ein.

Mittels einfacher Rechnung ergeben sich hieraus die eindeutig bestimmten Koeffizi-

enten
a; = fj
b = £l
o= 3ltin] — 20 — fin (5.5)
’ L — L ’
5 fi + fizn — 2 fltg til
! (L1 — t5)°
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Die Splinefunktion ldsst sich nun leicht mittels (5.5) und (5.3) (per Intervallabfrage
und Anwendung des Horner-Schemas) auswerten.

Es gibt verschiedene Wege, geeignete Ableitungswerte f; vorzuschreiben.

A. Kubische Hermite-Interpolation. Hierbei sind die Daten f; vom Problem
her vorgeschrieben, f ist also eine C'-Funktion.

B. Kubische Bessel-Interpolation. Man bestimmt f; als Ableitung einer inter-
polierenden Parabel zu drei benachbarten Knoten:
fir j=1,....,n—1:
p; € Iy interpoliere (¢, fi), i =7 —1,5,7+1;
fi = pj(ty);
fir j=0: f5 = pi(to);
fir j=n: fl = pl,_(t,).

C. Kubische Spline-Interpolation. Man bestimme die fj’« so, dass s sogar eine
C?-Funktion wird, also pi(ty) = pj(t;), 5 =1,2,...,n -1, gilt. Offenbar fehlen
dann aber noch zwei zusétzliche Bedingungen.

Aus (5.3) und (5.5) erhdlt man damit das folgende lineare Gleichungssystem (j =
1,2,...,n—1):

1, 1 1 1
o 2 S e =
hjy 7 " (hj—l " hj) fit py T (5.6)
o= 3( flti, t) n Slts:ti4a] ) .
! hj1 hj 7
wobei h; = tj;1 —t;, j =0,...,n— 1. In Matrix-Schreibweise lautet das
Gleichungssystem (5.6)
!/
1 1 Jo
o 26t E) m - r
= (5.7)
1 1 1 1
hn72 2( hn72 hnfl ) hnfl f/ Tn_l

Schreibt man nun f§ und f] geeignet vor, so kann man diese Ausdriicke auf
die rechte Seite bringen und man erhélt aus (5.7) ein lineares Gleichungssystem mit
einer quadratischen (n—1,n—1) Koeffizientenmatrix, die tridiagonal, symmetrisch
und strikt diagonaldominant ist, somit auch insbesondere regulér. Das lineare Glei-
chungssystem besitzt daher eine eindeutig bestimmte Losung und diese lésst sich
numerisch stabil und effizient mittels Cholesky—Zerlegung der Koeffizientenmatrix
16sen.
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Anmerkung zur Cholesky-Zerlegung: Bei vorgegebenen Ableitungen fj, f!
erhdlt man aus (5.7) das lineare Gleichungssystem

B 1 1 1 - /
2(h—0—1|—h—1) h_l fl Tl—fé/ho
hy : T2
1
hn—2 T'n—2
1 1 1
L hn_o 2<hn72 + hnfl) | 7;_1 Tn—1— frll/hnfl

Fiir die Dreieckszerlegung der Koeffizientenmatrix verwendet man nun den Ansatz

a; € 0 1 0 v € 0
C1 Q2 . . uy 1 (%)
_= . . )
Cn—2 ’ ’ o Cp—2
0 Cn—2 0Qn-1 0 Up—y 1 0 Un—1

so dass sich die w;, v; mit dem folgenden Algorithmus berechnen lassen

vi = 2(1/he + 1/hy);
fir j =2,3,... ,n—1
uj = 1/(hj—1vj-),
v; = 2(1/hj—1 + 1/hy) — w;/hj_s;

Im Anschluss ist die Vorwérts- / Riickwértssubstitution durchzufiihren

21 = 11 — f3/ho;

fir j =2,3,...,n—2
Zj = Tj — Uj ijl;
. _ f/ h _ .
Zn—1 = Tn—1 n/ n—1 Up—1 Zn—2;
/! [ .
n—1 -+ Zn—l/vn—la
fir j =n—-2,n-3,...,1

o=z = fla/hy) v

Bei vorgegebenen Randableitungen f = f'(to), f. = f'(t.) ist also die interpolie-
rende kubische Splinefunktion eindeutig bestimmt und werde mit s; bezeichnet.

Andere Randvorgaben (5.8)
(i) Natiirliche Randbedingungen: s"(to) = s"(t,) = 0.

(ii) Periodische Randbedingungen: Ist f eine periodische Funktion, gilt also
f(to) = f(tn), so fordert man zusétzlich s'(ty) = s'(¢,) und s"(tg) = s"(t,).
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Definition (5.9)

Der lineare Raum der kubischen Splinefunktionen zum Gitter A = {t; < ... <t,}
werde definiert durch

Sy(A) = {s: [to,ta] > R: 5 € C2lto,tn], sl € Ha(V5)}

Satz (5.10) (Extremal- und Approximationseigenschaften)
Sei f € C*la,b] und bezeichne

Int[f] := {g € C*[a,b]: g(t;) = fj, j=0,...,n, ¢t)=f(t:), i=0,n}

die Menge der (die Daten der Funktion f) interpolierenden C*-Funktionen. Dann
gelten fiir den interpolierenden kubischen Spline sy € Int[f]NS3(A) die folgenden
Eigenschaften

2 voemls): [(jora < [@@)rd
b) Vse S3(A): /(f”(t)—s;i(t))th < /(f”(t)—s”(t))th.

Interpretation:
Unter allen interpolierenden C2-Funktionen minimiert der kubische Spline das so
genannte Holladay-Funktional I(g) := [’(¢”(t))2dt. Dieses kann gedeutet

a
werden als eine Approximation der Kriimmung von sy.

Unter allen Splinefunktionen auf dem Gitter A ist s; diejenige, fiir die s’ die zweite
Ableitung f” am Besten approximiert (im Lo-Sinn).

Beweis: Zunichst zeigen wir die folgende Orthogonalitatsrelation
b
Vs Sy(A), g€ Tntlf] - / S0 (G0 — i) dt = 0. (5.11)

Mittels zweimaliger partieller Integration ldsst sich das Integral ndmlich umformen
zu

b -1 t]’+1

/S//(g// B S/J;) _ Z{S//<g/ B S/f)|2+1 . S///(g . Sf)‘ZH + / 8(4)(9 . Sf)}

a J=0 t;

Der erste Summand verschwindet wegen der Stetigkeit von s"(¢" — s%) und wegen
g’:s’f:f/ in t=a,b.

Der zweite Summand verschwindet wegen g=s;=f in t=t;, j=0,...,n.

Der dritte Summand verschwindet schlieflich wegen s = 0.
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Damit ist die Orthogonalitétsrelation (5.11) gezeigt. Wir kommen zum eigentlichen
Beweis:

b b b b
ma) [l -t = [ - [ -2 fsje— s
b b
=612 [(9")? = [(s})* > 0.
b b
mb):J( = [ s
’ 2 ’ 2
S LG (D
b b
a2 fur s
’ 2 b 2
=eay S =) + [(s7 =)
’ 2
"o_n
> {(f Sf) . O

Beispiel (5.12)

Fiir das Rungesche Beispiel, vgl. (3.10) und (3.17), ist in Abbildung 5.1 die kubische
Spline-Interpolierende fiir n = 6, dquidistante Knoten und natiirliche Randbedin-
gungen aufgezeichnet.

Abbildung 5.2 zeigt die Fehlerfunktion fiir das gleiche Beispiel mit n = 20. Man
vergleiche auch die Abbildungen 3.3 und 3.4.

Abb. 5.1 Beispiel von Runge, natiirlicher kubischer Spline, n = 6.
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Abb. 5.2 Beispiel von Runge, natiirlicher kubischer Spline, n = 20.

Definition (5.13)

In Verallgemeinerung von (5.9) definieren wir fiir m € Ny und Knoten a = tg <
t1 <...<t, =0 den linearen Raum der Splinefunktionen vom Grad m und zum
Gitter A ={ty <...<t,} durch

Sm(A) = {8 . [t[)atn] —R: s¢ Cm_l[to,tn], 8‘[tj,tj+1[ € Hm(V]), 3‘[15”71715”} < Hm}

4 4
3 r— 3
2 *——o 2
1 &— 1
o—
0 0
-1 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4

Abb. 5.3 Spline vom Grad m = 0 (Treppenfunktion) und m =1 (Polygonzug).

Satz (5.14)

Sp(A) ist ein linearer Teilraum des Vektorraums RIo®]  der Dimension
dim S,,(to,...,tn) = m+n.

Beweis: Dass 5,,(A) ein reeller Vektorraum ist, ist unmittelbar klar. Zur Dimen-
sionsbestimmung verwenden wir eine Basisdarstellung der Splines s € S,,,(A). Nach
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Definition hat man eine eindeutige Darstellung s(t) = p;(t), p; € II,,, auf dem
Intervall [t;,t;41]. Daher gilt

(i) po € Spann{l, (t —tg), ..., (t —1t9)™}

Ferner ist s € S,, nach Definition eine C"™!-Funktion. Daher muss Pj+1 — p; in
tj+1 eine m-fache Nullstelle besitzen. Es gilt somit

(ii) pi+1(t) — pi(t) = Bja (t =)™, i1 ST <ty

wobei 341 eindeutig bestimmt ist. Setzt man also

o) 0, fiir t < t;, 15
VT @ —ty), fir t >t '

so erhélt man die Spline-Darstellung

[y

n—

s) = S ailt—t) + Y B (t—t)7 (5.16)

1

i=0 j

mit eindeutig bestimmten Koeflizienten «;, 3;. Insbesondere ist (5.16) eine Basis-
darstellung fiir S,,,(A). O

B-Splines.

Die obige Basis-Darstellung (5.16) ist fiir die numerische Auswertung wenig geeignet.
Zum Einen ist sie anfillig gegeniiber Ausloschung (also Verlust an Genauigkeit) zum
Anderen ist sie nicht lokal, d.h. lokale Stérungen in s (z.B. Messungenauigkeit der
zu interpolierenden Funktionswerte an einer bestimmten Stelle) wirken sich im Allg.
auf alle Koeffizienten in der Darstellung (5.16) aus.

Gesucht ist dagegen eine Basisdarstellung, deren Basis-Splines (B-Splines) einen
moglichst kleinen (kompakten) Triger besitzen. Eine solche B-Spline-Darstellung
hat die Form

S(t) = i &% Bm3<t>, (5].7)

j=—m

wobei man mit einem beidseitig erweiterten Gitter
by <ty < oo < tg < ... <ty < ... < tpim (5.18)

arbeitet (m beliebige zusétzliche Knoten jeweils links von ¢y und rechts von ¢,,) und
By j € Sp(t_m, ..., tntm) ein Spline vom Grad m mit Tréger [¢;,;4m+1] bezeichnet.

Fiir m = 3 hat man beispielsweise die B-Splines Bs _3, Bs _9, ..., Bs,_1, wobei
Bs ; den Tréger [t;,t;14] besitzt.

Die Vorteile der B-Spline-Darstellung (5.17) gegeniiber der Darstellung (5.16) liegen
auf der Hand:
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e Es sind stets nur m + 1 Summanden in (5.17) auszuwerten, namlich fiir ¢ €
[t;,tj11] lediglich die Summanden mit den B-Splines By, j—m, - ., Bm, ;.

e Die Darstellung ist lokal, d.h. eine Stérung in f; beeinflusst hochstens die Ko-
effizienten oj_,, ..., a;.

e In vielen Anwendungen (z.B. in finiten Element-Programmen) sind Integrale
der Form ﬁi” s(t) f(t)dt auszuwerten. Setzt man die Darstellung (5.17) hierin ein,
so verbleibt die Berechnung der Integrale [ B,,;f(t)dt iiber einem jeweils kleinen
Trager.

Konstruktion der B-Splines.

Wir suchen einen Spline By, ; € Sy, (t—m, - . ., tntm) mit den Eigenschaften B, ; # 0
und B, ;(t) =0 fiir alle ¢ ¢ [t;,t;1,], wobei p moglichst klein sein soll.

Nach (5.16) hat man damit eine Darstellung
J+p

Bu(t) = Y di(t—t)7, (5.19)

Jjt+p
wobei wir fordern V¢ > ¢4, : Z d; (t —t;)™ = 0. Multipliziert man dies
i=j

mittels binomischer Formel aus, so ergibt sich
m m J+p
Vit Zo(r)<_1) St ) =0
r= 1=)

und damit das folgende homogene lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der
dj ey dj+pl
Jj+p

Vr=0,1...m: > td = 0. (5.20)
i=j

Die Koeffizientenmatrix dieses linearen Gleichungssytems hat maximalen Rang (=
m + 1; die ersten m Spalten bilden gerade die Vandermonde Matrix zu t;, ..., t;j4m)
und ist daher nur fiir p > m + 1 singulér.

Wir wihlen p minimal, also p = m + 1. Dann hat (5.20) einen eindimesionalen
Losungsraum und wir kénnen noch einen Normalierungsparameter frei wéhlen.

Fiir eine spatere Anwendung halten wir fest:

Bemerkung (5.21)
Gilt fiir ein p < m und Koeffizienten d;,...,d;;,

Jj+p
Vi <t <tjpp: » di(t—8)7 = 0,
i=j

so verschwinden notwendigerweise alle Koeffizienten d; = ... =d;4, = 0.
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Um eine explizite Losungsdarstellung zu erhalten, verwenden wir die Lagrange-
Darstellung des Interpolationspolynoms und nutzen aus, dass die Monome t",
r = 0,...,m + 1, bei den Interpolationsknoten ¢;,...,t;;my1 exakt interpoliert

werden, also
j+m+1

Vr=0,....m+1: t" = Z tr (1),
=]
wobei /; die entsprechenden Lagrange-Polynome bezeichnen. Vergleicht man hierin
die Koeffizienten von ™! so ergibt sich mit (3.7)

j+m+1 j+m+1 1
Vr=0,....m: 0 = t: .
r m ZZ:]: 7 ( H tz - ty>

v=yj,v#£i

Durch Vergleich mit (5.20) und geeigneter Normierung der d; (die Normierung ist so,
dass S"! B, ; = 1ist; vgl. (5.26)) ergibt sich die folgende explizite Darstellung

=—m

der B-Splines (j = —m,...,n—1)

Jjtm+1l [/ j+m+l 1
Buj(t) = (tjpmir —15) Y ( 11 t, —t;

=i \v=ju#i ¥

) (t—t;)T (5.22)

Beispiele: m = 0:

(t—t;)% | (E—tin)S
Boj(t) = (tj1 —1j){ tin Gt Ty '+1+
J J J J

= (t—t;)% — (t—1t;11)%

B {1, fir ¢, <t<tj

0, sonst
m=1
(t—t)+ (t—tj1)+
Buit) = (2= 1) J - J
’ ! i (L1 = 85) (G2 — 85) (8 — tya) (G2 — 1)
N (t—tjr2)+
(tj — tjt2) (Gj41 — tj42)
t—1;
— fir  t;<t<tjn
L1 —
_ tizg —1t
= ) ) fir g <t <t
tiva — tjv
0, sonst

Zur numerischen Auswertung ist (5.22) natiirlich nur schlecht geeignet. Hier kann
man sich zunutze machen, dass die B-Splines B,,; analog zu den Newtonschen
dividierten Differenzen und den Bernstein—Polynomen einer Dreiterm-Rekursion
geniigen:
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Satz (5.23)
Die B, ; geniigen der Dreiterm-Rekursion ({=1,...,m, j=—-m,...,n+m —
¢—1)

t—t; t; —t
L By (t) + B Be_1j11(t)

Byt) = ——
i) tive — 1 tiver1 — i1

Start der Rekursion:

1, falls ¢, <t <ty )
By = : 7= It =—m,... —1.
0,5 { 0’ sonst y J m, , 1 +m

Beweis: (mittels vollstandiger Induktion iiber ¢)

Fiir ¢ = 1 rechnet man aus der Rekursion (5.23) unmittelbar die obige explizite
Darstellung fiir m = 1 nach.

Fiir B,y (t) und By_q ;4+1(t) gelten nach Induktionsvoraussetzung die entsprechen-
den Darstellungen (5.22). Wir haben zu zeigen, dass diese dann auch fiir By; —
berechnet nach (5.23) — gilt. Dazu setzen wir die Darstellungen in die rechte Seite
von (5.23) ein und formen um

t—t; t. —t
By;(t) = P _] ‘ Be_14(t) + M+—1_ By_1j41(t)
t]+€ t] t]+€+1 t3+1

= (t—1;)) ( 1T tuiti> (t— )t

i=j v=74,v#£i
JHe+1 JHe+1 1
-1
T (e =) Z ( H 1, — m) (=t
i=j+1 \v=j+1,v#i
4+ JjH+e+1 1
= > (t—t;) (tjepr — 1) ( 11 ; —t-) (t—t)5"
i=j v=jv#i ¥ v
JHe+1 i
+ > (e — 1) (E — 1) < 11 ; —t~) (t—t)5"
i=j+1 v=jv#i ¥ v
jHl+1 Jt+e+1 1
= Y {{t—t) (tjremr — t) + (s — 1) (5 — i) } ( 11 P t-) (t—t)5"
i=j v=j,v#i v i
Durch Ausmultiplizieren der geschweiften Klammer findet man
{0 = (e — 1) (=)
und somit genau die Darstellung (5.22) fiir By ;. O
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Tableau zur Berechnung von B,,; : (j =—-m,...,n—1)

By,;
Boji1 Biy

Bojia  Bijs

Bojsm Bijtm-1 - By,

Anmerkung : Zur numerischen Auswertung von (5.23) geniigt es, ein eindimensio-

nales Array zu verwenden, etwa By, ..., B,,, und das Tableau wie folgt zu speichern:
By
B1 By
By, B
B,, Bn_1 ... By

Es ergibt sich dann der folgende Algorithmus zur Berechnung von B,, ;(t).
Algorithmus (5.24):
Fir £=0,1,...,m:

B, — 1, falls t_7+k S t < t]‘+k+1, (S bei k£ = m)
ko 0, sonst;

Fir (=k—1,k—2,...,0:

t—1; t; —1
Uitk — Tjve Uitk+1 — Ljves

Bm,j (t) — BQ.

Satz (5.25) : Es gilt:
> 0 fiir tj <t < tj+m+17

Bin,;(t)
=0 fiir t S t]’, t 2 tj+1+m-

Beweis: Man sicht dies unmittelbar mittels der Rekursion (5.23) per vollstandiger
Induktion. O
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Abb. 5.4 B-Splines B,,o, m = 1,2,3,4.

Satz (5.26) :

Auf dem Intervall [to,t,] bilden die B-Splines B,,;, j = —m,...,n—1 eine
Zerleqgung der Eins:

n—1
VtEftotal: > Bmy(t) = 1

j=—m

Beweis: (per vollst. Induktion iiber m)
m = 0: Klar nach Definition der By ;.

m-—1=m: Summation mittels (5.23) liefert

n—1 n—1
t—1 Litms1 — 1t
Z B ;(t) = Z {ﬁ Bn-15(t) + tj——t Bpo1j+1(t)}
j=—m j=—m Jj+m J j+m+1 j+1
n—1 n
t—1; tivm — 1
- Z t. _JtA Bm_lﬂj(t) + Z ]—F—_t Bm—laj(t>
j=—m jm J j=—m+1 J+m J
n—1
t— t—m tn m t
= ——" Bum() + Y Buo1j(t) + ——— Bu1a(t)
to - t,m JE——) n+m tn
= ]_7
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da die Splines B,y —, und B,,_1, auf [t,t,] verschwinden und aufgrund der
Induktionsannahme. O

Satz (5.27) :
Die B-Splines B,,;, j=—m,...,n—1 bilden eine Basis von S,,(to,...,t,).

Beweis: Wegen dim S, (to, ..., t,) = m+n geniigt es zu zeigen, dass die B-Splines

By, j=—m,...,n— 1, linear unabhéngig sind. Gelte also mit a; € R:
YVt € [to, tn) : Z ;B ;(t) = 0. (1)
j=—m

Wir haben zu zeigen, dass alle a; verschwinden. Setzt man in die obige Gleichung die
B, ; geméf (5.22) ein, so erhélt man nach Umsortierung der Summe eine Darstellung
der Form

Jj+m+1 n+m
s(t) = Z Q; Z iy (t Z)T Z o Z cij(t—1t)
j=-m j=—m i=—m
n+m n—1 n+m
- Z ( Z ajcig) (t=1)F = Z d; (t —t;)7
i=-m j=-m i=—m

Hierbei bezeichnen ¢;; die (nicht verschwindenden) Koeffizienten aus (5.22). Ge-
nauver gilt ¢;; #0 fir j <7< j+m+1 und es wird gesetzt ¢;; := 0 fiir alle
1 <7 und fir alle ¢ > j4+m+ 1.

Betrachtet man nun die Teilsumme 3(t) := S0 d; (t —t;)™, so gilt nach Vor-
aussetzung V't € [to,t1] @ §(t) = 0.

Aufgrund der Bemerkung (5.21) tiber den minimalen Tréger eines Splines folgt
hieraus aber d; =0, j= —m,...,0. Damit ergibt sich rekursiv

j=-m: d_, = E O Copmj = Oy Copy gy, = 0
j=—m

= a_p =0,

n—1

J=—m+1: d_pp = E O Comilj = O myl Comyt,—my1 = 0
j=—m+1
= A1 = 0,

u.s.w. Insgesamt folgt daraus V —m < j <0: a; = 0. Es bleibt somit nach (1):
n—1
Vit e [to,tn]: s(t) = Zozj B, (t) = 0.
j=1
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Mit (5.25) sieht man aber unmittelbar, dass diese Relation nur fiir a; =0, 1 <j <
n — 1 gelten kann. O

Anmerkungen (5.28)

a) Die B-Splines B,,; sind C" '-Funktionen auf R. Man kann die zusitzlichen
Knoten ¢_,,,...,t_y und t,41,...,%,4,m 1m Sinn eines Grenzwertes als Mehrfach-
knoten in ty bzw. t,, wihlen. Hierdurch reduziert sich die Differenzierbarkeitsordnung
in tp und t,. Die B,, ; lassen sich auch in diesem Fall, also bei der Knotenwahl

t_m:...:t0<...<tn:tn+1:...:tn+m, (529)

mit Hilfe der Dreiterm-Rekursion (5.23)

t—t; t; —t
T B(t) + T B ()

B,i(t) =
i) Lite — 1t Lipor1 — tjpr

berechnen. Dabei ist die folgende Zusatzregel zu beriicksichtigen: Tritt in einem
der beiden Summanden von (5.23) der Nenner Null auf, so ist der entsprechende
Summand wegzulassen.

b) Waihlt man die Knoten ¢; nach (5.29) und bildet jeweils die Mittelwerte z; :=
(X tivs)/m, j=-m,...,n—1,s0owird zu f € Clto,t,] durch

spt) = X F(@5) Buy(t) (5.30)

ein Spline sy € S,,(to,...,t,) definiert.

sy ist kein interpolierender Spline, jedoch wird durch s,,(f) := sy, analog zu
(4.6) und (4.18), ein positiver, linearer Approximationsoperator s, : Clto,t,] —
Sm(to, - .., t,) definiert.

sy heifit nach Schoenberg variationsvermindernder Spline. Anwendungen finden va-
riationsvermindernde Splines im CAD (computer aided design).

Der Satz von Schoenberg, Whitney.

Wir betrachten die folgende Interpolationsaufgabe (5.31):

Zu vorgegebenen Spline-Knoten a = tg < ... < t, = b und (evtl. von diesen
verschiedenen) Interpolationsknoten a < z1 < ... < Zpym < b wird zu f € Cla,b]
eine Splinefunktion sy € Sy, (to, ..., t,) gesucht mit

Vi=1,...,n+m: sp(z;) = f(x;).

Man beachte, dass Spline-Knoten und Interpolationsknoten in der obigen Formu-
lierung der Interpolationsaufgabe durchaus verschieden sein koénnen. Andererseits
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treten keine zusétzlichen Randbedingungen wie in (5.8) auf, da die Anzahl der In-
terpolationsknoten mit der Dimension des Spline-Raumes iibereinstimmt.

Wir fragen nun, fiir welche Knotenwahl (¢;), (x;) die obige Interpolationsaufgabe
eindeutig l6sbar ist. Eine Antwort gibt der folgende

Satz (5.32) (Schoenberg, Whitney, 1953)
Die Interpolationsaufgabe (5.31) besitzt genau dann fiir jedes f € Cla,b] eine
eindeutige Losung, wenn die folgende Knotenbedingung erfiillt ist:

Vj:1,2,...,n—1: T, < tj < Zjtm+1- (533)

Bemerkung: Man mache sich die Aussage (5.33) fiir den Fall m =1 klar. Hier
ist der Spline ein Polygonzug. Sie bedeutet:

xr € [to,tl[, xZ; G]ti,g,ti[ (i:2,...,n), Tn+1 E]tnfl,tn].

Beweisidee zu (5.32): Wir gehen wieder von einem beidseitig erweiterten Spline-
Gitter (5.18) aus. Man iiberlegt sich zunéchst, dass die Aussage (5.33) dann #dqui-
valent ist zu den Vorzeichenbedingungen

Vi=1,2,....,n+m: Bpim-(zx;) > 0. (5.34)

Ferner bedeutet die eindeutige Losbarkeit der Interpolationsaufgabe, dass das fol-
gende lineare Gleichungssystem bei beliebiger rechten Seite eine eindeutig bestimmte
Losung aj, j=—m,...,n—1, besitzt

n—1

Z a; By j(z) = flx), i=12,...,n+m. (5.35)

j=—m

Wir zeigen (5.35) = (5.34): Wire By, ig—m-1(xi,) =0 furein io € {1,2,...,n+m},
so wiirde folgen z;, <t;,_,—1 oder mz;, >t;,.

Im ersten Fall (x;, < tjg—m—1) ist By () =0 fiir j >ip—m—1 und z < zy,.
Die ersten iy Gleichungen von (5.35) lauten damit

ig—m—2

Z Q; Bmd(xi) = f(xl), 1= 1, 2, R ,io.

j=—m

Dies sind aber 7y Gleichungen fiir io — 1 Unbekannte. Es gibt also rechte Seiten f(x;),
fiir die das Gleichungssystem keine Losung besitzt.

Analog haben im zweiten Fall (x;, > t;,) die letzten n + m + 1 — iy Gleichungen
von (5.35) die Form

Z % BmJ(ZL'Z‘) = f([L‘Z), i:io,i0+1,...,n+m.



Auch dieses Gleichungssystem hat weniger Unbekannte als Gleichungen, ist also
nicht fiir alle rechten Seiten losbar.

Zur Umkehrung zeigt man, dass das homogene lineare Gleichungssystem (also
f(x;) = 01n (5.35)) unter der Voraussetzung (5.34) nur die triviale Losung o; = 0
besitzt.

Auf diesen technischeren Teil des Beweises verzichten wir hier und verweisen dazu
auf das Lehrbuch von Powell. O

Bemerkungen (5.36)

a) Unter der Voraussetzung des Schoenberg, Whitneyschen Satzes ist das fiir
die numerische Berechnung zu losende lineare Gleichungssystem (5.35) eindeutig
losbar, die Koeffizientenmatrix ist also regulér, nicht negativ und sie besitzt zudem
Bandstruktur. Genauer: B, j_n,_1(z;) = 0, fir |i —j| > m + 1. Das lineare
Gleichungssystem lésst sich mit dem GauBschen Eliminationsverfahren (ohne
Pivotsuche!) effizient und numerisch stabil 16sen.

b) Haben Spline- und Interpolationsknoten die im Schoenberg, Whitneyschen Satz
geforderte Anordnung, so ist durch die Zuordnung

n—1
$mt Cla,b] = Sulto, .- t),  sm(f) = D a; By, (5.37)
Jj=—-m

mit «; nach (5.35), ein stetiger linearer Projektor gegeben. Insbesondere lésst sich
die Giite der Spline- Approximation mit dem Lemma von Lebesgue abschéitzen

1f = sm(Dllee < (L + lIsmlloc) dsuttorta)f (5.38)

dhnlich wie bei der Interpolation durch Polynome ist die Wahl der Interpolations-
knoten fiir die Gréfle der Operatornorm entscheidend.

c) Wahlt man die Spline-Knoten gemafl (5.29) (also mehrfache Knoten in den
beiden Intervallenden) und die Interpolationsknoten geméafl

€Ty = (tl,m—%—l—tl,l)/m, i:1,...,n—i—m, (539)
so sind die Voraussetzungen des Schoenberg, Whitneyschen Satzes erfiillt.
Fiir m =2 gilt dann die folgende Abschétzung fiir die Operatornorm |[[sa]/e < 2.

Fiir m =3 gilt unter gleichen Voraussetzungen |/s3||oc < 27 (de Boor, 1975).

d) Wir beschliessen den Abschnitt mit zwei Abschétzungen fiir die Minimalabwei-
chung dg,,(a)f einer stetigen Funktion f € Cla,b] zum Splineraum S,,(A), wobei
wie bisher A:={a=1ty<...<t,=>b} das Spline-Gitter und

h = ||A]| = max{[tj;; —¢t]: j=0,...,n—1} (5.40)
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den maximale Knotenabstand (die Feinheit des Gitters) bezeichnet.

Allgemein lasst sich dann die folgende Abschétzung zeigen
f € Cla,b] = dSm(A)f < wf((m +1)h/2). (5.41)

Dabei ist w¢(d) = sup{|f(z) — f(y)| : |z —y| < d} der Stetigkeitsmodul der
Funktion f.

Insbesondere konvergiert die Minimalabweichung gegen Null mit A | 0. Der Raum
der Splinefunktionen vom Grad m liegt also dicht in C|a, b].

Ist f € C'[a, b] sogar eine C'-Funktion, so gilt bekanntlich (Mittelwertsatz) w(d) <
1P| 6 und damit folgt aus (5.41)

1
feClabl = ds,a)f < mr

< 1Pl 1AL (5.42)

In Verallgemeinerung von (5.42) gilt fiir eine C*-Funktion mit & < m + 1

1)!
fGCk[a,b], kg(m+1) = dSm(A)f < (m+ )

- 9k (m_|_ 1 — k‘)' ||f(k)||oo ||A||k (543)

Aus S. Karlin: To I. J. Schoenberg and his mathematics, J. Approx. Theory, Vol.8,
1973:

... Schoenberg is noted worldwide for his realisation of the importance of spline func-
tions for general mathematical analysis and in approximation theory, their key rele-
vance in numerical procedures for solving differential equations with initial and/or
boundary conditions, and their role in the solution of a whole host of variational
problems. The fundamental papers by Schoenberg [two papers in 1946] form a mo-
nument in the history of the subject as well as its inauguration.

Aus R. Askey and C. de Boor: Im Memoriam: I. J. Schoenberg (1903-1990),
J. Approx. Theory, Vol. 63, 1990:

For the next 15 years, Schoenberg had splines all to himself. This changed around
1960, when computers became more widespread and splines first assumed their role
as the premier tool for data fitting and computer-aided geometric design. Schoen-
berg’s more than 40 papers on splines after 1960 gave much impetus to the rapid
development of the field.
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H.J. Oberle Approximation

6. L, - Approximation

Euklidische Riaume.

Im Folgenden sei (R, (-,-)) ein Euklidischer Vektorraum, also ein reeller, linearer
Raum mit einem Skalarprodukt. Bekanntlich lauten die Skalarprodukt-Axiome

(fLify 20, (L) =0« f=0

(fr9) = (9. 1), (6.1)
(afi+Bf29) = alfi,g) + B(f29)
Durch || f|| := /{f, f) wird die zugehirige Norm auf R definiert.

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

(Fol < 1fIHgli; (6.2)

dabei gilt die Gleichheit genau dann, wenn f, g linear abhéngig sind.

Parallelogrammgleichung:

1f+gl® + If —gl* = 2(1£17 + 1lgll*). (6.3)

Die Norm eines Euklidischen Raumes ist stets strikt konvex, vgl. (2.11), damit ist
die Eindeutigkeit der linearen Approximationsaufgabe gesichert, vgl. (2.14).

Charakterisierungssatz (6.4)

Ist f € R und ist V ein linearer Teilraum von R, so gilt: p* € V ist genau
dann eine Bestapproximation von f aus V', wenn der Fehler e := f — p* auf V
senkrecht steht, also fiir alle p € V' gilt: (e,p) = 0.

Beweis: Siehe Satz (2.4). Die Abgeschlossenheit von V' und die Vollstédndigkeit
von R wurde dabei lediglich fiir die Existenz einer Bestapproximation benotigt, vgl.
auch (2.3). O

Aus dem Charakterisierungssatz folgt unmittelbar die folgende Relation (Satz des
Pythagoras) fiir eine Bestapproximation p* von f

LA = If=» 17 + Il (6.5)

Im folgenden Satz beschreiben wir, wie sich die Bestapproximation im Fall eines
endlich dimensionalen linearen Raumes V berechnen lasst.
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Abb. 6.1 Charakterisierungssatz.

Satz (6.6)

Sei V ein endlich dimensionaler linearer Teilraum von R.

a) Ist (hg,...,h,) eine Basis von V, also dim(V) = n+1, so ist die Bestapproxi-
mation p* = > a;h; von f aus V gegeben durch das lineare Gleichungssystem

(ho,ho) .. {(hn,ho) o (f, ho)
: : : = E : (6.7)
(hoy hn) <o (B, hy) Qy, (f hn)
Die Koeffizientenmatrix G(hy, ..., h,) € RO+ st symmetrisch und regulér

(beachte Existenzsatz II), sie heifit Gramsche Matriz.
b) Ist (qo,-...,q,) eine Orthonormalbasis (ONB) von V, so ist die Bestappro-

ximation gegeben durch
n

= > (f4) ¢ (6.8)

J=0

(6.8) heiBt auch Fourier-Entwicklung von f bzgl. der ONB (hy, ..., h,), die Ko-
effizienten (f,q;) heiflen auch Fourier-Koeffizienten.

Beweis: zu a): Nach (6.4) ist p* = > «;h; genau dann Bestapproximation,
wenn gilt

Vk=0,1,...,n: (f—zjajhj,hk) =0
& VE=01...,n: > (hh)a; = (f ).
J
Dies ist ein eindeutig losbares lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der «;.

zu b) Im Fall einer ONB wird die Koeffizientenmatrix zur Einheitsmatrix
G(q0y---,qn) = I,y1, und damit folgt ap = (f,qx) fur alle £ =0,1,... n.

O
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Bemerkung (6.9)

Sei (qo, .- -,q,) ONB von V. Wegen (6.5) folgt fiir die Bestapproximation p* von f
aus V'

dv(f)* = IIF=p I = 1P = 117 = AP = Dol
k=0
und damit insbesondere die Besselsche Ungleichung

Yo fal < AP (6.10)
k=0

Gleichheit liegt genau dann vor, wenn f € V.

Folgerung (6.11)

Ist (gx)ren eine Folge orthonormaler Vektoren aus R und V,, := Spann(qq, - .., qxn),
so folgt fiir f € R aus der Besselschen Ungleichung, dass die Reihe Y 0% [(f, qx)|?
(absolut) konvergiert, insbesondere gilt damit

lim (f,g.) = 0, (6.12)
n—oQ
die Fourier-Koeffizienten bilden also eine Nullfolge!

Gilt dariiber hinaus, dass der lineare Teilraum V :=|JV,, in R dicht liegt (vgl. die
Weierstrafischen Approximationssétze bzw. die Aussagen iiber die Splinerdume), so
gilt lim, o dy, (f) = 0. Damit folgt aus (6.9) die so genannte Parseval-Gleichung

S Kl = 1117 (6.13)

k=0
Beispiel (6.14)
Die Funktionen
cost, sint, sin(2t), cos(2t),...

1
\/57
bilden ein Orthonormalsystem bzgl. des inneren Produktes

2T

(ro) = 3 [10gwd  fgeCan

0

Die Bestapproximation einer Funktion f € Cy, beziiglich des Raumes T, (vgl.
(4.14)) lautet damit

pr(t) = % + Z[akcos(kt) + by sin(kt)],

ap = (f,cos(kt)), bx, = (f,sin(kt)).
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Beispiel (6.15)
Gegeben seien die Mefidaten

tk . 1 2 3
yr ¢ 2.0 28 4.2

Gesucht ist eine bestapproximierende Gerade p(t) = ¢+ c1t beziiglich der gewich-
teten Norm (m > 0)

lgll> == mg(to)* + 10g(t1)* + 10g(t2)*; g € R:= C({to, t1,12}).

Offensichtlich ist die Norm zugehérig zu dem entsprechenden Skalarprodukt, so dass
wir die Lo-Theorie anwenden konnen.

Wir wihlen zunéchst die Basis ho(t) = 1, hi(t) =t. Das lineare Gleichungssystem

(6.7) lautet dann
Co 2m + 70
c1 B 2m+182 |

Dieses Gleichungssystem entspricht der Normalgleichung des linearen Ausgleichs-
problems. Man sieht, dass die Koeffizientenmatrix fiir groe Parameter m schlecht
konditioniert ist. Die Berechnung der Bestapproximation iiber diesen Weg ist daher
numerisch instabil.

m+20 m+ 50

m+ 50 m + 130

Die Losung des obigen Gleichungssystems lautet

0.96 m 1.04m + 2.8

€ = m+2’ “a = m—+ 2

Alternativ kénnte man eine orthogonale Basis wihlen, die sich mit dem Gram-
Schmidtschen Verfahren aus (hg, hy) gewinnen lésst (auf die Normierung wird hier
verzichtet). Man erhilt

m + 50
m+20°

po(t) = 1, mt) =t—a, a=

Das zugehorige lineare Gleichungssystem (6.7) erhélt dann die Form

m + 20 0 & 2m + 70
0 50m + 100 ( - ) = 52m + 140
m—+ 20 ! m + 20

Hieraus lassen sich die ¢; numerisch stabil berechnen. Durch Umskalierung der ersten
Gleichung lasst sich zudem erreichen, dass die Konditionszahl der Koeffizientenma-
trix fiir m — oo beschrankt bleibt.
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Beispiel (6.16)
Sei R := CJ[0,1], (f,g):= fol f(t)g(t)dt und V, = 11,0, 1].

Wéhlt man die Monome (1, t,. .., t") als Basis von V,,, so erhdlt man fiir die Gram-
sche Matrix

! 1/2 ... 1/(n+1) ]
1/2 /3 ... 1/(n+2)
G(1,t,...,t") =
| 1/(n+1) o 1/@2n+1) |

Dies ist bekanntlich die Hilbert-Matriz, die fiir groflere Werte von n schlecht kondi-
tioniert ist.

Als Abhilfe ergibt sich auch hier die Moglichkeit, eine orthogonale Basis mit Hilfe
des Gram-Schmidtschen Verfahrens zu konstruieren. Man erhélt hierfiir umskalierte
Legendre-Polynome.

Orthogonale Polynome.

Sei [a, b] C R ein kompaktes Intervall mit a < b. Sei R := C[a,b] und w :]a,b[— R
eine stetige, positive Gewichtsfunktion, fiir die das Integral f;w(t) f(t)dt fir alle
Funktionen f € Cla,b] (im uneigentlichen Sinn) existiert.

Durch
b

(f.g) = / w(t) (1) g(t) dt (6.17)

wird dann ein Skalarprodukt auf R erklart.

Als Teilrdume fiir eine Lo-Approximation untersuchen wir die Polynomrédume V,, :=
I1,,[a, b] und bestimmen hierzu eine Orthogonal- bzw. Orthonormalbasis von V,, bzgl.
(-,-). Da die Normierung in der iiblichen Form, ndmlich ||gx|| = 1, noch Freihei-
ten ldsst und zudem kompliziertere Wurzel auftreten, wahlen wir statt dessen die
Normierungsbedingung

e = t* + a1 t* T+ a, (6.18)

also hochster Koeffizient = 1, die die Eindeutigkeit erzwingt und zudem
pkEHk\Hk_l ergibt.
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Satz (6.19) (Uber Orthogonalpolynome)

a) Es gibt eine eindeutig bestimmte Folge von Orthogonalpolynomem (pg)ken,
mit p, € Iy \ Il—1, (pj,px) = 0 fiir j # k, und der Normierungsbedingung
(6.18).

b) Die (px) gentigen der Dreitermrekursion

pe(t) = (t—a) peai(t) — bepea(t), k=2,3,...,

{tPr—1, Pra) (6.20)

<pk717pk71> ’

(t Dh—1, D—2)

b, = )
g <pk727 pk—2>

ap =

Startwerte sind po(t) :=1, pi(t) ==t —ay.
c) Das Orthogonalpolynom py besitzt genau k einfache Nullstellen, die sdmtlich
im offenen Intervall |a,b| liegen.

Beweis: zu a), b): Mit &£ > 1 und py := 1 seien bereits normierte, orthogonale
Polynome py, ..., pr_1 konstruiert worden. Fiir das gesuchte Polynom p; gilt dann
aufgrund der Normierungsbedingung py—tpg_1 € Iy und somit nach Satz (6.6)b)
(Fourier-Entwicklung)

— Dk — tPe—1, ;) — (tpe—1, ;)

k — k—1, k—1>5
Pk — tPr—1 Z j Z J
= () = (ppi)

Die letzte Gleichheit besteht, da p; senkrecht auf II,_; stehen soll.

Fir j < k—2gilt nun (tpe_1,p;) = Pe-1,tp;) = 0, da tp; € IIy_5. Damit
bleiben von der obigen Summe nur zwei Summanden bestehen und wir haben

(tpr—1,Pk—1) (tpr—1, Pr—2)
(- (nennt)y, i)

Pk
<pk—1,pk;—2> <pk—2,pk—2>

Pk—2

= (t—ag) pr—1 — bg Pr—2-

Umgekehrt zeigt man auch unmittelbar, dass durch obige Relation ein normiertes
Polynom p;, definiert wird, das auf II;_; senkrecht steht.

zu c): Seien t; <ty < ... <t €la,b[ die m € {0,1,...,k} Punkte, an denen py
das Vorzeichen wechselt. Man beachte: Alle Nullstellen eines Polynoms p # 0 sind
isolierte Nullstellen! Nullstellen, an denen kein Vorzeichenwechsel stattfindet werden
nicht mitgezahlt. Somit wechselt ¢(t) := (t—t1)...(t—t,,) an den gleichen Stellen
das Vorzeichen. Damit folgt, dass w - q - p, iiberhaupt keinen Vorzeichenwechsel in
|a, b besitzt, also

b

@m) = / w(t) q(t) pult) di £ 0.

a

gilt.

Nun steht py nach Konstruktion auf I1;_; senkrecht, damit muss m = grad(q) > k,
also m = k sein. Da p;, als Polynom k-ten Grades aber nicht mehr als k£ Nullstellen
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besitzen kann, sind die tq,...,%,, samtliche und lauter einfache Nullstellen von py,
die zudem alle in ]a, b] liegen. O
Beispiel (6.21) (Legendre-Polynome)

Hier ist [a,b] = [—1,1], w(t) = 1. Die Orthogonalpolynome sind gegeben durch
die Formel von Rodrigues

1 a

P,(t) = — [ —-1)" 22
A0) = g [ 1)) (6.22)
Normierung:
1-3-5...2n—1
Pty = L35 Cn=l)
n!
: 0, fiir k # ¢,
/ P(t) Pty dt =
I, 2/(2n+1), fir k=1
Dreitermrekursion:
2n+1 n
P,1(t) = tP,(t) — —1(t), >1,
al) = R0 - P, n 623
Py(t) =1, Pi(t) = t.
Differentialgleichung: (Legendresche Differentialgleichung)
-1y + 2ty —nn+1)y = 0, n>0. (6.24)
Zweite Losung von (6.24): Q. (t) = Pu(t) [ dt
A\ 24): a(t) = P, —_ .
" i (=1 P
Beispiel (6.25) (Tschebyscheff-Polynome)
Hier ist [a,b] = [-1,1], w(t) =1/v/1 —t2. Die Orthogonalpolynome sind gegeben
durch
T.(t) = cos[n arccost], te[—1,1], (6.26)
Normierung:
T.(t) = 2n 1 4+ .
IT()T() 0, fir k # ¢,
k(1) Lo(l y
— L dt = /2, fir k=10 #0,
= / #
- ™ fiir k= (= 0.
Dreitermrekursion:
Toii(t) = 2tT,(t) — T,-1(t), n>1,
(6.27)



Differentialgleichung: (Tschebyscheffsche Differentialgleichung)

(1—-t)y" —ty —n*y = 0, n>0. (6.28)

Viele weitere Beispiele (auch fiir unbeschrénkte Intervalle) findet man im Handbuch
mathematischer Funktionen von Abramowitz und Stegun.

0.8f

0.6f

0.4F

0.2f

-1 -0.5 0 0.5 1

Abb. 6.2 Legendre Polynome P,, n=1,...,5.

0.8f

0.6F

0.4}

0.2}

g

-1 -0.5 0 0.5

Abb. 6.3 Tschebyscheff Polynome 7,,, n=1,...,5.

65



Satz (6.29)

Fiir die normierten Orthogonalpolynome aus (6.19) gilt: p,, minimiert die Norm
|lp|| iber allen Polynomen p € II,, die die Normierungsbedingung (6.18)
erfiillen.

Beweis: Mit II° sei der affin-lineare Teilraum der Polynome aus II,, bezeichnet, die
die Normalisierungsbedingung (6.18) erfiillen. Anstelle der Minimierung von ||p ||
tiber TI° ldsst sich dquivalent ||p, — ¢l iiber ¢ € II,_; minimieren. Wir suchen
also eine Bestapproximation von p,, aus dem linearen Teilraum II,,_;.

Nach Satz (6.6) hat man fiir die Bestapproximation ¢* die Fourier-Entwickling

—_

s =Y {Pn> k) o

k=0 <pk7 pk)

3

Aufgrund der Orthogonalititseigenschaft ist damit ¢* = 0. O

Satz (6.30) (Algorithmus von Clenshaw)

Eine Entwicklung nach Orthogonalpolynomen f,(t) = >} cxpi(t), wobei py die
normierten Orthogonalpolynome geméfl (6.19) sind, ldsst sich mit dem folgenden
Algorithmus von Clenshaw auswerten

Zpn = Cn;
Zn-1 = Cn—1 + (E— ap) Zn;
firk=n—2:-1:0

2 = cp + (t— Gry1) Zop1 — brga Zkto;

Beweis: Nach (6.19) gilt die Dreitermrekursion
po =1 p = (t—am)
pr = (t—ar)pr—1 — bppr2, k>2

In Matrixschreibweise lautet diese Ap = r mit

1 Po 1
—(t —ay) 1 i 0
b2 —(t — ag) 1 P2 — 0

i b, —(t—ay,) L| | pn| | 0]




Mit ¢ := (cg,...,c,)T gilt nun

fo=plc= A" =r"A e = v = ),

wobei z := A %c oder ATz = c. Dieses lineare Gleichungssystem lautet explizit
_1 —(t—al) b2 i _ZO- _CQ_
Z1 C1
1 —(t — an_l) bn 2 - €2
1 —(t —ay)
i 1 1 | & ] | Cn |

Die Riickwartsubstitution fiir dieses lineare Gleichungssystem ergibt die Rekursion
aus der Behauptung des Satzes. O

Tschebyscheff — Entwicklung.

Wie im letzten Teilabschnitt sei R := Cla,b] und w :]a,b[— R eine stetige und

positive Gewichtsfunktion, fiir die das Integral f:w(t) f(t)dt fir alle f € Cla,b]
existiert. Wieder sei mit (-,-) das Skalarprodukt (6.17) bezeichnet und | - || sei
die zugehorige Norm. Sind (p,) die geméafl Satz (6.19) (eindeutig bestimmten)
Orthogonalpolynome, so werde mit ¢, := p,/||p.|| das zugehorige Orthonormal-
system bezeichnet. Wir haben dann ¢, € I, \ II,—1 und |/¢,|| = 1.

Zu f € R ist damit gemaf Satz (6.6) die Bestapproximation aus II,, (bzgl. || - ||)
gegeben durch die Fourier-Entwicklung

Ru(f) == > ear o = (frae)- (6.31)

Man beachte, dass die Fourier-Koeffizienten ¢, unabhéngig von n sind.

Zu f € R lasst sich damit die folgende formale Orthogonalentwicklung definieren

[e.o]

o~ D ) a (6.32)

k=0

Wir fragen nun nach der Konvergenz der rechten Seite in (6.32) und nach hinrei-
chenden Bedingungen, unter denen in (6.32) Gleichheit gilt.
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Satz (6.33)

Zu f € Cla,b] bezeichne T,(f) die (bzw. eine) Bestapproximation von f aus
II,, beztglich |||l und R,(f) die Bestapproximation von f beziiglich || - ||.
Dann gelten

a) If =Ta(Plle = 0 (0= 00),
b) If=T(HI = 0 (n—o0),
c) If=Ea(AI = 0 (n—o00).

Man beachte, dass i. Allg. nicht ||f — R.(f)]|cc — 0 folgt.

Bewelis:

zu a): Weierstrafischer Approximationssatz.

zu b): )
1=TDIE = [ (0 = Tu)0) wlt)
<
S Tl <
7u c): 1f = RaDI < I — TP -
Satz (6.34)

Die Tschebyscheff-Entwicklung einer Funktion f € C[—1,1] ist gegeben durch

ap . f
R.(f)(x) == — + ar Ti(x), ay,
2 ; e / 1—:1;2

Ist f € C?*~1,1], so konvergiert R,(f) gleichmiBig und absolut auf [—1,1]
gegen f.
Beweis: Mit z = cosf, f(0) := f(cosf) gilt a, = / £(6) cos(k6)d

Fir k£ > 0 liefert die zweimalige partielle Integration

7Tk:2/ £7(6) cos(k6)do

wobei die ausintegrierten Bestandteile verschwinden. Damit gilt die Abschitzung

68



lax| < M/k? und somit nach dem Majorantenkriterium die gleichméBige und
absolute Konvergenz von R, (f).

Die Grenzfunktion F' :=lim, ,, R,(f) ist somit (als gleichméfBiger Limes stetiger
Funktionen) stetig und es folgt

If = Fll < If = Ba(HI + [1Ra(f) = F.

Der erste Summand konvergiert nach (6.33) gegen Null, der zweite aufgrund der
Definition von F. Somit ist also F = f. O

Bemerkung (6.35)

An obigem Beweis erkennt man, dass die T-Entwicklung einer Funktion f € C[—1, 1]
direkt mit der Fourier-Entwicklung einer 2 m-periodischen, geraden Funktion zusam-
menhéngt, genauer

~ ao

f(0) = f(cosh) ~ 5 Zak cos(k6),

k=1
27 g
1 [ - 2 [ -
ar = — [ f(0) cos(kO)dfd = — [ f(0) cos(k0) db

Die Riicktransformation auf x liefert gerade die T-Entwicklung der Funktion f.

Aussagen iiber Konvergenz bzw. Konvergenzgeschwindigkeit lassen sich also aus den
entsprechenden Aussagen iiber Fourier-Reihen ableiten.

Im Vorgriff auf spétere Untersuchungen sei der Satz von Dini und Lipschitz zitiert.
Er ist benannt nach Ulisse Dini (1845 - 1918) und Rudolf Lipschitz (1832 - 1903).

Satz (6.36) (Dini, Lipschitz)
Erfillt f € C[—1,1] die Dini-Lipschitz-Bedingung

lgﬁ)l [wp(d) Ind] = 0,

so gilt || f — Ru(f)|lee = 0 (n — 0).

Dabei bezeichnet wy(d) := sup{|f(z) — f(y)| : |z —y| <} den Stetigkeitsmodul
vom f.

Bemerkung (6.37)

In Verallgemeinerung der Aussage von Satz (6.36) ldsst sich in Bezug auf die Kon-
vergenzgeschwindigkeit der Tschebyscheff-Entwicklung zeigen:

Fir f € C™[-1,1], m > 2, gilt die folgende Abschitzung der Tschebyscheff-
Koeffizienten

’a'k" S Mm/km7 k€ N.
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Insbesondere konvergieren damit die T-Entwicklungen analytischer Funktionen sehr
schnell!

Satz (6.38)
Fiir die Operatornorm || R, ||« der Tschebyscheff Approximation

1
- 2 f (]3
= E'aTx, ay :—/ dx, e C[-1,1],
— k k( ) - \/17 f [ ]
gelten die folgenden Darstellungen

sin n+1/2) ] 1 2
nl|loo — do = -
X / T .

km )
2n+ 17

tan (

(Das Summensymbol Y’ bedeutet, dass des erste Summand mit Faktor 1/2
genommen wird.)

Beweisskizze:

Mit der Substitution x = cost wird

R,(f)(cost) = ; Z'[/f(cos(@)) cos(k ) df] cos(kt)
k=0

= / f(cos(0)) "cos(kt) cos(k6)do
k=0
und damit (analog zu fritheren Uberlegungen)

2 [
|Ryle = max —/\Z'cos(w) cos(kt)| dé

tel0o,m] T
0

= max —/|Z cos(k (t+0)) + cos(k (t —0))) | do

te[0,m] T

max o / |Z cos(k (t+0))| + ]kzzo cos(k (t—0))| do
_ —/|Z’cos(k:9)|d9
m
k=0

2 n
= —/|Z’cos(k;9)|d9.
T o k=0

Da der letzte Term gerade mit der ersten Summe fiir ¢t =0 {iibereinstimmt, gilt in
der obigen Relation durchgehend Gleichheit.

IN
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Die erste Darstellung in der Behauptung ergibt sich dann aus
2 Z’cos(k&) = 1+ 2cos(d) + ... + 2cos(nb)
k=0

n
— E : ezk0

k=—n

2n+1 c 0e2nZ,

sin[(n +1/2) 6|
sin(6/2)

sonst.

Die zweite Darstellung in der Behauptung erhélt man aus der expliziten Aufspaltung
des Integrals zwischen den Nullstellen des Integranden 6, = k7/(n+ 1/2), k =
0,...,n. Die technischen Details hierzu findet man im Buch von Powell. ]

Die zweite Darstellung der Operatornorm || R,||s ermoglicht nun deren explizite
Berechnung. In der folgenden Tabelle sind einige Werte angegeben.

n | Rl oo n [ Rl oo

2 0.16422¢ + 01 12 0.22940e + 01
4 0.18801e + 01 14 0.23542¢ + 01
6 0.20290e + 01 16 0.24065¢ + 01
8 0.21377e + 01 18  0.24529¢ + 01
10 0.22234e + 01 20 0.24945e + 01

Die Werte der Operatornorm ||R, |« liegen somit in der gleichen GroSenordnung
wie die des Operators fiir die Polynom-Interpolation zu Tschebyscheff-Knoten; vgl.
Abschnitt 3.

Es ist allerdings zu beachten, dass die Operatornorm die Approximationsgiite fiir
(nur) stetige Funktionen [ € C[—1,1] widerspiegelt. Fiir glattere Funktionen f
liefert die T-Approximation dagegen i.Allg. erheblich bessere Approximationen!
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H.J. Oberle Approximation

7. Approximation periodischer Funktionen

Fourier—Reihen.

Wir betrachten wieder den Raum aller stetigen, 2 m-periodischen Funktionen

Con == {f€CR): VEteR: f(t+27)=f(t)} (7.1)
mit dem Standard-Skalarprodukt

= % / F(t) g(t) dt. (7.2)

Die zugehorige Norm auf Cy, werde wieder mit ||| oder besser |- || bezeichnet.

Der folgende Satz fasst nochmals das Beipiel (6.14) zusammen

Satz (7.3)

1
Die Funktionen 73 cost, sint,..., cos(nt), sin(nt) bilden ein Orthonormal-
system bzgl. (-, -). Sie sind somit zugleich eine ONB des von ihnen aufgespannten
linearen Teilraumes

n

= {feCy: f(t)= % + Z lag cos(kt) + b sin(kt)], ag, by € R}. (7.4)

k=1

Die Lyo—Bestapproximation einer Funktion f € Cy, aus T, lautet daher

SulF)E) = fult) = % + 3 [ag cos(kt) + by sin(kt)]

1 27 h=t 1 27 (75)
ap = — [ f(t) cos(kt) dt, b = — [ f(t) sin(kt) dt.
“0/ ”0/

Fir n — oo erhédlt man hieraus formal die Fourier-Entwicklung einer Funktion
f € Caor (Jean-Baptiste-Joseph Fourier; 1768-1830)

aj o0
(@) ~ g + Z ay cos(kt) + by, sin(kt)]. (7.6)

k=1
Wir fragen nach der Konvergenz dieser Fourier-Rethe, nach der Konvergenzge-
schwindigkeit und untersuchen, unter welchen Voraussetzungen in (7.6) punktweise

bzw. gleichméfige Konvergenz vorliegt.
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Zunéchst konnen wir analog zu Satz (6.33) die Lo-Konvergenz der Fourier-Reihe
feststellen.

Satz (7.7)

Zu f € Cy, bezeichne T,(f) die (bzw. eine) Bestapproximation von f aus T,
beziiglich || - [|. Dann gelten

a) If =Ta(Plle = 0 (n—00),
b) If =Tl = 0 (n—00),
c) If =Sz = 0 (n—o00).

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zu dem von Satz (6.33). Teil a) ergibt sich aus
dem zweiten Weierstrafischen Approximationssatz (4.20).
Teil b) folgt aus der Abschétzung

Hf_Tn<f)H2 < \/5 Hf_Tn(f>H<>o

Teil c) folgt schliefllich aus der Minimaleigenschaft von S, (f), ndmlich
1f = SNl < 1 =Tl O

Erinnert sei auch an die Parseval Gleichung (6.13), die sich aus der Dichtheit der
trigonometrischen Polynome in C,, ergibt,

2 oo

a

o5+ >k +6h) = IfI5 (7.8)
k=1

Aus (7.8) folgt insbesondere, dass die Fourier-Koeffizienten ay, by Nullfolgen bilden.

Nun zur Untersuchung der punktweisen bzw. gleichméfigen Konvergenz der Fourier-
Reihe. Zunéchst ist klar, dass Satz (7.7) lediglich die Konvergenz im quadratischen
Mittel zeigt, woraus nicht auf die punktweise Konvergenz geschlossen werden kann.
Tatsédchlich hat Paul du Bois-Reymond (1831-1889) eine stetige Funktion f € Cy,
angegeben, deren Fourier-Reihe in mindestens einem Punkt divergiert.

Die Jackson—Siatze.

Ausgangspunkt fiir die folgenden Untersuchungen ist das Lemma von Lebesgue (3.4).
Hierbei ist zu beachten, dass S,, : Co, — T, ein stetiger linearer Projektor ist. Die
Stetigkeit ergibt sich beispielsweise aus der Integraldarstellung (vgl. (4.16))

2

Sa(f)(E) = l/f<ze+9) D,(0)df,  D,() =

™
0

sin[(n + 1/2)6]
2 sin[6/2]

(7.9)
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Das Lemma von Lebesgue ist also anwendbar und lautet hier konkret

If = Sa(Plle < (L4 1ISall) Ea(f),  En(f) = inf If =plle (7.10)

pe

Dabei bezeichnet E,(f) den Minimalabstand von f zu T, beziiglich der Maximums-
norm.

Wir beginnen mit einer Abschéitzung fiir ||.Sy,||oo-

Satz (7.11)
sin[(n+1/2)0
a) ISulle = /| e 1o
sin(0/2)
4
b) — In(1+n) < [[Sofle £ 1+ In(2n +1).
7r
Beweis:

zu a) Dies folgt direkt aus der Integraldarstellung (7.9). Man beachte, dass D,,(6)
eine gerade, 2m-periodische Funktion ist.

zu b) Seien 6y := (k7)/(n+ 1/2) die Nullstellen von D,(#). Damit gilt

O i1

1 sin[(n 4+ 1/2) 0]
>

Sulle > = Z /\ s
k=0 0y,
Or+1

s 2 Z 7|sm (n+1/2)0]|d6
o 9k+1

n—1
4 1 4
= = Z ) > = In(n +1).
k=0
Fiir die rechte Seite verwenden wir die folgenden beiden Abschétzungen

sin[(n +1/2) 6] n
ey 77 Z cos(k0) | < 2n+1,

sin[(n +1/2) 0] 1
s/ | S g

sowie |

Fiir irgendein p €10, 1[ folgt somit

s

m
1 2 1
1Sulle < = (/(2n—|—1)d9 + /f w) = Gt o7
T 0 T 1
0 1%
Speziell fiir p=m/(2n+ 1) ergibt sich die angegebene obere Schranke. O
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Um nun mittels (7.10) Konvergenz zu zeigen, benttigen wir die hinreichend schnelle
Konvergenz von E,(f) =0 (n — o0). Hierzu dienen die verschiedenen Sétze von
Jackson, benannt nach Dunham Jackson (1888-1946), einem Schiiler von Edmund
Landau.

Satz (7.12) (Jackson I)
Fir f e Cglg = Oy NCHR) und n €Ny gilt

™

E) = 55

1/ lloo-

Beweis: Zunichst zeigt man mittels partieller Integration die Darstellung
ft) = ! ]f(&)d@ + ! /WQf’(G—l—t%— ) do (7.13)
27 27 ey .

Der erste Summand ist konstant. Da T, die konstanten Funktionen enthélt, geniigt
es, den zweiten Summanden durch trigonometrische Polynome aus T,, zu approxi-
mieren.

1 ™
BAf) = wf {5 (076 t4mds — q®lw: g€ T} (119
Nun ist fiir g € Co, und p € T,, die folgende Funktion
o) = [ 9(6)g(6-+0)dt
auch stets wieder ein trigonometrisches Polynom in T,,. Aufgrund der Periodizitét
von p und g hat man nédmlich
at) = [pl6-0)9(6)as
Qg

p@—1t) = 50) + Zak(e) cos(kt) + bg(0) sin(kt).

Wir reduzieren also die Infimumsbildung in (7.14) auf die trigonometrischen Poly-
nome ¢ der obigen Form, wobei wir ¢(t) := f'(t + ) wéhlen. Damit erhalten wir
aus (7.14)

™

E(f) < inf {5 / (6 — p(0) SO +1+m)d8||w: peT,}
— . (7.15)
< oo Pl it ( [16— )]0 peT,).
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Damit ist nun unser Problem, eine obere Schranke fiir F, (f) zu finden, zuriickgefiihrt
worden auf eine L;-Approximationsaufgabe, namlich auf das Problem, die Funktion
g(t) =t in L;-Sinn auf dem Intervall [—m, 7] durch ein trigonometrisches Polynom
p € T, zu approximieren.

Wir verzichten darauf, die L;-Optimalitat der folgenden Konstruktion zu beweisen,
und geben statt dessen nur die Losung dieser Approximationsaufgabe an. Dazu
bedarf es noch einiger Vorbemerkungen iiber trigonometrischer Interpolation.

(a) Zu (2n+1) Knoten ty < t; < ... < ty, € [-m,n[ und Funktionswerten f; gibt
es genau ein trigonometrisches Polynom p € T,, mit p(¢;) = f;, j=0,...,2n.
(Beweis: Transformation in ein komplexes Polynom.)

(b) Ein trigonometrisches Polynom p € T,,, p # 0, kann in [—m, w[ hochstens 2n
Nullstellen haben.
(Beweis: Gébe es mehr als 2n Nullstellen, hidtte man einen Widerspruch zu (a).)

km
Wir set t, = ,
(c) Wir setzen tj —— ]

Polynom p € T, der Form p(t) = > 7 besin(kt) mit p(tx) =tx, k=1,...,n.

(Beweis: Wende (a) an auf die Stiitzstellen (£tx, +t) und (0,0) und zeige ebenfalls
mittels (a), dass alle a; verschwinden miissen.)

k=1,...,n. Dann gibt es genau ein trigonometrisches

(d) Die Fehlerfunktion e(t) := ¢t — p(t) hat in ]0,7[ genau die Nullstellen
tk, kzl,...,n.

(Beweis: e hat nach Konstruktion die Nullstellen ¢, und 0. Hétte e noch eine weitere
Nullstelle in ]0, 7[, so wére €'(t) = 1 — p/(t) ein gerades trigonometrisches Polynom
in T,, und hétte nach dem Satz von Rolle wenigstens (n + 1) Nullstellen in |0, 7],
also wenigstens (2n + 2) Nullstellen in [—7, 7[; Widerspruch!)

Fiir die obige Konstruktion werten wir nun die L;—Norm aus

el = 10~ p®lds = 2 [ 1o - p(e)| ao.
-7 0
Dazu setzen wir o,,1(t) := sign[sin((n + 1)¢)] und finden

™

/ it — ()] dt

0

| / Guia(t) (t — p(t)) dt |

= | / T (t)tdt — > by / Tpya(t) sin(kt) dt |

k=1 0
n tkt1
= |0 [
k=0 :
k
2+ 1)
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Zur vorletzten Gleichung zeigt man explizit, dass samtliche Integrale
J onia(t) sin(kt)dt  verschwinden. Die letzte Gleichheit ist ebenfalls durch
explizite Berechnung der Integrale [ ¢dt zu zeigen.

Insgesamt ist damit eine obere Schranke, ndmlich |le||; < #%/(n + 1) bewiesen,
wobei diese Schranke (ohne Beweis) bestmoglich ist. Setzt man diese nun in (7.15)
ein, so ergibt sich schliellich die Behauptung des Satzes. O

Bemerkung (7.16)

Der in der Abschitzung (7.12) auftretende Faktor 7/(2n + 2) lésst sich nicht
verbessern.

Beweis: Zu ¢ > 0 ldsst sich eine Funktion f, € Cglg konstruieren mit den
Eigenschaften

2(n+1
Falbr /1)) = (<DF k=0,%1,. £+ 1), e < 22D (140

Sei p. nun eine Bestapproximation von f. aus T,, bzgl. ||-|l. Wére || fc—pelloo < 1,
so héitte p. in den t; das gleiche Vorzeichen wie f. und somit nach Zwischenwertsatz
wenigstens 2n + 2 Nullstellen in | — 7, w[. Widerspruch!

Damit folgt aber

T
E(f) > 1> Nloo.
Fiir € | 0 geht die Abschéitzung gegen die des ersten Jackson-Satzes. O

Satz (7.17) (Jackson II)
Ist f € Cy, Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstanten L, so gilt fiir n € Nj

T
E.(f) < —
() = 2(n+1)
. t+6
Beweis: Fiir § >0 setze man Fj(t) := 75 /f(@) df. Dann ist Fj GC(2173
=5
1
und es gilt Fi(t) = 25 (f(t+06)— f(t—19)), also [|F}[le < L.
Ist p € T,, nun Bestapproximation von Fj aus T, bzgl. || - ||~, so folgt
T
() <1 =pl < 1 = Fills 1B =2l < I = Pl + 5055
Ferner lésst sich abschétzen
. t+6 . t+8 s
I = Foloe = max |5 [ (7(0) = F(6))db] < mae o [ 1e—olap =
t—6 t—4
und somit ||f — Fslloo = 0 (61 0). O
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Satz (7.18) (Jackson IIT)
Ist f e Cy,, sogilt fiir n € Ny

T
n—+1

Bf) £ 5 w(=Tm).

Dabei ist w(d) :=sup{|f(z) — f(y)| : |z —y| <0} der Stetigkeitsmodul von f.
Beweis: Fir § > 0 sei Fs wie im Beweis zu (7.17) erklirt. Dann folgt mit
Fj(t) = (f(t+06)— f(t—9))/(206) die Abschéitzung

w(29) < w(9)

26 — 6
Die letzte Ungleichung ist eine direkte Folge aus der Definition des Stetigkeitsmoduls.
Nach dem Jackson-Satz I gilt damit £, (Fj5) < w(d). Weiterhin ist

1F5lloe <

~ 2(n+1)0
. t+5
If = Fille = max 5| [ (76) - £(6)) a8
=5
. t+3
< — =
< max o w(d) db w(9)
t—5
Insgesamt ergibt sich somit wieder
™
E < — F, E,(F; 14+ —— :
W(f) < If = Fsllo + En(F5) < ( +2<n+1)5)w(5)

Speziell fiir § =7/(n+ 1) ergibt sich die Behauptung des Satzes. O

Bemerkung (7.19)

Da fiir eine stetige Funktion f € Cy, der Stetigkeitsmodul gegen Null konvergiert
w(r/(n+1)) = 0 (n — oo) folgt aus dem dritten Jackson-Satz auch der zweite
WeierstraBsche Approximationssatz zuriick: Jede stetige, 2m-periodische Funktion
lasst sich bzgl. der Maximumsnorm beliebig genau durch trigonometrische Polynome
approximieren.

Kombiniert man nun diese Abschéitzung fiir die Minimalabweichung FE,,(f) mit der
Abschéitzung (7.11b) fiir die Operatornorm ||Sy||s, so ergibt sich der folgende Satz
von Dini und Lipschitz.

Satz (7.20) (Dini, Lipschitz)
Erfillt f € Cy, die Dini-Lipschitz-Bedingunyg,

1;&)1[(;}(5) Ino] = 0,

so konvergiert die Fourier-Reihe S,,(f) gleichméBig gegen f fiir n — oo.
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Beweis: Aufgrund des Lemmas von Lebesgue (7.10) sowie der Abschitzungen
(7.11) und (7.18) ergibt sich

1f = Sn(Dlle < (14 [19nlloo) Enl(f)

T
n+1

< (24 In(2n+1)) §w(

2 )

Fiir n > 3 stellt man fest, dass In(2n+1) < In(27) — In(
gelten.

nj— 1) und In(27) < 2
Somit folgt

T T 7r
— 151
n+1) > n(n+1)w(

[f = Sn(f)lle < 6w

n+1 O

Bemerkung (7.21)

Uber die Konvergenzgeschwindigkeit der Fourier-Entwicklung, wenn weitere Glatt-
heitsvoraussetzungen an die Funkton f gestellt werden, gibt schliellich der vierte
Jackson-Satz Auskunft, den wir nur kurz zitieren wollen

™

(k) ._ k
f ey :=CyrNCHR) = E,(f) < (2n—|—2

)P

Berechnung von Fourier—Koeffizienten.
Wir beginnen mit der komplexen Darstellung der Partialsumme
Su(f) = % + 3" [ar cos(kt) + by sin(kt)] (7.22)
k=1

der Fourier-Entwicklung einer Funktion f € Csy,. Stellt man cost und sint als
Real- und Imaginirteil von e¥ dar, so ergibt sich

" . , be . .
Sn(f) = % + 3 % (e +e ™) + Q—k (e — e~ k1) ]

k=1 L

. ao - ag —ibk ikt Qe +ibk ikt

- 7*2[—2 e+ e (7.23)
k=1

— Z Ckezkt

k=—n

79



Umrechnung der Koeffizienten: (k=1,2,...,n)

ag 1 . .
o 5 Ch 5 (ax —ibg), C_k 5 (ax + i by), (7.24)
ag = 2co, ar = ¢, + c_p, b = i(ck — c_p).

Fourier—Koeffizienten: (k€ Ny, j€Z)

27

a = %/f(t) cos(kt) dt,
027r

be = % / £(#) sin(kt) dt, (7.25)
" 27

¢ = %/f(t)e“tdt.

0

Die Grundidee zur numerischen Berechnung der Fourier-Koeffizienten besteht darin,
die Integrale in (7.25) durch Trapezsummen zu approximieren. Wegen der Periodi-
zitat der Integranden sind diese zur numerischen Quadratur besonders gut geeignet.

Fiir hinreichend grofle N € N setzen wir

2
ho= WW te = kh, fo = f(ty), k=0,1,...,N. (7.26)
Mit fo = fn (Periodizitét) ergeben sich dann die folgenden Ndherungen durch die
Trapezsumme

Lohfh fn
ar =~ ; {E + J;f] COS(k‘ij) + 7
5 N-1
= fjcos(jkh) = A, k=0,...,n,
=0
5 N-1 (7.27)
b, =~ N fisin(jkh) = By, k=1,...,n,
=0
Ay _ , ~
Sn(f) =~ 5 + [Ag cos(kt) + By sin(kt)] = S,(f)(¢t).

k=1

Man beachte, dass die Approximationen A = a; und By = b, i. Allg. nur
fiir kleine k& brauchbar sind. So sind die A, By geméaf Definition periodisch im
Index, Apiny = Ag, Brin = By, wihrend die tatséichlichen Fourier-Koeffizienten
Nullfolgen bilden. Eine Faustregel besagt, dass man N > 2n wihlen sollte.
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Andere Interpretationen:

a) Man kann die diskreten Fourier-Koeffizienten Ay, By (eigentlich Ay n, Bin)
auch als exakte Fourier-Koeffizienten einer diskretisierten Approzimationsaufgabe
interpretieren. Zu N > 2n + 1 werde definiert

2
R = Cy,(B), B = {lk: k:O,l,...,N—l},

N
9 N-1 (7.28)
(f.9) = = 3 SOh) glkh).
k=0
1
Die Funktionen —=, cost, sint, ..., cos(nt), sin(nt) bilden eine ONB des von ihnen

V2
aufgespannten (diskreten) Raumes T, bzgl. (-,-). Die Ay, Bg liefern dann die
Losung der Ly—Approximationsaufgabe, ein vorgebenes f € R durch ein Element
aus T, zu approximieren. Genauer ist die Losung der Approximationsaufgabe
gegeben durch

SNn(f)(t) = % - Z [Ag cos(kt) + By sin(kt)],

wobei die Ay, By durch (7.27) gegeben sind.

b) Die Ay, By lassen sich auch als Losung einer trigonometrischen Interpolation-
aufgabe interpretieren.

Zu Interpolationsdaten (ty, fr), k = 0,1,..., N — 1, mit ¢; aus (7.26), ist eine
interpolierende trigonometrische Summe der Form

A n
70 + E [Ag cos(kt) + By sin(kt)], fir N=2n+1,
q(t) = "

A
S+ D 1A cos(kt) + By sin(kt)] + A, cos(nt), fiir N =2n.
k=1

(7.29)

Es lésst sich dann zeigen, dass diese Interpolationsaufgabe eine eindeutig bestimmte
Losung besitzt, welche gerade durch die Ay, By gemif (7.27) gegeben ist.

Komplexe Variante: Man sucht ein (komplexes) trigonometrisches Polynom der
Form

p(t) = Cr e (7.30)

das die gegebenen Daten (i, fx), k =0,..., N — 1, interpoliert.

Man erhélt wieder eine eindeutig bestimmte Lésung, ndmlich

N-1

1 .
Ch = 5 2 fie™™ k=01 N-1 (7.31)

=0
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Auch hier lésst sich die reelle Losung (7.27) und die komplexe Losung (7.31) inein-
ander umrechnen. Man erhélt analog zum kontinuierlichen Approximationsproblem,
vel. (7.22), (k=1,...,n)

A 1 . 1 .
Co = 70, Cr = é(Ak_ZBk)a Cn_k = §<Ak+lAk)v

Ao = 200, Ak = Ck + Cka, Bk = Z(Ck — Cka)-

(7.32)

Fazit: Sowohl fiir die numerische Berechnung der Fourier-Koeffizienten wie auch fiir
die Auswertung der trigonometrischen Partialsummen sind jeweils trigonometrische
Summen der Form (7.27) bzw. (7.31) auf einem festen Gitter - oder kontinuierlich
(7.22) bzw. (7.23) auszuwerten. Dabei ist es gleichgiiltig, ob man die reelle oder die
komplexe Darstellung verwendet, da beide inneinander umgerechnet werden kénnen.

Der Algorithmus von Goertzel und Reinsch.

Der Algorithmus berechnet zu gegebenen Daten fy,..., fyv_1 € R und t € R die
trigonometrischen Summen

P
2
I

At) = fr cos(kt), B(t) := fr sin(k t). (7.33)

il
o
=
Il

Die Grundidee des Algorithmus ist — ganz analog zum Clenshaw Verfahren — die
Verwendung einer Dreiterm-Rekursion fiir die Terme ¢, := cos(kt) und s =
sin(kt). Mittels trigonometrischer Umformung zeigt man

co = 1, ¢ = cost, Cht1 = 2C1C — Ch—1, Kk 2>1,

(7.34)
so = 0, §1 = sint, Sgr1 = 2C1 8 — Sk_1, k> 1.

Mit der gleichen Technik, die wir fiir den Algorithmus von Clenshaw angewendet
haben, vgl. (6.30), erhalten wir den folgenden Algorithmus von Goertzel (1958):

Algorithmus von Goertzel (7.35)
Uv =0, Uy = fa,
c = cost, F = 2c,
fir k= N—2, N—3,...,1
Uy = fr + FUgr — Upgo

A(t) = fo + CU1 — UQ, B(t) = U1 sin t.
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Anmerkungen: Zu Berechnung aller Ay, By, t = t, = 27 k/N, benotigt der
Algorithmus O(N?) wesentliche Operationen.

Fiir kleine |t ist der Algorithmus numerisch instabil. Der Grund liegt darin, dass
der Algorithmus mit ¢ = cost arbeitet. Kleine Anderungen in ¢ = 1 entsprechen
dabei groflen Anderungen in t.

Stabilisierung nach Reinsch (1968)

Man ersetzt die Rekursion (7.34) durch eine solche, die mit sin®(¢/2) bzw. cos?(t/2)
anstelle von cost arbeitet. Hintergrund sind die trigonometrischen Relationen
t
o0t _
sin (2)

t
(1 — cost), 0082(5) = —(1+ cost).

DN | —
DN | —

Fall 1: cost > 0.
U. = fuo +2c1Ups1 — Upyo
= fi +2(c1—1)Ukp1 + 2Ups1 — Upso

= Uk =Ukt1) = fe +2(c1—1) U1 + (U1 — Upp2).
Mit Dy := Uy — Ugy1 gilt somit
Dy = fi — 4sin*(t/2) Uppr + Dy
ud 4 = fo4 U — Uy = Uy — Uy = Dy + 2 sin®(t/2) Uy.
Fall 2: cost < 0.

U. = fi + 2c1Upp1 — Uppo
= fi +2(c+1) U1 — 2Up41 — Uiypo

= (Up+Uk1) = fe +2(c1+1)Upsr — (Upgr + Upsa).
Mit Dy := Ug 4+ Ugy1 gilt somit
Dk = fk + 4 COS2(t/2) Uk+1 - Dk+1
und A == f() + Cl U1 - U2 == UO — 01 U1 == DO — 2 COS2(t/2) Ul.
Algorithmus von Goertzel und Reinsch (7.36)
Falls cost > 0: o :=1, F := —4sin’(t/2),
sonst : o:= -1, F := 4 cos’(t/2),

Uy = 0, Dy_y = fN—la



fir k = N—2, N—3, ..., 0

Ukt1 = Diy1r + 0 Upgo,

Dy = fi + FUgy1 + 0 Diqy,
A(t) == Dy — 05 FU;, B(t) := U sint.

In dieser Form ist der Algorithmus numerisch stabil und nur wenig aufwendiger als
die urspriingliche Version von Goertzel.

Die schnelle Fourier-Transformation (FFT).

Der Algorithmus von Goertzel und Reinsch wertet die trigonometrischen Summen
an beliebigen Stellen ¢ € R aus. Er ist jedoch mit O(N?) Operationen immer
noch recht aufwendig.

Ist man jedoch nur an den diskreten Fourier-Koeffizienten Ay, B interessiert, oder
mochte man das trigonometrische Polynom nur auf dem Gitter &k h, h = 27/N
auswerten, so lassen sich effizientere Algorithmen angeben, die mit O(N log, N)
Operationen auskommen. Solche Verfahren sind unter dem Namen FFT (fast Fouri-
er transform) bekannt. Sie sind durch eine Arbeit von J.W. Cooley und J.W. Tuckey
(Math. Comput. 19, 1965) populdr geworden und bilden auch heute ein aktuelles
Forschungsgebiet.

Wir gehen im Folgenden von der komplezen Darstellung aus und nehmen an, dass
N eine Zweierpotenz ist. Der reelle Fall wird mittels der Riicktransformation (7.32)
erledigt.

Gegeben: N = 2"l r e N,

h:27T/N, tk:kh, fk:f<tk)7 ]{ZZO,...,N—L

=

1 .
Gesucht: ckzﬁ fie kh bk =0,... N—1.

J

I
=)

Die Grundidee besteht darin, die Summe in zwei Summanden aufzuteilen, die sel-
ber als Fourier-Koeffizienten zu einem groberen Gitter mit doppelter Schrittweite
interpretiert werden kénnen.

Setzen wir m := N/2 und sortieren die Summe C}% nach geraden und ungeraden
Indizes, so ergibt sich fir £k =0,...,N —1
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Joy e OO 3 e <2j+1>kh]

J

I
o

1 —id
N f2j o1k (2h)

Il
o

. 1 =
4+ e ikm/m [N Zf2g+1e ijk 2h)]
j=0

= Gy + etkm/m Uy, wobei definiert wird

J

m—1 m—1
1 ” 1 -
[P— § a1k (2m/m) - E . —ij k(2w /m)
Gk = N - f2j € ; Uk Ea N - f2]+1 € .

Nun sind die G und U, periodisch im Index:
Gker:Gk, Uk+m:Uk7 ]ﬂ:O, 1,...,m—1,

so dass sich der Rechenaufwand zur Berechnung der Gj und U, gegeniiber der
Berechnung der €} im Wesentlichen halbiert. Wir fassen den Reduktionsschritt
noch einmal zusammen.

Reduktionsschritt (7.37) Mit m := N/2 berechne man

fir k=0,1,...,m—1
1 m—1
Gk = N . f2] eiljk(QTr/m)’
7=0
1 m—1
Up = N fojr e IR E@T/M)

=0

.

Cy = G, + e ikm/m Uy,

Ck+m = Gy — e_ikﬂ/m U.
end k.

Dieser Reduktionsschritt wird nun iteriert bis nur noch triviale Fourier-

Transformationen (also m = 1) auszufiihren sind. Die einzelnen Fourier-
Transformationen fiir m = 1,2, 4,...,2" werden aus diesem geméaf (7.37) zusam-
mengesetzt.

Der Algorithmus besteht aus zwei Phasen: Zunéchst werden die Daten so umsor-
tiert, wie sie nach Durchfithrung aller Reduktionsschritte auftreten. In der zweiten
Phase werden diese Daten dann gemaf (7.37) wieder zusammengesetzt.

Phase 1: Sortieren der Daten:

Wir betrachten zunachst den Sortierschritt fiir N = &:

85



Ausgangsdaten: fo fi fo fs fa fs fe fr

Schritt 1: fo fo fa fsl fi f3 fs fr
Schritt 2: fo fal fo fol A fs] fs S
Schritt 3: fol fal fol fol ful f5| fs] fr

Betrachtet man die Dualdarstellung der Indizes bei den obigen Sortierschritten, so
sieht man fiir den ersten Schritt

(27)  |* ... %]|0| (27+1)  |*...x|1]
1 N\ i\ RVIRN
(7) |0] % ... | (m+ ) BIE

Fiir sémtliche r Sortierschritte erhélt man die Index-Zuordnung

J = Grdr1---d1do)e = 7 = (oJ1 - Jro1r)2

d.h. der Index des f-Wertes in Anfangsposition j ergibt sich durch Bitumkehr der
Ziffernfolge in der Dualdarstellung des Index j.

Fiir das Beispiel N =8 ergibt sich

J (J)2 (j)2 J
0 (000) ©000) 0
| (001) (100) 4
> (010) (010) 2
3 (011) (110) 6
4 (100) (001) 1
5 (101) (101) 5
6  (110) 011) 3
7 (111) (111) 7

Algorithmus FFT — 1.Teil (7.38)
Co = fo/N; j =0
for 7 = 1,2,...,N—1
¢ = N/2;
while (435 > N,
0= 10/2;

j = Jj+3(—N;
C; = [i/N;
end j
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Erliuterung: In Schritt j wird zum Index j der neues Index j berechnet.
Dabei wird in der while-Schleife der alte Index j auf fithrende Einsen getestet

7= (Lo, 1,0, o2, ooy i)
= (0,...,0,1,0, ... ,0),

Jnen = (0,...,0,1,jesa, .o jr)

J+30—n = (0,...,0,1, 502, .,7r)2

Phase 2: Nachdem die f;~Werte nun in die richtige Reihenfolge gebracht worden
sind, erfolgen die Reduktionsschritte (7.37)

Algorithmus FFT — 2.Teil (7.39)

m=2% m=2-m
0,1,....m—1
¢ = exp(—ikm/m);

for 7 = 0:m:N—-m

G = Cju;

U = C‘Oj+k+m§

Ciqp = G+ U,

Citktm = G — U;
end j

end k
end ¢
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H.J. Oberle Approximation

8. T'schebyscheff- A pproximation: Theorie

Im Folgenden untersuchen wir Bestapproximationen beziiglich der Maximumsnorm.
Die Wurzeln dieser Theorie gehen auf Pafnuti Lwowitsch Tschebyscheff (1821-1894)
zuriick. Tschebyscheff untersuchte polynomiale und rationale Bestapproximationen
fir stetige Funktionen f € Cla,b] beziiglich || -|«. Die zentrale Aussagen dieser
Theorie, der so genannte Alternantensatz (auch Satz von Tschebyscheff genannt)
wurde jedoch von Blichfeld (1901) und Kirchfelder (1902) bewiesen. Tschebyscheff
zeigte die folgende schwichere Aussage:

Ist p € II, eine Bestapproximation zu f € C'[a,b], so gibt es wenigstens (n + 2)
kritische Punkte, das sind Randpunkte des Intervalls oder stationidre Punkte der
Fehlerfunktion e := f —p.

Haarsche Riaume.

Es sei B C R eine nichtleere und kompakte Menge und R := C(B) ausgestattet
mit der Maximumsnorm || f||s := maxgep |f(z)].

Natiirlich lasst sich auch eine komplexe Variante der obigen Voraussetzungen
formulieren, also B C C, und die meisten der folgenden Aussagen bleiben
unveréndert oder mit geringen Modifikationen giiltig. Anders sieht es jedoch beim
mehrdimensionalen Fall, also B C R™, bzw. B C C™ mit m > 1 aus, wie wir
sogleich sehen werden.

Gegeben sei wieder ein endlich dimensionaler, linearer Teilraum, V C R. Typische
Beispiele sind mit B = [a, b] die Polynomraume, V :=11,[a,b] mit dimV =n+1,
die trigonometrischen Polynome V = T,[a,b] mit dimV = 2n + 1, oder die
Spline-Rédume V = S,,(tg,...,t,) mit dimV =m + n.

Definition und Satz (8.1)

Sei V =1V, ein Teilraum von R der Dimension dimV =mn + 1. Dann sind die
folgenden drei Eigenschaften von V' &quivalent:

(H1) Jedes Element p € V, p # 0, hat hochstens n Nullstellen.

(H2) Zu (n+1) Stitzstellen (¢;, f;) € BxR, j=0,1,...,n, mit paarweise
verschiedenen ¢; gibt es genau eine interpolierende Funktion p € V.

(H3) Ist (hg,...,h,) irgendeine Basis von V und sind ty,...,t, € B paarweise
verschieden, so ist die Matrix
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ho(to) ... ha(to)

ho(tn) ... ha(ts)

regulir in R+1nt+D)

Erfiillt V' diese Eigenschaften, so heifit V' ein Haarscher Raum, benannt nach Alfred
Haar (1885 — 1933). Eine beliebige Basis eines Haarschen Raumes heifit auch ein
Haarsches System oder ein Tschebyscheff-System in C(B).

Beweis: Die Aquivalenz von (H2) und (H3) ist aus der Numerik wohlbekannt: Die
eindeutige Existenz einer interpolierenden Funktion p = ) a;h; € V' ist dquivalent
zur eindeutigen Losbarkeit des linearen Gleichungssystems

ho(to) .. hn(to) Qg Jo

h0<tn) hn(tn) Qap fn

und damit zur Regularitédt der Koeffizientenmatrix.

Ist (H3) nicht erfiillt, so gibt es eine Basis (hg,...,h,) von V und paarweise
verschiedene Punkte %,...,t, € B, so dass das obige lineare Gleichungssystem fiir
f; =0 eine Losung a # 0 besitzt. p:= Y a;h; ist damit eine Element aus V'\ {0}
mit wenigstens (n + 1) Nullstellen. Damit ist auch (H1) nicht erfillt. Umgekehrt:
Gilt (H3), so hat das homogene lineare Gleichungssystem nur die triviale Losung
a # 0. Jedes p € V, p # 0, hat daher hochstens n Nullstellen. O

Beispiel (8.2)
Die Monome (1,¢,...,t") bilden ein Haarsches System in Cla,b], a < b.

Die Aussage (H1) hingt dabei mit dem Fundamentalsatz der Algebra zusammen,
(H2) entspricht der Existenz und Eindeutigkeit des Problems der Interpolation durch
Polynome, (H3) entspricht schliefllich der Regularitéit der Vandermonde-Matrix.

Das Beispiel ldsst sich unmittelbar auf C iibertragen:  (1,z,...,2") ist ein Haar-
sches System in C(B;C), wobei B C C wenigstens (n + 1) Punkte enthalten muss.

Beispiel (8.3)

Die trigonometrischen Funktionen (1, cost,sint,...,cos(nt),sin(nt)) bilden ein
Haarsches System in C[0, 2 7].

Beweis: Man sieht dies anhand der komplexen Darstellung

n n 2n
p(t) = % + ;[ak cos(kt) + by sin(kt)] = kZ_ et = emint ;%_nzk

mit v = ao/2, W = (a —ibx)/2, v = (ax +iby,)/2 (k> 0) und z = e™.
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Zu (2n + 1) verschiedenen Punkten in [0,27[ sind auch die z; := €' paarweise
verschieden. Daher gibt es zu den Knoten (z;,e™ f;), j =0,...,2n, ein eindeutig
bestimmtes Interpolationspolynom ¢(z) = Ziio Yenz®.  Wegen

2n 2n 2n 2n
fj — ot Z Voon Z;? _ Z’Yk—n ei(k:fn)tj _ Zmei(nfk)tj — ot o ZJE
k=0 k=0 k=0 =0
gilt Ye—n = Yok, £=0,...,2n. Damit ist das zugehorige interpolierende trigono-
metrische Polynom p(f) — mit reellen Koeffizienten ay, b, — ebenfalls eindeutig
bestimmt. 0O

Durch gerade bzw. ungerade Fortsetzung einer Funktion aus C([0, 7[) bzw. C(]0, 7]
ergibt sich:

(1,cost,...,cos(nt)) ist ein Haarsches System in C([0, 7[), (sint,...,sin(nt)) ist
ein Haarsches System in C(]0, 7[).

Beispiel (8.4)

Fiir X\ < A\; < ... < A\, bilden die Funktionen (e*! ... e*?!) ein Haarsches
System in  Cla, b].

Beweis: (per Induktion iiber n)

Fir n = 0 ist die Giiltigkeit von (H1) klar. Zum Induktionsschritt: Hat p(t) =
Sh_oare™t (n+ 1) Nullstellen in [a,b], so hat ¢(t) := (e7** p(¢))’ nach dem Satz
von Rolle dort wenigstens n Nullstellen. Da aber ¢ € Spann(e1=20)%  e(An=o)t)
folgt aus der Induktionsvoraussetzung, dass ¢ = 0 ist. Damit ergibt sich aber auch

Eine Variante des obigen Beweises zeigt weiter: Fiir A < A} < ... < A\, und
m; € Ng, i = 0,...,n, ist (el teot . gmoghot — ¢mnehnt)  ein Haarsches
System in Cla,b], a < b.

Ferner folgt mittels Substitution e! — x:

Fiir A < A\ < ... <\, ist (z%,...,2) ein Haarsches System in Cla,b],
0<a<hb.

Beispiel (8.5) (Mairhuber, Proc. AMS 7, 1956)

Die folgende Konstruktion von Mairhuber zeigt, dass im (reellen) mehrdimensionalen
Fall, C(B), B C R™, m > 2, i. Allg. kein Haarsches System existiert.

Es sei m = 2 und die Menge B C R? enthalte eine y-formige Teilmenge. Legt man
die Punkte z, ..., 2, wie in Abb. 8.1 und nimmt an, dass hy,...,h, ein Haarsches
System ist, so darf d(zo,...,z,) :=det D(zo,...,2,) nicht verschwinden. d hingt
dabei stetig von den =z, ..., 2, ab.

Wir fithren nun folgende Punktverschiebung durch: z, wandere iiber Position a zur
Position b, anschliefend wandere z; iiber die Position a zur alten Position von z,
und sodann zy von Position b iiber a zur alten Position von z;.
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Abb. 8.1: Beispiel von Mairhuber

Bei diesem ganzen Prozefl bleiben die Punkte jeweils paarweise verschieden, so
dass d(zo,...,z,) sein Vorzeichen nicht wechselt. Andererseits entsteht die End-
position durch Vertauschung der ersten beiden Zeilen in der Matrix D(zo, ..., z,)-
Damit folgt aber d(zg,z1,...,2,) = —d(z1,20,...,2,) und wir erhalten einen
Widerspruch! O

Fiir den eindimensionalen, reellen Fall mit B = [a,b] sind die folgenden weiteren
Eigenschaften Haarscher Rdume hilfreich.

Satz (8.6)
Sei V ein (n + 1) dimensionaler Haarscher Teilraum von Cla, b]. Dann gelten

(H4) Hat p € V\{0} im Intervall [a,b] m Nullstellen, von denen k Nullstellen
ohne Vorzeichenwechsel sind (diese liegen dann im offenen Intervall |a, b]), so gilt
m+k <n.

(H5) Zu k <m € Ny, m+k =n, und paarweise verschiedenen Punkten
t, ... tg €la,b[, tii1,...,tm € [a,b] existiert eine Funktion p € V '\ {0}, die
genau die Nullstellen ty,...,t¢,, besitzt und fiir die t¢y,...,¢; Nullstellen ohne
Vorzeichenwechsel sind.

(H6) Zu m < n vorgegebenen paarweise verschiedenen Punkten t;,...,t,, €
la,b[, existiert eine Funktion p € V'\ {0}, die genau die Nullstellen ti,..., %,
besitzt und diese sdmtlich Nullstellen mit Vorzeichenwechsel sind.

Beweis: Fiir den Beweis dieser Aussagen sei auf das Lehrbuch von Powell (Anhang)
verwiesen. O

Das Kolmogoroff-Kriterium.

Es sei wieder B C R eine kompakte Menge, R = C(B) ausgestattet mit der
Maximumsnorm || - ||oo. Weiter sei f € C(B) und V ein (n + 1)-dimensionaler
linearer Teilraum von C(B).
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Definition (8.7)

Zu p €V heiflt e:= f —p die Fehlerfunktion der Approximation p von f. Die
Menge

A = A(f,p) = {teB: le(t)] = llells}
heiflit Menge der Extremalpunkte von p beziiglich f.

Es gibt nun die folgende Charakterisierung einer Bestapproximation durch ihre Ex-
tremalpunkte (nach Andrey Nikolaevich Kolmogoroff; 1903 — 1987)

Satz (8.8) (Kolmogoroff, 1948)

p € V ist genau dann eine Bestapproximation von f € C(B) beziiglich V, |- ||,
wenn das folgende Kriterium gilt

VgeV: min{(f() —p(t)q(t): te€Alf,p)} < 0.

Beweis:

=: Angenommen, das Kolmogoroff-Kriterium gilt nicht, d.h. es gibt ein ¢ € V
und ein € > 0, so dass

vie A(f,p): (f(H) —p@)) qt) > 2e.

Da A(f,p) kompakt ist, gibt es eine in B offene Menge U D A(f,p) mit

vieU: (f(t)—p)qlt) > e
Mit M :=||q|lo, P1:=p+ Ag, A >0 folgt dann fiir ¢ € U:
(f(t) =p(0)* = ((f(t) = p(t)) — Aq())?
= (f(t) =p®)* = 2A(f() = p(t)) at) + N*(q(t))?
< ellA, — 2Xe + A2 M?
< Jlel% — Ae, fir 0<\<e/M2
Da B\ U kompakt ist und A(f,p) C U existiert ein § >0 mit V¢t e B\ U :
£ () = p(®)] < llefloc — 0.
Fir A<d0/(2M) und t € B\ U folgt:
[f@) =] < [f(E) =p@)] + Alg(?)]
< llellee =0 +6/CM) M = |le]loc — /2.

Insgesamt ist damit gezeigt: ||f — pille < ||f — Pllo, im Widerspruch zur
Minimaleigenschaft von p.
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b1 —D.

<: Gelte das Kolmogoroff-Kriterium und sei p; € V, ¢q:=
0) < 0. Damit folgt

Dann existiert ein to € A(f,p) mit (f(to) — p(to)) q (

(f(to) = p1(t0))* = ((f(to) — p(to)) — q(to))?

= (f(to) = p(t0))* — 2 (f(to) — p(to)) alto) + q(to)?

> (f(to) —p(t))* = IIf —pl*
Es folgt ||f —pille = ||f —Pllos Y1 € V. Damit ist p Bestapproximation von
faus V. O

Bemerkung (8.9)
Fiir den komplexen Fall B C C (kompakt) lautet das Kolmogoroff-Kriterium

VgeV: min{Re[(f(t)—p(t)q()]: t€A(fip)} < O
Der Beweis erfolgt analog zu dem von Satz (8.8).

Beispiel (8.10)

Sei R := C[1,2], V := II}[1,2] und f(t) = t*. Zunichst bestimmen wir analog
zu den Beispielen 1.3b) und 1.6¢) einen Kandidaten p(t) = p*(t) = ap + a1t aus
dem nichtlinearen Gleichungssystem

f) —p1) = 4
f(r) = p(7) -9,
f2)—p2) = 9

Eine einfache Rechnung liefert die (eindeutige) Losung ap = —17/8, a; =3 und
7 = 1.5. Damit ist

If—plle = 6 = 1/8, A(f,p") = {1,1.5,2}.

Ist p* nun tatséchlich eine Bestapproximation? Das Kolmogoroff-Kriterium besagt,
dass fiir alle ¢ € II; gelten muss:

min{d ¢(1), =0¢(3/2), 6¢(2)} < 0.

Wiire dies nicht der Fall, so miisste ¢(1) >0, ¢(3/2) <0 und ¢(2) > 0 sein, im
Widerspruch zu ¢ € II;. Damit ist gezeigt, dass das Kolmogoroff-Kriterium erfiillt
ist; p* ist also tatséchlich Bestapproximation von f aus V!

Eine Folgerung aus dem Kolmogoroff-Kriterium ist der folgende Eindeutigkeitssatz
fir || - ||c—Bestapproximationen.
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Satz (8.11) (Haarscher Eindeutigkeitssatz)

Sei wieder B C R kompakt, R := C(B) ausgestattet mit || -|-. Ferner sei
V C R ein (n + 1)-dimensionaler Haarscher Teilraum von R. Dann gelten

a) Ist p € V Bestapproximation von f € R\ V beziiglich V| so enthélt A(f,p)
wenigstens (n + 2) Punkte.

b) Zujedem f € R gibt es genau eine Bestappoximation aus V.

Beweis: zu a) Nehmen wir an, es gébe (n + 1) paarweis verschiedene Punkte
to,...,tn, € B mit A(f,p) C {to,...,tn}. Nach (H2) existiert dann ¢ € V' mit
q(t;) = e(tj) == f(t;) —p(t;). Fir alle t; € A(f,p) gilt somit

(ft;) —p(t;) aty)) = e(t;)> = |f—pli > 0
Das Kolmogoroft-Kriterium ist damit nicht erfiillt und somit p keine Bestapproxi-
mation. Widerspruch!

zu b) Seien p;, p; Bestapproximationen an f aus V und gelte o0.B.d.A.
f€C(B)\ V. Dann ist auch p = (p1+p2)/2 eine Bestapproximation.

Nach Teil a) existieren wenigstens (n + 2) Extremalpunkte t,...,t,11 € A(f,p).
Es gilt also

f(t])_p<tj> - UjdV(f)7 ij,,n—i—l, |Uj| =1,

Bemerkungen (8.12)

a) Der Beweis des Haarschen Eindeutigkeitssatzes gilt analog im komplexen Fall
(B Cc C). Zum Beweisteil b) beachte man, dass (C, | -|) strikt normiert ist.

b) Es gilt in gewissem Sinn die Umkehrung des Haarschen Eindeutigkeitssatzes: Ist
V' ein endlich dimensionaler Teilraum und erfiillt V' nicht die Haarsche Bedingung,
so existiert ein f € C(B) zu dem es mehrere Bestapproximationen gilt; vgl.
Schonhage, Satz 6.4.

Die Aussagen (8.12)b) und (8.11) lassen sich wie folgt zusammenfassen

Folgerung (8.13)

Fiir einen linearen Teilraum V C C(B) mit dimV =n+1 sind dquivalent
a) Jedes p e V\ {0} hat hochstens n Nullstellen,
b) Zu jedem f € C(B) gibt es genau eine Bestapproximation von f aus V.

Neben der Frage der Eindeutigkeit einer Bestapproximation ist auch die Frage nach
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der strikten Eindeutigkeit von Interesse, gemeint ist damit ein mindestens lineares
Anwachsen des Fehlers mit dem Abstand von der Bestapproximation.

Definition (8.14)

p € V heifit eine strikt eindeutige Bestapproximation von f bzgl. V., falls es ein
v >0 gibt mit

VaeV: If—dlle = If =Pl + 7P —qllc-

Im reellen Fall ldsst sich tatsédchlich aus der Haarschen Bedingung die Existenz einer
strikt eindeutigen Bestapproximation folgern, vgl. Niirnberger; Theorem 3.18.

Satz (8.15)
Fiir einen endlich dimensionalen linearen Teilraum V' C Cla,b] sind dquivalent
a) V ist Haarscher Teilraum,

b) Zu jedem f € Cla,b] gibt es eine strikt eindeutige Bestapproximation von f
aus V.

Alternanten.

Im Folgenden sei B C [a,b] kompakt, R = C(B), V seiein (n+ 1)-dimensionaler
Teilraum von Cla,b]. Ferner enthalte B wenigstens (n + 2) Punkte.

Satz (8.16) (de la Vallee-Pouissin)

Erfullt V' die Haarsche Bedingung bzgl. Cla,b] und gibt es zu f € C(B) und
p €V Punkte tg <ty <...<tyy € B, sodass mit einem o € {—1,1} gilt

sien((f —p)(t;)) = o (=1, §=0,....n+1,
sofolgt  min|(f —p)(t;)| < dv(f) = inf max |f(£) —q(t)].

Gleichheit kann hierbei nur fiir  |(f —p)(¢;)| = |(f —p)(tx)|, VJ,k auftreten.

Beweis:

Sei (hg,...,h,) eine Basis von V. Dann hat die folgende Matrix aufgrund der
Haarschen Bedingung maximalen Rang (= n + 1)

holte) — +.. hu(to)
D(t[b c. 7tn+1) = c R(n-ﬁ-ln—i—l) .
ho(tn-i-l) s hn<tn+1)

Es gibt somit einen nichtverschwindenden Vektor (Xg,...,A\,i1) € R™™2\ {0} mit
den Eigenschaften
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n+1

(a) D Nh(t;) =0, k=01....n
5=0
i (8.17)
(b) doInl =1L
=0
Da ferner jede quadratische Teilmatrix von D(to, ..., t,41) aus n+ 1 Zeilen nach der
Haarschen Bedingung regulér ist, verschwindet auch keins der ;.
Fiir das lineare Funktional ¢ € R* mit £(q) := S0 \jq(t;) gilt somit ¢ € V*
und |[/] = 1.
Aufgrund des Dualitatsprinzips, Satz (2.27), folgt [4(f)| < dv(f).
Seien nun g, € V., k=0,1,...,n, bestimmt durch die Interpolationsbedingungen

at;) =0, 7€{0,....n+ 13\ {kk+1}, gty = 1.

Nach (H2) sind die g hiermit eindeutig bestimmt, ¢; # 0 und, da ¢z nach (HI)
hochstens n Nullstellen besitzen kann, ist auch qg(tx+1) > 0.

Damit folgt
0 = lUge) = M- 1 + Nejr qltesr)

= sign A1 = —sign g, Aj # 0.
und somit
n+1
dy(f) = [0 = [ef=p)| = 1D N =)
=0
n+1 n+1

= SN =R = (30 1A ) minl(F - p),)]

= win| (/ - p)(1;)]

Gleichheit kann hochstens dann vorliegen, falls alle | (f — p)(¢;) | gleich sind.

Folgerung (8.18)

Gilt fiir (n +2) Extremalpunkte ¢y <t; < ... <t,41 von p beziiglich f mit
einem festen o € {—1,1}

so ist p Bestapproximation von f aus V.

Hierzu gilt nun auch die Umkehrung:
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Satz (8.19) (Alternantensatz)

Sei wieder f € R= C(B), B C [a,b] eine kompakte Menge, die wenigstens (n+2)
Punkte enthélt. Ferner sei V ein (n + 1)-dimensionaler Haarscher Teilraum von
Cla, b].

Ein Element p € V ist genau dann Bestapproximation von f aus V, wenn es
(n+2) Punkte t) <t <...<tp41 aus B gibt mit

(f_p)(tj) = 0<_1)j “f_pHOOa ]: 07"'an+17 o€ {_171} (820)

Das Tupel (tg,...,t,+1) heiit dann eine Alternante der Fehlerfunktion e = f—p.

Beweis:

Nach (8.18) geniigt es zu zeigen, dass es zu jeder Bestapproximation p € V' eine
Alternante der Fehlerfunktion gibt.

Sei also p € V' Bestapproximation von f € C(B) und nehmen wir an, dass es
keine Alternante zu p gdbe. Dann existiert eine Unterteilung

CL:’7'0<7'1<...<7'm<7'm+1:b,

wobei m < m ist, sowie ein 0 > 0 und ein o € {—1,1}, so dass fiir die
Fehlerfunktion e:=f—p und t € BN |7, 7j41), 7=0,1,...,m gilt

o(=1) = +1 = e(t) €] —lell+3,]el]
o(=1)) = -1 = e@t) € [—lel lel-dT.

Wir wenden nun (H6) an, vgl. (8.6). Demnach gibt es eine Funktion ¢ € V, die
genau die Nullstellen 7,...,7, in [a,b] besitzt und dazwischen die folgende Vor-
zeichenverteilung besitzt

signg(t) = o (=17, t €7, .
Fiir hinreichend kleines ¢ > 0 erfiillt € = e — ¢ damit die Bedingung
€l < |l€|lo- Das bedeutet aber, dass p+eq € V' eine bessere Approximation
von f liefert als p. Widerspruch! O

Beispiel (8.21)

Die Funktion f :=sin sei auf einem Intervall [a,b] durch eine Konstante p € Il
zu approximieren. Enthélt das Intervall nun wenigstens zwei Punkte der Form ¢, =
(2k+1)7/2, k € Z, soist p* =0 Bestapproximation. Mit zwei benachbarten
Punken t; und ¢, ist ja bereits eine Alternante der Lénge zwei gegeben.

Enthalt das Intervall [a, b] sogar drei Punkte der obigen Form, so ist p* =0 sogar
Bestapproximation beziiglich II;.
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0 2 4 6 8 10

Abb. 8.2 Alternante zu Beispiel (8.21)

Beispiel (8.22)

Die Funktion f := sin soll im Intervall [0,7/2] durch eine Parabel der Form
p(t) = agt + a;t* approximiert werden.

Es ist zu beachten, dass der lineare Raum V der Polynome dieser Form keinen
Haarschen Raum iiber [0, 7/2] bildet. Man kann sich damit behelfen, dass man 0
nicht zur Alternante hinzunimmt und das Problem auf einem Intervall [a,7/2] mit
kleinem a > 0 betrachtet (dort ist V' ein Haarscher Raum).

Die numerische Berechnung ergibt die Alternante
to = 0.28373316, t; = 1.10612446, t, = 1.57079633,

die Bestapproximation: p*(t) = 1.13662336¢ — 0.31121899 ¢?
und die Minimalabweichung: || f — p*||cc = 0.017501718.
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0.01f J
0 /2
o} |

-0.01f

-0.02f

-0.03

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Abb. 8.3 Fehlerfunktion zu Beispiel (8.22)

98



Beispiel (8.23)

Die Funktion f(¢):=1/(1+1t), 0 <t <1, ist durch ein Polynom p € II5[0,1] zu
approximieren. Eine numerische Berechnung ergibt die Alternante

to = 0, t; = 0.20710678, ty = 0.70710678, t3 = 1,
die Bestapproximation p*(t) = ag + a;t + ast* mit
ag = 0.99264069, a1 = — 0.82842712, ao = 0.34314575,

die Minimalabweichung lautet ||f — p*||oo = 0.735931288 x 1072
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Abb. 8.4 Fehlerfunktion zu Beispiel (8.23)

Satz (8.24)

Sei R = Cla,b] und V ein (n 4 1)-dimensionaler Teilraum von R, der die
konstanten Funktionen enthélt. Schlielich sei f € R\ V, so dass sowohl V', wie
auch Spann(V U{f}) Haarsche Teilrdume sind.

Fiir die Bestapproximation p von f aus V' gilt dann: Die Fehlerfunktion e := f—p
besitzt genau (n+2) Extremalpunkte a =ty < ... < t,41 = b. Zwischen benach-
barten Extremalpunkten ist e streng monoton. Insbesondere ist die Alternante
geméf (8.19) eindeutig bestimmt und enthélt die Randpunkte des Intervalls.

Bewelis:

Fiir ein beliebiges ¢ € R ist f —p —c € Spann(V U {f}). Daher hat f—p—c
hochstens n + 1 Nullstellen in [a,b]. Die Behauptung ergibt sich hieraus mit dem
Alternantensatz und dem Zwischenwertsatz. 0

Fiir das Beispiel (8.23) sind die Voraussetzungen des Satzes (8.24) erfiillt. Die Al-
ternante ist also eindeutig bestimmt und enthélt die Randpunkte £y = 0 und ¢, = 1.
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Beispiel (8.25)

Sei B:={ty,...,tns1} C [a,b], V,, ein (n+ 1)-dimensionaler Haarscher Teilraum
von Cla,b]. hpi1 € Cla,b] \ V bezeichne ein neues Basiselement, so dass V11 :=
Spann(V,, U {h,41}) ebenfalls ein Haarscher Teilraum von Cla,b] ist.

Zu f € C(B) konstruieren wir ¢y, go € V,,41 durch die Interpolationsbedingungen

gi(ty) = f(t;), ot;) = (=1), j=0,1,...,n+1

Ferner bestimmen wir g € R durch die Forderung p :=g¢g; — pgs € V,. Damit
stellen wir fest

(f=p)(t;) = p(=1), j=01,....n+L

Da es in B keine weiteren Punkte gibt, ist (fo,...,%,11) eine Alternante zur Feh-
lerfunktion e := f —p. Damit ist p Bestapproximation von f € C(B) beziiglich
V.

Beispiel (8.26)

Die Bestapproximation der Funktion f(¢) := "' € C[—1,1] beziiglich II,[—1,1]
ist gegeben durch p(t) := " — 27" T, 1 (t) mit dp, (f)=2"".

Die Begriindung ergibt sich unmittelbar aus den Eigenschaften der Tschebyscheff—
Polynome, vgl. Satz (3.13). Zunichst ist p tatsichlich ein Polynom n-ten Grades,
ferner hat die Fehlerfunktion e = f—p = 27T, ,; die Alternante

n+1-—k

k=0, ... 1.

tkE = Cos(

Wir formulieren noch die Folgerung aus dem Alternantensatz, die sich fiir die
Tschebyscheff-Approximation von 2 m—periodischen Funktionen durch trigonometri-
sche Polynome ergibt.

Satz (8.27)
Sei f € Cy, und n € N. Dann gibt es genau eine Bestapproximation von f aus
T,, beziiglich || - ||». Diese ist charakterisiert durch eine Alternante der Lénge

2n + 2 im halboffenen Intervall [0,27][.

Beweis: Anwendung des Alternantensatzes fiir das Intervall [0, b] und Betrachtung
des Grenziibergangs b1 2. O

Satz (8.28) (Fehlerdarstellung)

Sei feC"'[-1,1] und E,(f) = dm,—1(f) (bzgl | - [lco)-

a) Gilt fiir eine Vergleichsfunktion f, € C"*'[—1,1] die Abschitzung
| F0@) | < f3" (1), Vie[=1,1], sofolgt Eu(f) < Eul(fo).
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b) Es gibt ein 7 € [—1,1] mit

| fH ()]

En(f) 27 (n 4+ 1)1

(8.29)
Beweis:

zu a): Ist p Bestapproximation von f aus II,[—1,1], so existiert eine Alternante
(t(), PN 7tn+1) mit

(f=p)t;) = V) p ul = Eu(f).

Es sei nun pg € II,, die Bestapproximation von fy auf B := {tq,...,t,11}. Dann
gilt analog

(fo—ro)(t;) = (=1 mo, lnol < En(fo).

Fir F = puo(f—p) — u(fo—po) gilt dann F(t;) =0, 5 =0,...,n+1 und
somit nach dem Satz von Rolle

dr e [-1,1]: F(”H)(T) = lo f(”+1)(7') — én+1)(7') = 0.
Gilt mun | fOH () | < f8V@), fiir alle t € [—1,1], so folgt

| () |
| £ () |

Gilt dagegen nur | f"D () | < FS @), fiir alle t € [~1,1], so wende man die
obige Uberlegung auf fy(t) == fo(t) + et"™', >0, an.

E.(f) = |ul = |uol < |pol < En(fo)-

Esist dann  f"™(@) = £ (@) + (n+Dle > (@) und somit

E.(f) < Eu(fo) < En(fo) + 2"e.

Fir € | 0 folgt die Behauptung.

zu b): Man setze fo(t) = ct™™/(n+ 1)
Fiir die Minimalabweichung gilt nach (8.26):  E,(fo) = ¢ 27"/(n+1)! .
Sei nun 7 € [—1,1] mit

¢ = 1f(E)] = max{| [0V << 1)
Dann folgt | f™ ()| < ¢ = f"™(¢) und damit nach a)

| S D(7) |
E.(f) < 2 (nt 1) O
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H.J. Oberle Approximation

9. T'schebyscheff-Approximation: Numerik

Der Remez—Algorithmus.

Der meist verwendete Algorithmus zur Losung von Approximationsaufgaben
beziiglich der Tschebyscheff-Norm ist nach dem russischem Mathematiker Evgeny
Yakovlevich Remez (1896-1975) benannt.

Wir gehen wieder von der folgenden Standard-Situation aus: [a,b] C R sei ein
kompaktes Intervall, R := Cla,b] sei ausgestattet mit der Maximumsnorm, V sei
ein (n + 1)-dimensionaler Haarscher Teilraum von R.

Ferner sei B C [a, b] eine kompakte Teilmenge, die wenigstens (n+2) Punkte enthlt.
SchlieBlich sei f € C(B).

Wir beginnen mit einer Voriiberlegung, die sich aus dem Beweis des Satzes von de
la Vallee-Pouissin ergibt. Es sei M = {to < ... < t,41} eine (n + 2) elementige
Teilmenge von B, die als Schitzung fiir eine Alternante, vgl. (8.19), zu interpretieren
ist. Die Bestapproximation von f beziiglich V' auf M ldsst sich dann folgender-
maflen ermitteln.

a) Man bestimme Ag,...,A,11 aus dem homogenen linearen Gleichungssystem
ho(to) ... ho(tns1) Ao 0
= : . (9.1)
hn(to) oo ho(tnsr) Ant1 0
n+1

Skalierung: Z Al = 1, X >0.
k=0
b) Man bestimme die Koeffizienten a; in der Darstellung p = > ax by sowie die

Minimalabweichung p aus den folgenden Bedingungen, vgl. (8.19) und (8.25),

n

f(t5) _Zakhk(tj) = psign);, j=0,...,n+1

k=0

Dies als lineares Gleichungssystem geschrieben ergibt

ho (to) Ce hn (t()) sign )\0 Qo f(to)
ho(tl) e hn(tl) sign /\1
— (9.2)
Qn f(tn>
ho(tn1) oo ha(tns)  signAng H f(tng1)
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Das lineare Gleichungssystem (9.2) ist aufgrund der Voraussetzungen stets eindeutig
l6sbar (Ubungsaufgabe). Ferner folgt aus dem Beweis zum Satz von de la Vallee-
Pouissin, dass die A, sédmtlich von Null verschieden sind und im Vorzeichen al-
ternieren - hierzu wird die Haarsche Bedingung fiir V' als Teilmenge von Cla,d]
benotigt.

Zusammen mit der Skalierung Ay > 0 ergibt sich somit
sign \; = (=1)/, j=0,...,n+1. (9.3)

Damit lésst sich das lineare Gleichungssystem (9.2) ohne explizite Kenntnis der ),
l6sen, ndmlich vermoge

h(] (to) ce hn (to) 1 Qo f(to)
ho(t1) hn(t1) -1 :
— | L (9.4)
Qn f(tn)
ho(tn+1) hn(tnsr) (—1)"H It f(tni)

Ablauf des Remez—Algorithmus.

I. Man arbeitet mit einer Schédtzung M, = {t(()l') < ... < ts:zl} C B fiir die
Alternante. Dabei bezeichnet v den Iterationsindex, die Menge M, heifit auch v-te
Referenz. Man 16st nun das lineare Gleichungssysten (9.4) und bestimmt damit

n

a) die Bestapproximation p®*) = Zagy)hj € V von f auf M, und
5=0

b) die zugehorige Minimalabweichung p = p,.

Bemerkung (9.5)

Man beachte auch (8.25) fiir die Konstruktion der Bestapproximation p®) mittels
Interpolationstechniken.

II. Im néchsten Schritt bestimmen wir den tatsédchlichen Approximationsfehler in
Bezug auf die Menge B

5, = max{|(f —p")(®)]: € B} (9.6)

Gilt |p,| = d,, soist p® nach (8.18) die gesuchte Bestapproximation. Fiir die
numerische Realisierung ersetzen wir diese Relation durch das Abbruchkriterium

Dabei bezeichne TOL eine vorgegebene (relative) Toleranzschranke.
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IT1. Iterationsschritt:

Ist das obige Abbruchkriterium nicht erfiillt, so ist eine neue (bessere) Referenz
M, 1 zu bestimmen. Wir verlangen dabei, dass die folgenden Konvergenz erzeugen-
den Bedingungen erfiillt sind

(@  (f =) > |l Y
() Fjo: |(f—p)ETN > (| +6.)/2, (9.8)

(c)  sign[(f —p)(E)] = o(-1)), o€ {*1}.

Im Folgende zeigen wir, dass sich aus diesen drei Eigenschaften tatséchlich die Kon-
vergenz des Verfahrens folgt.

Satz (9.9)
Unter der Annahme §, > |u,| folgt mit (9.8):  |upr1]| > |l

Bewelis:

Fiir das maximale lineare Funktional ¢,., € V* auf M, gilt

n+1

] = V(A = DAY FE )

=0
n+1

= I =)

Da die )\g-VH) nicht verschwinden und alternierendes Vorzeichen haben und nach

(9.8) (c) auch die Fehlerfunktion e®) auf der neuen Referenz M, ; alterniert,

ergibt sich
n+1

v (v v v+1
1] = ZM LAy = p ).

Wegen > |/\§-V+1)| =1 folgt nun mit (9.8) (a) und (b)

n+1

1] — || = ZM”“ FEY = p T — ).
> IA”+1 | (| +62)/2 = |pol)

= (/2 (6 = lml) > 0 O
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Satz (9.10)

Die zu einer beliebigen Referenz M = {t) <t < ... <t,41} C B gemaf (9.1)
bestimmten A; sind nicht nur sdmtlich von Null verschieden und alternierend,
sondern sogar gleichméfig von Null weg beschrankt, d.h. zu jedem ¢ > 0 existiert
d=d(f) >0, so dass fiir alle Referenzen M gilt

n+1
DY NADfE)] > e = Vi N(M)] > d
j=0

Beweis:

Wiirde die Behauptung nicht gelten, so géibe es ein ¢ > 0 und eine Folge von
Referenzen M, = {t{" < ... <)} ¢ B mit |Z)\§V)f(tgy))| > ¢, Vv, so dass

fir ein jo € {0,...,n+ 1} gilt /\gg) — 0 (¥ — o0). Da B kompakt ist und
> \)\§-V)] = 1 lassen sich konvergente Teilfolgen von (A§V)) und (t§”)) finden mit
t§»”) — tj, v — 00 und )\5-”) — Aj, v — o00. Dabei ist natiirlich A; = 0.

Sei nun ¢ € V' durch die Interpolationsbedingungen ¢(t;) = f(¢;) fir j # Jjo
bestimmt. Dann folgt

n+1 n+1
DNIE) = XA -9
=0 =0
nt1
= DN -a)t) = 0 (v o)
=0
Widerspruch zur Annahme | )\gy) f (t;”))| >c> 0. O

Satz (9.11) (Konvergenz des Remez-Algorithmus)
Erfiillt eine Folge von Referenzen M, = {t(()") < ... < tifjl} C B, v € Ny,

die Konvergenz erzeugenden Bedingungen (9.8), so konvergieren die zugehorigen
p®) €V auf B gleichmiBig gegen die Bestapproximation p* von f beziiglich V.
Diese Konvergenzaussage gilt unabhéngig von der Startreferenz M.

Beweis:

(i) Nach (9.9) wichst die Folge der |u, | streng monoton. Daher folgt insbesondere

n+1

YN = w2 ] > 0.
j=0

Nach (9.10) und dem Beweis zu (9.9) folgt hiermit

1w d
ol = il 2 S LG ) 2 5 @G =) (912)
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wobei 0.E.d.A. d €]0,2] gewihlt werden kann. Damit ergibt sich

d

dV(f) - |:ul/+1| < dV(f) - |[LV| - 5 (51/_ |lj’u|)

< (1=d/2)[dv(f) = lml]
Mit ¢ :=(1—d/2) €]0,1] liefert die obige Abschitzung

0 < (dv(f) = lpsal) < ¢"(dv(f) = |pmol) = 0 (v — o0)

und damit
Jim | = dy(f). (9.13)

(ii) Aus (9.12) folgt analog zur obigen Abschétzung

0 < 8—dv(f) £ 5 (mal = lml) + Il — dv()
_ g(myﬂ\ —dy(f)) - (3—1)(!uy! —dv(f))
2

< G~ lwl]
Hieraus folgt: Es gibt eine Konstante C' > 0 mit
0 < |If =p"| —dv(f) < C¢" (9.14)

(iii) Aufgrund der strikten Eindeutigkeit der Bestapproximation, vgl. (8.15), gilt
mit einem vy =~(f) >0 fiiralle ¢ € V:

Nf=dl = IIf =2 + v lla—=2".

wobei p* die Bestapproximation von f aus V bezeichnet. Setzt man ¢ = p®), so
folgt mit (9.14)

Y™ —p| < If —p"| = IIf =9 < Cq"

Damit ist gezeigt

v . c .
Ip™ —p*|| < S ¢ mit 0<g<l -

Bemerkung (9.15)

I. Allg. miissen die Referenzen M, nicht notwendigerweise konvergieren; sie sind
ja i. Allg. auch nicht eindeutig bestimmt. Aus Kompaktheitsgriinden gibt es jedoch
stets eine Teilfolge der (M), die gegen eine Alternante konvergiert.

Der kritische Punkt des Remez-Verfahrens ist es nunmehr, bei vorliegender Referenz
M, ein Verfahren zur Konstruktion von M, anzugeben, so dass die Konvergenz
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erzeugenden Eigenschaften (9.8) erfiillt sind. Prinzipiell sind dabei zwei Verfahren
in Gebrauch, die als Finzelaustausch bzw. Simultanaustausch bezeichnet werden.

IV. Einzelaustausch: Man bestimme einen Punkt 7 € [a,b] mit

(6 + [pwl)-

DN | —

[(f =p")(D)| =

Hierzu kénnte man beispielsweise einen Punkt 7 € [a,b] bestimmen, an dem
|(f — p™)| nsherungsweise maximal wird. Dies kénnte durch numerische Bestim-
mung einer Nullstelle der Ableitung (f — p®)) mittels Bisektion oder mittels
Newton-Verfahren geschehen, oder (einfacher) durch Absuchen auf einem festen,
feinen Gitter des Intervalls [a, b].

Austauschregeln (9.16) (e, := f — p™))

(a) Falls t%) <7< tg-';)Jrl:

tg-l;H) =T, t§-y+1) = tg-l') (j # jo), fiir sign e,,(tg»';)) = sign e, (7),

t%ﬂ) =T, t§”+1) = tgy) (j # jo+1), fiir sign €u<t§'1;)+1> = signe, (1),
(b) Falls 7 < t{:

= 7, tg-yﬂ) = tg-y) (j#0), fiir signe,(t!")) = signe,(r),

(et = 7, tg.”H) = t;li)l (j #0), fiir signe,(t") # sign e, (1),

(c) Falls 7 > tf;:zl:

tgfll) =T, tg-yﬂ) = tg-y) (j <n), fiir signe,(t"))) = sign e, (7),
tflﬁl) -7 t§u+1) — tﬁ)l (j <n), fiir sign ey(tfﬁl) # sign e, (7).
Beispiel (9.17)
Zu approximieren sei
sint

durch ein gerades Polynom p(t) = ag + a; t? + az t* + a3 t°.

In der folgenden Tabelle sind die Referenzen der ersten Iterationsschritte des Algo-
rithmus angegeben
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iter t() tl t2 t3 t4

0.10000e 4 00 0.25000e + 00 0.75000e + 00 0.10000e 4 01  0.12000e + 01
0.10000e 4 00  0.25000e + 00 0.75000e + 00 0.10000e 4 01 0.15708e + 01
0.10000e 4 00  0.25000e + 00 0.75000e + 00 0.14125e¢ 401 0.15708e + 01
0.10000e 4+ 00 0.25000e + 00 0.11109¢ + 01 0.14125e + 01 0.15708e + 01
0.10000e 4+ 00 0.63943e + 00 0.11109¢ + 01 0.14125e + 01 0.15708e + 01
0.00000e 4+ 00 0.63943e + 00 0.11109¢ + 01 0.14125e + 01 0.15708e + 01
0.00000e 4+ 00 0.63943e + 00 0.11109¢ + 01 0.14499¢ + 01 0.15708e + 01
10 0.00000e + 00 0.59967e¢ + 00 0.11091e + 01 0.14506e + 01 0.15708e + 01

S O = W N~ O

Fiir die Koeffizienten der Bestapproximation erhélt die folgenden Néherungen ag =
0.99999¢ 400, a; = —0.16666e 4+ 00, ay = 0.83132¢ —02 und az = —0.18524e —03.
Fiir die Minimalabweichung ergibt sich ¢ = 0.75439¢ — 06.

"o 02 0.4 06 0.8 1 1.2 1.4 1.6 ) 02 0.4 06 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Startreferenz: e(x) = sin(x)/x - p(x) 1. Iterierte: e(x) = sin(x)/x - p(x)

12 1.4 16

"o 0.2 0.4 06 0.8 1 1.2 1.4 1.6 06 0.8 1
2. Iterierte: e(x) = sin(x)/x - p(x) 3. Iterierte: e(x) = sin(x)/x - p(x)
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1 T T T T T T T 1

0.8] 0.8]

06 06
0.4 0.4/
02 02
0 0
-0.2 -0.2
04 -0.4

-0.6 -0.6

-0.8 -0.8

-1 -1
0 02 0.4 06 0.8 1 1.2 14 1.6 0 02 0.4
4. lterierte: e(x) = sin(x)/x - p(x)

06 0.8 1 1.2 14 1.6
6. Iterierte: e(x) = sin(x)/x - p(x)

Abb. 9.1: Die ersten Iterationen des Remez-Algorithmus fiir Beispiel (9.17)

V. Simultanaustausch:

Hierbei zerlegt man das Intervall [a,b] in mindestens (n+ 2) Teilintervalle, in denen
die aktuelle Fehlerfunktion e, = f — p® abwechselnd nur nichtnegativ bzw.
nichtpositiv ist. Man bestimmt dann nédherungsweise die Maxima bzw. Minima der
Fehlerfunktion in diesen Teilintervallen und wéhlt hieraus (n + 2) Punkte als neue
Referenz aus.

Eine Variante dieses Verfahren ergibt sich durch die Bestimmung der lokalen Ma-
xima/Minima der Fehlerfunktion mittels des Newton-Verfahrens fiir die Ableitung
e,,. Als Startwerte wihlt man die Punkte aus der Referenz M, und iteriert wie folgt

tgyﬂ) =a, tgfll) = b, falls dieses bekannt ist,
(v)
wiy L e) (9.18)
t; =1, N J=1...,n
e/u/(tj )

Bemerkungen (9.19)

e Der Remez-Algorithmus mit Simultanaustausch ist i. Allg. schneller als der mit
Einzelaustausch. Allerdings ist die Technik zur Sicherung der globalen Konvergenz
miihsamer.

e Beim Einzelaustausch lassen sich zur Losung des linearen Gleichungssystems (9.4)
so genannte update—Techniken verwenden.

e Fiir den Remez-Algorithmus mit Simultanaustausch lésst sich unter gewissen Zu-
satzvoraussetzungen (u.a. die C*-Eigenschaft von f, h;) die quadratische Konvergenz
des Verfahrens zeigen, d.h.

30 >0 [dv(f) = la]] < Cldv(f) — || ]

e Die Wahl der Startreferenz M, ist wegen der globalen Konvergenz i. Allg. nicht
sehr kritisch; man kann M, beispielsweise iiber eine Lo—Approximation — z.B. eine
Tschebyscheff-Entwicklung — erhalten.
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Das Newton—Verfahren.

Als Alternative zum Remez—Algorithmus bietet sich an, das nichtlineare Gleichungs-
system (8.20) des Alternantensatzes mit einer geeigneten Variante des Newton-
Verfahrens zu 16sen. Gehoren etwa beide Randpunkte des Intervalls [a, b] zur Alter-
nante (ein hinreichendes Kriterium gibt Satz (8.24) an), so liefert der Alternanten-
satz das folgende nichtlineare Gleichungssystem

n

> ajhyty) = ft) + (-DFp o= 0, k=0,...,n+1,

Jj=0

n (9.20)
D aibty) = fty) = 0, k=1,...,n.
j=0

Dies sind (2n + 2) Gleichungen in den (2n + 2) Unbekannten
(ag,...,an,t1,... ty, ). Bezeichnet man mit e(t) = f(t) — > a;h;(t) wie-
der die Fehlerfunktion, so lautet die zugehorige Newton-Gleichung, d.h. das lineare
Gleichungssystem zur Berechnung der Newton-Korrekturen Aa;, Atp und Ap:

N byt Aay — €(t) Aty + (<1 Ap = e(ty) = (~1)*p,
j=0
k=0,1,...,n+1  (9.21)
D Wi(te) Ay — €"(t) Aty = €(ty), k=1,....n.
7=0
Dabei ist Aty := At,yq = 0, agyﬂ) = a§-y) + Aay, t,(:ﬂ) = t,(:) + Aty und
M(V+1) = ’u(l’) + Alu

Schreibt man dieses lineare Gleichungssystem auf die Unbekannten a§”+1), Aty
und £**) um (dies sollte man nicht machen, wenn man Dampfungsstrategien

verwenden mdochte), so ergibt sich mit ¢ = t,(:)

S hy(t) al Y — ) Aty + (~1)FuD = (),
j=0

Z h;(tk) a§y+1) — €"(ty) Aty, = f'(tr), k=1,...,n.
j=0

Man vergleiche diese Relationen mit den entsprechenden Gleichungen (9.4) und
(9.18) des Remez-Verfahrens.

Zusammenhang zur Linearen Optimierung.

Wir betrachten eine diskrete Approximationsaufgabe im Tschebyscheffschen Sinn.
Dazu sei B C [a,b] eine endliche Menge, B = {t1,...,t,,} mit #B =m > n+2.
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Wir konnen ferner davon ausgehen, dass i. Allg. m > n gelten wird. Wieder sei

V =1V, ein (n+1) dimensionaler linearer Teilraum von C(B) mit Basis (ho, ..., hy).
Die Approzimationsaufgabe lautet: Man bestimme (aq,...,a,) € R"" so dass
I(ao, ... an) = max{|f(te) = Y ajh;(ty)|: k=1,....,m} (9.23)
=0

minimal wird.

Diese Approximationsaufgabe léasst sich nun unmittelbar in eine lineare Optimie-
rungsaufgabe transformieren. Dazu definieren wir

n

0 = max{|f(ty) = Y _ajhi(ts)|: k=1,....m} (9.24)

J=0

(9.23) ist dann dquivalent zur linearen Optimierungsaufgabe:

Bestimme (ay, .. .,a,,d) € R"™ so dass J := § minimal wird unter den Neben-
bedingungen

Zaj hi(ty) — 6 < f(tx)
- (9.25)
=Y ajhite) =6 < —f(t),  k=1....m

Um die Standardformulierung einer linearen Optimierungsaufgabe zu erhalten
fithren wir die folgenden Definitionen ein

ho(ty) ... ho(t)) —1
AT holtw) .. ho(tm) —1 - Rmesd

—ho(ty) ... —hn(ty) —1

—ho(tzm) —hn(t:m) —:1 (9.26)

bt = [f(t1).. f(tm), —f(t)... = f(tm)] €R*™
z' = [ag...a,, §] € R"™
cl' = [0...0, —1] € R"*2

Damit lautet die lineare Optimierungsaufgabe schliefSlich

Maximiere Jp(z) = c'z; Nebenbedingungen: A’z < b. (9.27)
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Bemerkungen (9.28)

Die obige Darstellung (9.27) heifit auch Dualform einer linearen Optimierungs-
aufgabe (vgl. Numerik-Vorlesung bzw. Opfer: Numerische Mathematik). Die Ziel-
funktion Jp(z) ist auf der zuldssigen Menge Z := {z : A%z < b} nach oben
beschriinkt (durch —§ = 0). Ferner ist Z nichtleer, da jeder Punkt z = (0,6)T mit
0 > ||fllec zulédssig ist. Nach der Theorie der linearen Optimierungsaufgaben (vgl.
J.Werner: Numerische Mathematik 2; Satz 2.4) folgt hieraus, dass (9.27) wenigstens
eine Losung z* besitzt.

Dai.Allg. m > n gelten wird, empfiehlt es sich nicht, die Ungleichungen A%z < b
durch Einfiihrung von Schlupfvariablen in Gleichungen zu transformieren. Vielmehr
ist es i. Allg. vorteilhaft, anstelle des dualen Problems (9.27) das zugehorige primale
Problem zu 16sen (etwa mit dem Simplexverfahren). Das primale lineare Optimie-
rungsproblem in Normalform lautet

Minimiere Jp(y) = b'y; Nebenbedingungen: Ay =c, y > 0. (9.29)

Dabei ist y € R?™,

Schreibt man diese lineare Optimierungsaufgabe mittels der Definitionen (9.26) wie-
der explizit auf, so ergibt sich das primale Optimierungsproblem

m

Minimiere Jp(y) = Z Ftr) (Yk — Ymak) (9.30)
k=1
unter den Nebenbedingungen
D hi(te) (U = Ymar) = 0, j=0,....n
k=1

(9.31)

Bemerkungen (9.32)

a) Die Normierung » yp = 1 lésst sich abschwéchen zu >y, < 1. Gilt ndmlich
fiir einen zuldssigen Punkt y des relaxierten Problems > y, < 1, so erhthe man
irgendein yi, und das zugehorige ym,ir, um den gleichen Wert (1 —> x)/2 > 0.
Der neue Vektor y ist dann zulissig fiir (9.30) bei gleichem Wert der Zielfunktion.

b) Weiterhin lésst sich fiir das relaxierte lineare Optimierungsproblem durch den

Ubergang
Yk Yk — MIN{Yk, Ytk
R {. th) _—
Ym+k Ym+k — mln{yk,merk}

erreichen, dass die Komplementaritatsbedingung yi ym-r = 0 erfiillt ist.
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Relaxiertes Primales Optimierungsproblem

Minimiere Jply) = Z J(te) Yk — Ymrr) (9.33)

m
k=1

unter den Nebenbedingungen
Zhj(tk)(yk—merk) = 0, 7=0,....,n

k=1
— (9.34)
Zyk < 1 Yk Ymer = 0, k=1,...,m

k=1

Ist y zuléssiger Basisvektor des primalen Optimierungsproblems, so gibt es [ =
{ko, .. kny1} C{1,...,m} mit yr = ymx =0 fiir alle k& ¢ I. Unter Beachtung
der Komplementaritédtsbedingung sei nun

AN = Yk Ymerkss
(9.35)
ANl = Yk + Ymiks 1=0,....,n4+ 1

Damit findet man
n+1

il =0

=0

n+1

dInl = L
=0

Sei y nun optimale Basislisung, z = (ao, ..., an,0)T sei Losung des dualen Problems
(9.27). Wegen des Dualitétssatzes , vgl. Vorlesung iiber Numerik, gilt dann

JD = Jp :bTy:CTZ

Damit folgt
0 = y'(b—ATz)

m n

k=1 =0

+ > Ymn [—f () + Zaj hi(te) + 0]
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Hier sind alle Summanden nichtnegativ, so dass sich die folgenden Komplementa-
ritdtsbedingungen ergeben

n

ui LF(te) = Y a; hylty) + 6] = 0,

J=0

. (9.37)
Ymin [—f(tr) + Zaj h;(ty) + 6] = 0.

Zusammen mit (9.35) und (9.36) folgt nun

k¢ 1 = Yk = Ymrk = 0,
kiel, N>0 = f(ty,) — Zaj hi(te,) = — 9,
=0

]{Zi € I, /\z<0 = f(tk) — Zaj h]<tk7) = 4.

J=0

Damit ldsst sich (9.37) als ein lineares Gleichungssystem zur Berchnung von z =
(ag,...,an,0)T ansehen. Nach Herleitung ist dieses Gleichungssystem stets 16sbar;
die Eindeutigkeit der Losung ist jedoch nur fiir A\, # 0, fiir alle k € I, gewéahrleistet.

Wir fassen das Ergebnis zusammen
Satz (9.38)

a) p = Y ajh; ist genau dann Bestapproximation von f aus V auf B =
{t1,...,tm}, wenn es Punkte t;, < ... < t,,, € B gibt, 0 <r < n und

f(tkz) - Zaj h]<tkz) = Sign)‘i Hf_pHom i = 0,...,7“+1,
=0

r+1

Z)\Zh](tkl):O, ij,...,n,
=0

r—+1

Z|>‘i| = 1
=0

b) Ist y optimale Basislosung zu (9.29), so ist das lineare Gleichungssystem (9.37)
fir z = (ag,...,a,,0)T losbar. Jede Losung liefert eine Bestapproximation von

f aus V auf B.

Bemerkung (9.39)

Gentigt V' der Haarschen Bedingung, so ist jede (zulédssige) Basislosung des
primalen Problems nichtentartet, d.h. Vi =0,...,n+1: y;, # 0. Ferner lasst sich
analog zum Beweis des Satzes von de la Vallee, Pouissin folgern, dass die \; nicht
verschwinden und alternieren.
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Beispiel (9.40) (aus J. Werner: Numerische Mathematik 2)

Zu minimieren sei max{le" — p(t;)| : j} dber p € Iy auf dem Gitter #; =
(j—1)/10,j=1,...,11.

Das zugehorige (primale) lineare Optimierungsproblem hat die folgende Form
Minimiere Jp = bly, y € R*

unter den Nebenbedingungen

Dabei ist
1 tt -1
K
-1 -t —tt -1
-1 —ty ... —t} =1
bt = [ef.. . e, —elt . —ein] € R2™
¢ = [0...0, —1] €R°

Die numerische Losung des primalen Problems mit Hilfe der MATLAB Routi-
ne linprog ergibt eine optimale nichtentartete Basislosung mit den Basisindizes

Jp = (1,5,10,13,19, 22).

Das zugehorige lineare Gleichungssystem (9.37) mit diesen Indizes liefert schliefilich
die Losung

1.000026
0.998714
a ~ 0.510077 |, 0 ~ 2.602631e — 05.
0.139716
0.069722

Fehlerfunktion e(t)
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H.J. Oberle Approximation

10. Li—Approximation

Problemstellung.

Wir betrachten den reellen Vektorraum R = Cla,b], a < b, sowie die zugehorige
L;—Norm

Ti= / ()] dt (10.1)

Weiter sei V' C R ein (n+ 1)-dimensionaler Teilraum und f € R\ V. Wir suchen
eine L;—Bestapproximation p* € V, also

VpeV: |f=p'llh < |If —plh

Wie bisher wird zu einer Approximation p € V. mit e := f —p die Fehlerfunktion
bezeichnet.
Zur Berechnung von |le||; definieren wir die Vorzeichenfunktion s : [a,b] — R

gemaf
1, falls e(t) >0,

s(t) := sign e(t) = 0, falls e(t) =0, (10.2)
—1, falls e(t) <0,

b
Damit folgt ||f —pli = el = /s(t) e(t) dt.

Beispiel (10.3)
Sei f € C'a,b] streng monoton wachsend, f' >0 und V = Ig[a,b).

Wir haben nun ein 7 € |a, b[ zu bestimmen, so dass fir p.(t) := f(7) gilt ||f—p-|1
minimal!

Fiir die Funktion

T

(r) = ||f —pll = / (F(r) — F(t)) dt + / (F(H) — £(r)) dt

a

findet man

b

Y(r) = (f(r)— f() + / Fr)dt — (F(r) — f(r) — / f(r) dt
)(l T

= fl(r)27—a—10
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@’ hat also die einzige Nullstelle 7* = (a+b)/2. Wegen f’ > 0 ist ferner ®'(¢) <0
fir ¢t € la, 7] und ®'(t) >0 fiir ¢ €|r*,b].

Damit ist 7* also ein striktes globales Minimum von &.

Man beachte die bemerkenswerte Eigenschaft, dass 7* unabhéngig von f ist.

Charakterisierung der Bestapproximation.

Wir nehmen an, dass die Nullstellenmenge
= {te€la,b]: e(t) =0} (10.4)
aus endlich vielen kompakten Teilintervall von [a,b] besteht. Diese kénnen auch
einpunktig sein.
Satz (10.5) (Kripke, Rivlin, 1965)
p ist genau dann L;—Bestapproximation von f aus V, wenn gilt

b

Vgev: |/s( pdt| < /|q )| dt

a

Bemerkungen (10.6)

a) Fir das Beispiel (10.3) ist Z = {7} und s(¢) = sign(t — 7). Nach (10.5) ist
T 80 zu bestimmen, dass

Vgell: /s(t)q(t)dt = 0.

Hieraus folgt sofort 7= (a + b)/2.
b) Besteht Z nur aus endlich vielen Punkten, so besagt der Charakterisierungssatz
p L; — Bestapproximation < VqgeV: (sign(f—p),q) =0
Man vergleiche dies auch mit den Charakterisierungen
p Ls — Bestapproximation < VgqgeV: (f—p,q =0
p Lo — Bestapproximation < VgeV: mingg,(f—p)g <0
Beweis zu (10.5)

=: Sei p € V Bestapproximation, so dass die Charakterisierung

b

VqgeV: |/s( Hydt]| < /]q )| dt .

a
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nicht erfiillt ist. Dann existiert ein ¢ € V' mit

|jsm—1/mr> 0. ()

O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass [sg > 0 und [¢flc = 1 gelten.
Wir erweitern Z durch die Nachbarmenge (© > 0)
Zo = {tela,b]: 0<[f(t)—p)] <O}

Wegen der Voraussetzung an Z und der Stetigkeit von |e| ist Zg meBbar und fiir
hinreichend kleines © > 0 gilt
/ dt < n/2.
Zo

Schlieflich setzen wir Zg := [a,b] \ (Z U Zg).

Zur Abschétzung von ||f — (p + ©q)||1 zerlegen wir das Integral iiber [a,b] in die
drei Teilintegrale iiber Z, Zg und Zp.

(i) Fir t€ Z hatman |f—p—0¢q| = ©|q|. Damit gilt

/|f—p—GQI = @/Iq\-
7Z Z
(ii) Fir t € Zo gilt

f=p=04q < |f=p|+ 0Ol < [f-p|+ 0O(2-s59)
Die letzte Abschitzung gilt, da ||¢||c = 1, also 2 —sqg > 1. Somit

/If p—0gq < /!f p\+9/(2—sq)-

Ze

(iii) Fir t € Zg hat man |f—p| > © und damit sign(f—p—©q) = sign(f—p) = s.
Hiermit ergibt sich schlieflich

|f=p—©¢q| = |f-p| - Osgq,
also
/prGCA /!f p\—@/sq-
ZR

Insgesamt ergibt s1ch die Abschétzung:

|M4wﬁwhéﬂfpm+®/M+@/&ﬂ®—@/w

Zo ZR

b
< ||f—P||1+@/|q|+2@/dt—@/s
Z a

Zo

N
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b

< Hf—PHlJrZ@/dt—@ /sq—/m
7

Zo a

<w If=pli +©n—0n = ||f—pl.

Damit ist aber p keine L;—Bestapproximation von f.

<: Wir haben zu zeigen, dass aus der Charakterisierung
b
VgeV: | /s(t) qt)dt] < /]q(t)\ dt .
a z
folgt, dass p Bestapproximation ist. Dazu schitzen wir ab:

1f=p+al = [ /() —p()+q(t)|dt

|s<f—p+q>|+/|f—p+q|

Z

I
— S S

s(f-p+q) + /\f—p+QI

a Z
b b
= a/bS(fp)+a/sq+Z/|q

s(f—=p) = IIf-rlh o

A%
S —

L;—Approximation fiir Haarsche Riume.

Satz (10.7)
Ist V ein Haarscher Teilraum von Cla,b], p € V L;—Bestapproximation und
hat e := f —p nur endlich viele Nullstellen, so wechselt e wenigstens (n + 1)
mal das Vorzeichen.

Beweis:

Hat e genau m Nullstellen mit Vorzeichenwechsel und ist m < n, so existiert nach
(H6) eine Funktion ¢ € V, die genau diese m Nullstellen besitzt und dort das
Vorzeichen wechselt. O.B.d.A. gilt somit

Vtela,b\Z: s(t)qt) > 0.
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Damit folgt aber
b
[swaa >0 [lad = o
a Z

im Widerspruch zur Charakterisierung (10.5). O

Satz (10.8) (Eindeutigkeit)

Ist V' ein Haarscher Teilraum, so gibt es zu jedem f € Cla,b] hochstens eine
L;—Bestapproximation (und damit auch genau eine nach Satz (2.2)).

Beweis: Sind p;, po Bestapproximationen von f, so folgt fiir p := (p1 + p2)/2

76 =00 < 5170 —p(®)] + 5170 —pa)].

Somit ist auch p eine L;-Bestapproximation und die Integrale iiber die obige Unglei-
chung miissen jeweils gleich sein, damit muss aus Stetigkeitsgriinden auch punkt-
weise Gleichheit gelten

vielt: [f0)-p0)] = 51 F0) ~mO)] + 5| F0) ~palt)].

Nach (10.7) hat (f —p) aber (n + 1) Nullstellen in [a,b]. Diese miissen nach
Obigem zuleich Nullstellen von (f —p;) und von (f — p2) sein. Damit hat aber
auch (py —p1) € V diese (n + 1) Nullstellen. Da V' ein Haarscher Raum ist, folgt

P1 = P2 J

Satz (10.9) (L;—Knoten)

Ist V' ein Haarscher Teilraum, p € V' L;—Bestapproximation von f € R und hat
die Fehlerfunktion e := f —p genau (n + 1) Nullstellen, so hingen diese nicht
von f ab.

Beweis: Die Fehlerfunktion e := f —p habe genau die Nullstellen 75 < ... <7,
in [a,b].

Zu g € R sei weiter g € V' Lj-Bestapproximation, so dass die Fehlerfunktion
€:=g—q genau die Nullstellen oy < ... <0, in [a,b] besitzt.

Nach (10.7) haben alle Nullstellen Vorzeichenwechsel, liegen also insbesondere im
offenen Intervall |a,b[. Die Anfangwerte e(a) und é(a) verschwinden nicht und
0.E.d.A. nehmen wir an, dass e(a)é(a) > 0 und 79 < oo gelten.

Da V' ein Haarscher Raum ist, gibt es ein h € V', das genau die Nullstellen 74,...,7,
besitzt und dort jeweils das Vorzeichen wechselt. Wieder gelte 0.E.d.A. e(a)h(a) < 0.

Nach dem Charakterisierungssatz (10.5) gilt nun mit s(¢) := signe(t), s(t) =
signe(t):



und somit auch

/(E(t) — s(t)) h(t)dt = 0. ()

Nach Konstruktion ist s(t) = s(¢t) fir ¢t € [a,70] und s(t)h(t) > 0, Vit €
170,0] \ {71, ..., 7,}. Hieraus ldsst sich nun unmittelbar ableiten

Vitea,b]: [s(t)—3s(t)]h(t) > 0.
Zusammen mit (x) folgt somit
Vitela,bl: [s(t)—s(t)]h(t) = 0.

Dies kann aber nur gelten, wenn alle Nullstellen tibereinstimmen, also Vj: o; = 7;
gilt.

Die Nullstellen der Fehlerfunktion e = f — p sind also (sofern es nur (n + 1)
Nullstellen gibt) unabhéngig von f. Sie heiflen die zu V' gehdrigen L;—Knoten
To < ... < T,. Sind diese Knoten bekannt, so lésst sich zu vorgegebenem f € R die
L;—Bestapproximation p als Losung der folgenden Interpolationsaufgabe ermitteln

p € V, mit p(r;) = f(15), j=0,...,n.

Satz (10.10) (Polynomriume)

Die L;—Knoten fir V = II,[-1,1] sind die inneren Extremalstellen des
Tschebyscheff-Polynoms T, ,o:

1—k
T = cos{n—{_ ], k=0,1,...,n
n -+ 2
Beweis:
Die 7 seien wie oben gegeben, ferner sei 7.; := —1 und 7,1, := 1. Die

Vorzeichenfunktion lautet also

(—l)j DT < t < Tj
s(t) =
0 Dt =T

und es ist zu zeigen, dass fiir alle £k =0,1,...,n gilt

/s(t) Tot) dt = 0. (10.11)

Die Substitution ¢ = cos©®, dt = —sin© dO ergibt die zu (10.11) dquivalente
Bedingung

/0(@) cos(kO) sin(0)dO = 0, k=0,...,n, (10.12)
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wobei

— 1
(=" ‘7+2 <O< o
0(0) = s(cosO) = " _ " (10.13)
J
0 =
n-+ 2
15 o(0)
: T
-0.5}
_1—E
n=4
-1.5}
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35

Wir setzen o zu einer ungeraden und 2 m—periodischen Funktion auf R fort. Damit

gilt
s

n—+2

VOeR: o(© + ) = —0(0) (10.14)

und es folgt

/a(@) cos(k©) sin© dO = % /J(@) [sin((k +1)O) —sin((k — 1)0) ]| dO©
_ i /0(@) (sin((k + 1)©) — sin((k — 1)0)] dO.

—T

Wir setzen nun
iy

I, = /0(@) sin(m ©) de (10.15)

—T

Verschiebung des 2m—periodischen Integranden mit © = ¢ + :TLQ ergibt unter
n

Verwendung von (10.14)
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m . ™
In = [oto+ ) sinfmlp+ ) de

= — /a(gp) {sin(mgo) cos(—2) + cos(mep) sin(—— )} dep

n+2 n+2

mm
n+2

) Im7

= — cos(

wobei sich die letzte Gleichheit dadurch ergibt, dass o(y¢) eine ungerade, cos(m )
jedoch eine gerade Funktion ist.

Hieraus folgt insbesondere [,, =0 fiir alle m =0,1,...,n + 1 und somit auch

/a(@) cos(k©) sin® do® = 0, k=1,...,n.

0

Fir k=0 folgt dies direkt aus [; = 0. Damit ist (10.12) gezeigt. O

Folgerung (10.16)

Aus dem obigen Beweis halten wir fest: Setzt man fiir ein vorgegebenes n € N

sowie .
(—1>J D Tin <t< Tj+1,n

0 ;= Tip,

so gilt L, = /O'n<t> sin(mt)dt = 0, fir m=0,...,n.
0

Beispiel (10.17)

Gesucht sei die Lj—Bestapproximation von f(t) := ¢ auf [0, 7] beziiglich des folgen-
den linearen Teilraumes von C[0, 7]:

V, = Spann{sin(kt): k=1,2,...,n}.

Da V,, auf dem offenen Intervall ]0,7| ein Haarscher Raum der Dimension n
ist, suchen wir Punkte 0 < 74 < ... < 7, < 7, so dass mit der zugehorigen
Vorzeichenfunktion o, gilt

VgeV,: /Un(t) q(t)dt = 0.
0
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Nach Folgerung (10.16) sind diese Punkte durch 7; = jm/(n + 1) gegeben. Die
Bestapproximation erhélt man also durch Losung der trigonometrischen Interpola-
tionsaufgabe

p(t) = Zak sin(kt); mit p(r) =7, j=1,...,n.
k=1
Wir berechnen die Minimalabweichung

m m

[ie=pna = | [ @-p®)at] = | [outoytat]

0 0

— 1w [ = [, - )
= m|;(—1)j(2j+1)! EEICEE

Man vergleiche hierzu auch den Beweis des ersten Jackson-Satzes (7.12).
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H.J. Oberle Approximation

11. Darstellung von Kurven und Flichen

Bézier—Kurven.

Unser Ziel ist es, polynomiale Kurven auf dem Rechner moglichst effizient darzustel-
len. Hierzu nutzen wir die Basisdarstellung mit Hilfe der Bernstein-Polynome aus;
man vergleiche hierzu auch Abschnitt 4.

Definition (11.1)

Fir n € Ny sind die Bernstein—Polynome vom Grad n definiert durch

Br(t) = (Z)tk(l—t)”_k, k=01,....n

Satz (11.2)

Die Bernstein-Polynome erfiillen die folgenden elementaren Eigenschaften

a) Bj(t) besitzt eine k-fache Nullstelle in t = 0 und eine (n—k)-fache Nullstelle
in ¢t = 1. Ferner hat man die Symmetrie

Bp(t) = B)_,(1-t), teR, k=0,1,...,n.
b) Die Bj(t) sind auf dem Intervall [0,1] nichtnegativ und haben in ¢} :=
k/n ein striktes globales Maximum (bezogen auf [0, 1]).

c) Es gelten fir ¢t € R

n

= k k(k—1)

1 = B(t), t = — BMt), t* = ———— Bt). (11.3
S B, = By(), =Ty B0 (113)
k=0 k=0 k=0

Insbesondere bilden die B}, k=0,...,n, eine Zerlegung der Eins.

d) Die Bernstein-Polynome lassen sich rekursiv iiber den folgenden Neville-
artigen Algorithmus auswerten

B(t) = 1,

fir m =1,...,n
BmrY(t) = BrUl(t) = 0, (11.4)
BrMt) == tB ') + (1—t) B '(t), k=0,...,m,

end m
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e) Weierstrafischer Approzimationmssatz:

Fir f € C[0,1] konvergieren die Bernstein-Approximationen
n k .
B.(f)t) = > f(ﬁ) BMt), 0<t<1,
k=0

fir n — oo gleichméfig auf [0, 1] gegen die Funktion f.

f) Die Bernstein-Polynome (B, ..., B!) bilden eine Basis des Polynomraums
IT,,.

0 0.1 02 03 0.4 05 06 07 08 0.9 1 0 0.1 0.2 03 0.4 05 06 07 08 0.9 1

Abb. 11.1 Bernstein-Polynome Bj fiir n =4 und n = 10

Definition (11.5)

Aufgrund des Satzes (11.2) f) hat jedes Polynom p € II,, eine eindeutig bestimmte
Darstellung als Linearkombination der Bernstein Polynome

n

p(t) = > ax Bi(t) (11.6)

k=0

Die Darstellung (11.6) heifit die Bézier-Darstellung * des Polynoms p.
Die Koeffizienten ay,...,a, heilen die Bézier-Punkte von p, das Polygon mit den
Ecken (k/n,ax), k=0,...,n, heifit das Bézier-Polygon zu p.

Bemerkung (11.7)
Fiir die Ableitung der Bernstein-Polynome ergibt sich aus (11.1)

%B,’j(t) = n(By{(t) — By '(t), k=0,...,n, (11.8)

wobei wie in (11.4) B"'(t) := B"Y(t) := 0 gesetzt wird.

n

'Pierre Etienne Bézier (1910-1999); Paris
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Abb. 11.2 Bézier-Polygon und zugehoriges Polynom

Verwendet man die Beziehung (11.8) zur Differentiation des Polynoms p(t), so ergibt
sich

p(t) == n (aps1 —ar) B (t). (11.9)

An dieser Beziehung liest man ab, dass das Bézier-Polynom in den Randpunkten
t =0 und t = 1 tangential am Bézier-Polygon verlauft, vgl. Abbildung 11.2.

Weiterhin folgt aus der Bézier-Darstellung (11.6) und den Eigenschaften Bj(t) > 0
sowie Y ,_,Bp(t) = 1, dass die Werte p(t) ganz in der konvexen Hiille der Bézier-
Punkte (aq, ..., a,) verlaufen miissen:

p(t) € conv(ag,...,a,). (11.10)

Bei Kenntnis der Bézier-Punkte (ao,...,a,) ist damit der ungefihre Verlauf des
Bézier-Polynoms einzuschétzen. Ferner lédsst sich durch Verdnderung einzelner
Bézier-Punkte gezielt Einflufl auf den Verlauf des Bézier-Polynoms nehmen. Man
nennt die Bézier-Punkte daher auch Kontrollpunkte.

Die genannten Eigenschaften von Bézier-Polynomen lassen sich unmittelbar auf den
vektorwertigen Fall einer polynomialen Kurve p(t) € R™ iibertragen. Die Bézier-
Darstellung lautet dann

p(t) = ) a, Bp(t), (11.11)

wobei die Bézier-Punkte nun Vektoren a; € R™ sind. Das Bézier-Polygon lésst sich
dann als ein Polygonzug im R™ interpretieren mit den Ecken (ay,...,a,) und es

gelten analog zum skalaren Fall:
t) € conv(ag,...,a,).
p/( ) (@0 /) (11.12)
p'(0) |l (a1 —ao),  P'(1)[| (an —ap-1).
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Abb. 11.3 Bézier-Polygon und zugehériges Polynom im R?

Der Algorithmus von de Casteljau®.

Der Wert p(t) eines Bézier-Polynoms (11.6) lisst sich durch fortgesetzte lineare In-
terpolationen mit Hilfe eines Neville-artigen Algorithmus berechnen. Der Einfachheit
halber betrachten wir hier wieder den skalaren Fall und definieren in Verallgemei-
nerung von (11.6) die folgenden Bézier-Polynome

a'(t) = Y awx By'(t), m=0,...n, i=0,..n-m (11.13)
k=0

Offensichtlich sind die a?*(t) Polynome aus II,,. Es gilt a?(t) = a;, i = 0,...,n,
sowie a(t) = p(t).

Satz (11.14)

Die Bézier-Polynome a!"(t), 0 <t < 1, lassen sich wie folgt rekursiv berechnen:
al(t) = a;, i=0,...,n,
ar(t)y = (L—t)-a'(t) + t-a’7'(t), m=1,...,n, i=0,...,n—m.
Damit ist p(t) = af(t).
Ferner gilt fiir die Ableitung des Bézier-Polynoms p/(t) = n- (a? ' (t) — ap~'(t)).

Beweis: Wir verwenden die Rekursion (11.4) fiir die Bernstein-Polynome:

2Paul de Faget de Casteljau (geb. 1930 in Besancon); Paris
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=t Y ak BN 4 (L—1)- ) ai BPTH(1)
k=0 k=0
m—1 m—1

= t- aiv1+k BP T (t) (1—1) Z aivr BlH(t))
k=0 k=0

= toafg'(t) + (1—t)-a]"(1)).

Fiir die Ableitung des Bézier-Polynoms ergibt sich mit (11.9)

Pt) = n ) (an—a) By (1) = n(ai™'(t) — ag”'(t)).

ar  ag(t)
az ap(t)
ag ™' (t)
an ay_y(t) ay ™t (t)  ag(t)

Konkretes Zahlenbeispiel: (n = 3)

p(t) = 1-Bj(t) + 4-Bi(t) + 3-Bj(t) + 0- Bi(t)
= (1—tP} +12-1-t)2t+9-(1—-1t)¢2
Fir t =04 (also 1 —t=0.6) erhilt man das Tableau:

1

4 2.2

3 3.6 276

0 1.8 2.88 2.808

Somit ist p(0.4) =2.808 und p/(0,4) =3 (2.88 — 2.76) = 0.36.
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Der de Casteljau-Algorithmus in (11.14) beschreibt in der Tat eine iterierte lineare
Interpolation, wobei jeweils zwei bereits konstruierte benachbarte Punkte im glei-
chen Verhéltnis ¢ unterteilt werden.

Abb. 11.4 Konstruktion von de Casteljau fiir ¢t = 0.4

Iteriert man diese Konstruktion, wie in Abb. 11.4 angedeutet, so erhélt man einen
Punkt des Bézier-Polynoms und die Tangente in diesem Punkt. Damit hat man nun
einen sehr einfaches geometrisches Werkzeug, um geeignete Kurven zu konstruie-
ren. Diese Hilfmittel wird vielfach im 'Computer Aided Geometric Design’ (CAGD)
eingesetzt.

Bézier—Flachen.

Unter einer Parameterdarstellung einer Fliche im R? versteht man eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung
®: [0,1]* — R (u,v)" = x = ®(u,v).

Zur Approximation von Flidchen verwendet man haufig komponentenweise und lokal
Polynomraume in zwei Variablen

Oy = {p(u,v) = Z Z agju'v’ : u,veERY. (11.16)

i=0 j=0

Offensichtlich ist I1,, ,, ein (n + 1) - (m + 1)-dimensionaler R—Vektorraum und man
sieht unmittelbar, dass die Produktpolynome

Bp(u) - B)*(v), 0<k<n, 0<0<m,

eine Basis von II,, ,,, bilden.
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Jedes Vektorpolynom p(u,v) € R? besitzt daher eine eindeutig bestimmte Bézier-
Darstellung

p(w,v) = > > ay-B(u)-Bl'(v). (11.17)

i=0 j=0

Wiederum heifien die Koeffizienten a;; € R* die Bézier-Punkte von (11.17) und die
durch die Parameterdarstellung x = p(u,v) definierte Fliache heifit Bézier-Fliche.

Abb. 11.5 Bikubische Bézier-Fliche im R3

Die Berechnung der Flédchenpunkte p(u,v) bei vorgegebenen Parametern (u,v) er-
folgt durch iterative Verwendung des Algorithmus von de Casteljau fiir den eindi-
mensionalen Fall. Dazu schreibt man (11.17) wie folgt um

pi(v) = Y ay-Bl'(v), i=0,...n,
=0 (11.18)

3

Jeder dieser Ausdriicke ist ein eindimensionales Bézier-Polynom zu den Bézier-
Punkten aj, ... a;n, bzw. po(v),...pn(v). Es sind also zur Auswertung von (11.17)
jeweils (n+2) eindimensionale Bézier-Polynome im R3 mittels (11.14) zu berechnen.

Im Folgenden gehen wir noch auf kurz auf zwei wichtige Eigenschaften von Bézier-
Fléchen ein.

Konvexe Hiillen Eigenschaft:

Es gelten B'(u) - BY*(v) > 0 sowie »_ > Bl'(u)- B}'(v) = 1.
=0 j=0
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Damit ist p(u,v) = Z Z a;;- Bi'(u) - Bf*(v) eine Konvexkombination der Bézier-
1=0 j=

Punkte a;;. Die Bézier- Flache x = p(u,v) verlauft also ganz in der konvexen Hiille
der Bézier-Punkte.

Partielle Ableitungen:

Analog zum eindimensionalen Fall (vgl. Satz (11.14)) lassen sich die partiellen Ab-
leitungen der Bézier-Flache sehr leicht mit Hilfe des Algorithmus von de Casteljau
berechnen. Es gilt ndmlich

8 n—1 m . .
%p(u,v) = N Z Z (ai41; — ay) B (u) Bf"(v)
5 =0 =0 (11.19)
%p(uyv) = m- (aij+1 — aij) Bi'(u) BY"(v).
i=0 j=0

Insbesondere lédsst sich hiermit ein Einheits-Normalenvektor an die Bézier-Flache
wie folgt berechnen

Pu(u,v) X py(u,v)
[Pu(u,v) X pulu,v)|

n(u,v) = (11.20)

B—Spline Kurven und Fléichen.

Ganz dhnliche Darstellungen und Berechnungsmethoden erhélt man, wenn man in
den Gleichungen (11.11) und (11.17) die Bernstein-Polynome durch B-Splines zu
einem festen Gitter

b < topgr < oo < tg < ... <tp < ... < tyem

ersetzt. Die zu (11.11) analoge Darstellung lautet dann

ni a4m Bonj(1). (11.21)

j=—m

Wieder heiflen die ay, ... a,1,—1 Kontrolpunkte (manchmal auch de Boor-Punkte)
der B-Spline Kurve (11.21).

n—1
Wegen B, ;(t) >0 und Y B, ;(t) = 1, vgl. (5.25) und (5.26), erfiillen B-Spline
Jj=—m

Kurven (und analog B-Spline Flidchen) ebenfalls die Konvexe Hiillen Eigenschaft
p(t) € conv(ag,...,anin-1)-

Die einfache Berechnung mit Hilfe des de Casteljau—Algorithmus lésst sich eben-
falls auf B-Spline Kurven und Flédchen iibertragen. Anstelle der Dreiterm-Rekursion

(11.4) fur die Bernstein-Polynome verwendet man hierzu die Dreiterm-Rekursion
(5.23) fiir die B-Splines.
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Gegeniiber den Bézier-Kurven und Fléche haben die B-Spline Kurven und Fliachen
einen wichtigen Vorteil, der sich aufgrund der kompakten Trager der B-Splines er-
gibt, vgl. (5.25): Fehler in einem Kontrolpunkt a;,, beeinflussen die B-Spline Kurve
p(t) nur lokal, ndmlich im Intervall ¢; <t <t,.,,+1, dem Tréger von B,, ;.
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