H.J. Oberle Analysis III WS 2012/13

14. Anwendungen der Differentialrechnung

14.1 Extremwertberechnung

Gegeben sei eine C2—Funktion f:R"™ D> D — R, wobei D offen sei.
Wir interessieren uns fiur die Bestimmung der Extrema (Maxima
und Minima) von f.

Satz (14.1.1) (Notwendige Bedingungen)

Ist xY € D ein lokales Extremum von f, so gelten:

a) V7% = o.

b) Ist x0 ein lokales Minimum von f, so ist die Hesse-Matrix

V2 (x9) positiv semidefinit; ist x° ein lokales Maximum,
so ist V2£(x9) negativ semidefinit.
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Satz (14.1.2) (Hinreichende Bedingungen)

Fir xO € D gelten:

a) Ist Vf(x%) = 0 und ist V2f(x9) positiv (negativ) definit,
so ist x© ein strenges lokales Minimum (Maximum) von f.

b) Ist VF(x%) = 0 und ist V2£(x°) indefinit, so ist x° ein
Sattelpunkt von f.

Bemerkungen (14.1.3)

a) Punkte x% € DO mit Vf(x°) =0 heiBen stationare Punkte
von f. Dies sind nicht zwingend lokale Extrema; in einem stati-
onaren Punkt sind durch die EVen zu positiven bzw. negativen
EWen der Hesse—Matrix Richtungen gegeben, in denen f wachst
bzw. fallt.

417



b) Ein stationdrer Punkt mit det V2f(x%) =0, d.h. A =0 ist
ein EW von VQf(XO), heiBt ausgeartet. Ist x nichtausgearte-
ter stationdrer Punkt, so trifft genau einer der drei in (14.1.2)
genannten Falle zu.

C) x0 |okales Minimum S x0 strenges lok. Minimum
Y f
V2f(x%) pos. semidef. < V2f(x9) pos. definit

Man beachte, dass hierbei in keinem Fall die Umkehrung der
Implikation gilt!

d) Ist f C3-Funktion, x° stationarer Punkt mit V2f(x%) pos.
definit, so gibt es eine Umgebung von xY und ein C > 0, so dass
dort gilt:

F(x) — fx9) > ¢ x -2
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Beispiel (14.1.4)

Gegeben sei z = f(z,y) = y2(x —1) + 22 (x4 1).
Wir berechnen: Vf(z,y) = (W2+32z24+2z,2y(x—-1))T.
Damit hat f die beiden stationaren Punkte:

o= (3) - ()

mit den Funktionswerten f(x°) = 0, f(x1) = 4/27.

Mit fee =62x+2, foy=2y, fyy=2(x—1), ergibt sich:

V2f(x0) — ( g _g) indefinit, x° also Sattelpunkt,
V2f(xl) = =2 0 neg. definit, x! also strenges lokales
0 —10/3 !

Maximum.
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Beispiel (14.1.5)

Gegeben sei z = f(z,y) = yz2 (4 —z +v).
Wir berechnen: Vf(z,y) = (a2y(8—3z—2y),z%(4—z—2y))".
Damit hat f die folgenden stationaren Punkte:

o= (3) 0= (8) o= (3

mit den Funktionswerten f(x°) = f(x!) = 0, f(x?) = 4.

Mit frz = y(8 — 62 —2y), foy = (8 =3z —4y), fyy = —22° ergibt
sich: V27 (x9) singular, xO ist also ausgeartet,

V2f(xl) = (_12 :;g) indefinit, x! also Sattelpunkt,

V2f(x2) = (:2 :g) neg. definit, x?2 also strenges lokales

Maximum.
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14.2 Implizit definierte Funktionen

Wir fragen, ob man ein gegebenes Gleichungssystem g(x,y) =0
bestehend aus m Gleichungen in den (n+m) Unbekannten (x,y)
nach m dieser Unbekannten (hier 0.B.d.A. mit y bezeichnet)

auflosen kann:
gx,y) =0 & y=f(x), yeR” xeR" (14.2.1)

Wir sagen in diesem Fall, die Funktion f: R™ D D — R™ wird
durch das Gleichungssystem g(x,y) = 0 implizit definiert.
Die LOosungsmenge des Gleichungssytems lasst sich dann (lokal)
als Graph der Funktion f interpretieren.

Beispiele (14.2.2)

a) Die Kreisgleichung g¢(z,y) = 224+ y2—-12 = 0, r > 0O,
definiert implizit die vier Funktionen

y = :|:\/’I“2—£B2, r = :I:\/rz—yQ, —r<xy<r
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b) Ist g in (14.2.1) eine affin-lineare Funktion, so hat man bei
geeigneter Aufteilung der Variablen:

g(x,y) = Ax+By+b =0, Ac R(m’”), B e R(m’m), b € R™.
Das Gleichungssystem ist nach den Variablen y auflosbar, falls
die Matrix B regular ist. Dann gilt

g(x,y) = 0 &y = -B 1(Ax+b) =: f(x).

Insbesondere ergibt sich fur die Jacobi-Matrix der Funktion f:

~1
_ n-1x _ (98 og _
J(@) = -BIA = - (@@c,y)) (SEey). ¥y =100,

Zum Nachweis der Auflosbarleit von (14.2.1) nach y schreiben
wir das Gleichungssystem als Fixpunktgleichung

g(x,y) =0 & h(x,y) =y — B_lg(x,y) =vy. (14.2.3)
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Dabei wird x als Parameter der Fixpunktgleichung betrachtet und
B ist eine regulare (m, m)-Skalierungsmatrix.

Satz (14.2.4) (Parameterabhangiger Fixpunktsatz)

Seien U := K¢, (x°) und V := K.,(y") abgeschlossene Kugeln
mit Radien e1,e> > 0 um die Mittelpunkte x° € R™ und
y0 € R™.

Die Funktion h: U x V — R™ sei stetig, L € ]0,1[ und es
mogen die folgenden Voraussetzungen erfullt sein:

a) h(x%y% = y°,

b) [|h(x,y1) — h(x,y2)|| < Lily1—y2l, Vx € U, y1,y2 € V,
c) |h(x,y%) — y9|| < &> (1 L), fir alle x € U.

Dann existiert eine stetige Funktion f : U — V mit
h(x,f(x)) = f(x) firallexeU.
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Satz (14.2.5) (Satz uber implizite Funktionen)

Sei g : D — R™ eine Cl-Funktion mit D c R™**T™ offen.

(x9,y9) € D sei ein Losungspunkt, also g(x%,y%) = 0. Ferner
0 .

sei die Jacobi—Matrix a—g(xo,yo) regular.

Dann gibt es Umgebungen U von x° € R™ und V von y© ¢

R™ mit U x V C D, sowie eine eindeutig bestimmte stetige
Funktion f: U — V mit

fx%) = y° und g, f(x)) = 0 (v¥xel).

Die Funktion f ist sogar stetig differenzierbar auf U und fur
die Jacobi-Matrix von f qgilt (Vx € U)

1
109 =~ (Eoate)  (FEexre).
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Die obige Formel fir Jf(x) erhalt man durch implizite Differen-
tiation des Gleichungssystems g(x,y) = 0. Mit der Kettenregel
folgt namlich:

d

_ Og g _
d—Xg(X’ f(X)) = &(X, f(X)) + @(Xa f(X>) ) Jf<X) = 0

Beispiele (14.2.6)

a) Die Kreisgleichung g(z,y) = z24y2—r2 = 0, r > 0, erfillt
im Punkt (z9,4°) := (0,7) die Voraussetzung des Satzes iiber
implizite Funktionen, da g4(0,r) = 2r # 0. In einer Umgebung
von z0 = 0 ist die Kreisgleichung also nach y = f(x) aufldsbar
und dies auch eindeutig, wenn man f(0) = y° = 4r verlangt.

(Wir wissen ja schon: y = +y\/r2 —z2, —r <z <r7).
Die Ableitungen von f lassen sich nun implizit berechnen:

2c +2yy' =0 = ¢ = —x/y = —x/\/rQ—xQ.
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b) Die Gleichung g(z,y) = e¥ 24+ 3y+22—-1 = 0 ist fir
jedes z € R eindeutig nach y := f(x) auflosbar. Wegen g, =

e¥y=%* 4+ 3 > 0 ist der Satz uber implizite Funktionen anwendbar.
Implizite Differentiation der Gleichung nach z ergibt:

eY~T _ D
¥ (o/ — 1 3y +22 = 0 = ¢ = .
(v —1)+3y + 2=z y 7t 3

Nochmaliges implizites

Damit ist f sogar eine C2—Funktion.
Differenzieren ergibt:

ey —x y// + ey—T (y/_ 1)2 + 3y// + 2 = 0
2 + eV (y —1)2
ey 4 3 '
Man beachte, dass hier eine explizite Auflosung nach y nicht

moglich ist. Die Funktion f kann also ebenso wie die Ableitungen
nur numerisch berechnet werden.

= y// —
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Implizit definierte Funktion y = f(x)

Aufgabe: Zeigen Sie, dass f genau ein Extremum besitzt und
bestimmen Sie dieses mit einer geeigneten Fixpunkt-Iteration.
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Implizite Darstellung ebener Kurven

Die Losungsmenge einer skalaren Gleichung g(z,y) = 0 (g hin-
reichend glatt) ist nach dem Satz iliber implizite Funktionen im
Fall Vg = (gz,9y) " # 0 lokal als Graph einer Funktion y = f(x)
oder x = f(y) gegeben.

Losungspunkte x0 = (29, 49) mit Vg(x°) # 0 heiBen regular, sol-
che mit Vg(x°) = 0 heiBen singuldre Losungspunkte.

Mittels der Taylor-Terme zweiter Ordnung lassen sich die sin-
gularen Losungen von g(x,y) = 0 wie folgt klassifizieren:

det V2g(x%) >0 : x0 isolierter Punkt
det VZ2g(x%) <0 : x0 Doppelpunkt
det V2g(x0%) =0 : x0 Riickkehrpunkt (Spitze)

(Letzteres stimmt im Allg. nur dann mit der Anschauung lberein,
wenn die Terme dritter Ordnung nicht verschwinden.)
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Beispiele (14.2.7)

In folgenden Beispielen ist x0 = 0 ein singularer Losungspunkt.
a) g(z,y) =y?(x — 1) + 2°(z — 2)

b) g(z,y) =y?(z — 1) + 2°%(z + ¢?)

c) g(z,y) =y?(x—1) 423
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Implizite Darstellung von Flachen im R3

Die Losungsmenge einer skalaren Gleichung g(x,vy,z) = 0 (g hin-
reichend glatt) ist nach dem Satz Uber implizite Funktionen im
Fall Vg = (g9z,94,92)" # 0 lokal als Graph einer Funktion
z = f(xz,y) oder y = f(x,z) oder x = f(y, z) gegeben.

Die Tangentialebene an diese Flache in einem regularen

LOosungspunkt x0 lautet dann nach dem Taylorschen Satz (nur
Terme erster Ordnung, implizite Darstellung):

VgxNDT (x—x0 = o. (14.2.8)

Man findet also wiederum, dass der Gradient Vg(x°) auf der

Flache g(z,y,z) = 0 (Niveaumenge oder Aquipotentialfliche)
senkrecht steht; vgl. auch (13.1.15).
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Das Umkehrproblem

Sei f: D — R" eine Cl-Funktion und D c R™ offen. Wir fragen
nach der (lokalen) Invertierbarkeit von f. Dazu bringen wir das
Gleichungssystem y = f(x) in die Form g(x,y) .= f(x) -y =0
und wenden auf g den Satz uber implizite Funktionen an.

Satz (14.2.9) (Umkehrsatz)

Ist die Jacobi—Matrix Jf(x°) fiir ein x° € D regulir, so gibt es
offene Umgebungen U von x° und V von y? := f(x°), so dass
die Funktion f den Bereich U bijektiv auf V abbildet.

Ferner ist die Umkehrabbildung f~1: VvV — U ebenfalls eine
Cl-Funktion, und es gilt fiir alle x € U:

I Hy) = JI) ™, v = ().
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Beispiel (14.2.10)

Die Transformation des R? mittels Polarkoordinaten

f:]0,00[xR = R2, x=f(r¢):= (rcos(y),rsin(x)) "

ist wegen detJf(r,p) = r» an jeder Stelle (rg,¢g9) Mit g > 0
lokal invertierbar. Die Umkehrfunktion ist eine Cl-Funktion mit
der Jacobi-Matrix

1

r

Sin ¢ % COS ¢

COS Sin ¢

I (x) = ( ) , x = f(r,¢).

Bemerkung (14.2.11)

Bijektive Cl-Funktionen, deren Umkehrungen ebenfalls C1l-
Abbildungen sind, werden auch Cl-Diffeomorphismen genannt.
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Transformation von Volumina

Sei f : R D D — R"” ein auf (offenen) Umgebungen Uy von x° € D
und U, von yY := f(x9) definierter Cl-Diffeomorphismus.

Ein , kleines” Volumen V bei x0 wird dann auf ein L kleines" Vo-
lumen ¥ bei y9 abgebildet. Fiir die (Vorzeichen-behafteten) Vo-
lumina gilt naherungsweise

vol (V) ~ det(Jf(x%)) - vol (V). (14.2.12)

D)




14.3 Gleichungsrestringierte Optimierung

Gesucht sind die Extremwerte einer Funktion f: D - R (D C R"
offen) auf einer Teilmenge G des Definitionsbereichs, die durch
Gleichungen der Form g;(x) = O definiert ist:

G = {xeD: g(x) =0}
Dabeiseig:= (g1,...,9m) ' : D — R™(m < n) eine C1—Abbildung.
Grundidee von Lagrange: Ankopplung der Nebenbedingungen
g;(x) = 0, mittels (unbekannter) Lagrange—Multiplikatoren

A; € R an die zu maximierende (minimierende) Funktion f. Man
betrachtet also — anstelle von f — die Lagrange-Funktion

LA = FGO + 3 Ma(x) = F&) 4+ ATg(x)  (14.3.1)
1=1

und maximiert (bzw. minimiert) diese fiir festes X\ iliber dem ge-
samten Bereich x € D (unrestringiert!).
436



Satz (14.3.2) (Lagrange—Lemma)

Minimiert bzw. maximiert x0 € D die Lagrange—Funktion
L(x,\) fir ein festes A iliber D und gilt g(x%) = 0, so ist
x0 zugleich ein globales Minimum bzw. Maximum von f uber
der zuldssigen Menge G :={xe D: g(x)=0}.

Bemerkung (14.3.3)

Sind f und g Cl-Funktionen, so lautet die notwendige Bedingung
fiir eine Extremalstelle xY von L:

ViL(x,A) = VX)) + > X\ Vg(x) = o. (14.3.4)
=1

(14.3.4) bildet zusammen mit g(x) = 0 ein Gleichungssystem flr
die (n + m) Unbekannten x und X. Die Lésungen (x9,A%) sind
gerade die Kandidaten fiur die gesuchten Extremalstellen (not-
wendige Bedingung).
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Satz (14.3.5) (Lagrange—Multiplikatoren—Regel)

Sind f, g Cl-Funktionen auf der offenen Menge D C R", ist
xY € D ein lokales Extremum von f unter der Nebenbedingung
g(x) = 0 und qilt die Regularitatsbedingung (constraint

qualification) Rang (Jg(xo)> —

so existieren Lagrange-Multiplikatoren X1, ..., A\m, SO dass fur
die Lagrange—Funktion L = f+ A'g die notwendige Be-
dingung erster Ordnung (14.3.4) gilt: VxL(x%,A) = 0.

Beispiel (14.3.6)

Gesucht ist ein Quader mit maximalem Volumen bei vorgegebe-
ner Oberflache. Bezeichnen zx,y,z > 0 die Kantenlangen, so ist
die Funktion (Volumen) f(x,y,z) := xyz zu maximieren unter
der Nebenbedingung ¢g(x,vy,2) .= zy4+zz+yz—a = 0, a > 0.
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Da die Regularitatsbedingung flur zulassige Punkte erfullt ist, lasst
sich (14.3.5) anwenden. Mit der Lagrange-Funktion

L(z,y,z,\) = zyz+A(zy+zxz2z+yz — a)
erhdlt man: yz + A(y—+=z2)
VxL = xz + Az 2) = 0.
zy + A(z+y)
Fur zulassige Punkte z,y,z > 0O ist auch A = 0 und man erhalt
die (eindeutig bestimmte) Ldsung

o = yo = z0 = /a/3, A= -0.54/a/3, [f(xg) = (a/3)3/2.

Beispiel (14.3.7)

Gesucht sind die Punkte auf der Parabel y = z2 —a, die vom
Ursprung den kurzesten Abstand haben.
Zu minimieren ist also die Funktion f(z,y) = z2 + y2 unter der
Nebenbedingung ¢g(z,y) =y — 22 +a = 0.
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Mit der Lagrange-Funktion L(z,y,\) = 224+ y2+ A (y — 22 + a)
ergibt sich die notwendige Bedingung

2x — 2 \x . O
= (5,00) = ()
Hieraus ergeben sich die Losungen:

(i) x = 0, y = —a, A= 2a
(ii) = = £v/a—0.5, y = —0.5, A =1.

Die Losungen (ii) sind nur fiir a > 0.5 erklart. Durch (i) wird die
Losung fur a < 0.5 beschrieben.

Die Beziehung (14.3.4) ist die ,,notwendige Bedingung erster
Ordnung* fur gleichungsrestringierte Optimierungsaufgaben. Da-
neben lassen sich auch notwendige und hinreichende Bedingun-
gen ,,zweiter Ordnung* beweisen. Dazu nehmen wir an, dass die
Funktionen f, g sogar zweifach stetig differenzierbar sind.
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Satz (14.3.8)

a) Notwendige Bedingung zweiter Ordnung:

Ist x° € D lokales Minimum von f auf G, ist die Regula-
ritatsbedingung aus (14.3.5) erfillt, so ist die Hesse—Matrix
V%L(XO, M) der Lagrange—Funktion positiv semidefinit auf dem
Tangentialraum der zulassigen Menge G

TG(XO) .= {y c R™: ng'(XO)Ty = 0, 1= 1,...,m} .
Dies bedeutet: Vy e To(x9%): yT V2L(xO, Ay > 0.

b) Hinreichende Bedingung zweiter Ordnung:

Ist xO € G und existieren Lagrange—Parameter A\, so dass x0
stationarer Punkt der Lagrange—Funktion ist und deren Hesse—
Matrix V2L(x%, \) positiv definit auf T (x°) ist, so ist x0 ein
strenges lokales Minimum von f auf G.
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Beispiel (14.3.9)

Zu minimieren sei die Funktion f(xq1,z2) = x1xzo unter der
Nebenbedingung g(x1,2o) = x%—kx%— 1 = 0.

Mit der Lagrange—Funktion L(x,\) = z1zo+ X (z9+25—1) und
den notwendigen Bedingungen L;, = Lz, = g = 0 ergeben
sich die folgenden vier Losungskandidaten:

T

A2 = 0.5 - xt = (\/0.5,—\/0.5) : x2 = —x!
T

A3 4 = —0.5 x3 = <\/O.5,\/O.5) . xt = —x3.

Wegen f(x!) = f(x?) = —0.5 und f(x3) = f(x*) = 0.5 sind x1,
x2 globale Minima und x3, x* globale Maxima von f auf G .

Wir untersuchen die Bedingungen zweiter Ordnung fir x?!:
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Mit Vg = 2x ergibt sich der Tangentialraum zu To(x!) = {y €
R2: (x1)Ty = 0}. Ferner ist

oA 1 11
V2L(x1, M) = ( 11 - ) — (1 1).
1

Die Hesse—Matrix der Lagrange—Funktion ist also nicht positiv
definit auf R2, allerdings gilt fiir y € To(x1) \ {0}:
y' VZL(x', A1)y = (y1+v2)° = 4y > 0.

Damit ist die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung erfullt und
x1 ist ein strenges lokales (und sogar ein globales) Minimum von
f auf G.
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14.4 Das Newton—Verfahren

Gegeben sei eine Cl—Funktion f : D — R"® mit D C R" offen.
Gesucht ist eine Nullstelle von f, also eine Losung x* € D des
Gleichungssystems f(x) =0 € R".

Die Taylor—Entwicklung von f um einen Startwert xY € D lautet
f(x) = f(x%) + I (x—x%) + o([x —x°|]).

Setzt man hierin fur x die gesuchte Nullstelle x* ein und ver-
nachldssigt man den Fehlerterm o(||x* —x9||), so erhalt man

JIE(xD) (x* —x9%) ~ —f(xY).

Als neue Nidherung fiir x* wahlt man daher die Ldsung x! des
linearen Gleichungssystems

I I -x%) = —1&xYH. (14.4.1)
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Sofern die Jacobi—Matrix Jf(x°) regulir ist, besitzt (14.4.1) eine
eindeutig bestimmte Losung.

Algorithmus (14.4.2)

Waihle einen Startvektor x° € D, tol > 0
fiir k=0,1,2,...

Berechne Ax* aus Jf(xF) AxF = —f(xF),
xk+1l = xk + AxF,
Abbruch, falls ||x*T1 —xF|| < tol.||x"|

end k

Satz (14.4.3) (Skalierungsinvarianz)

Das Newton—Verfahren ist invariant unter linearen Transfor-
mationen (Skalierungen) der Form

f(x) — gly) := A-f(By),

mit beliebigen (festen) reguldaren Matrizen A, B € R(nn).
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Satz (14.4.4) (Konvergenzsatz)

Sei f: R®* D D — R™ Cl—Funktion, D offen, und x* € D eine
Nullstelle von f. Die Jacobi—Matrix Jf(x) sei regular fir alle
x € D, und es gelte eine Lipschitz—Bedingung (L > 0)

Vx,y€D: | (I —IEx) | < Lly—x|.

Dann ist das Newton—Verfahren (14.4.2) fir alle Startwerte
x9ec D mit ||x°—x*|| < 2/L =: r und Ky (x*)CD
wohldefiniert. Alle Newton—Iterierten x* liegen in der Kugel
K,-(x*) und die Folge konvergiert quadratisch gegen x*:

I x| < (L/2) X —x*)2.

Ferner ist x* die einzige Nullstelle von f innerhalb der Kugel
Kr(x*).

446



Beispiel (14.4.5)

Die Transformation vom Eingangs- zum Ausgangssignal einer
elektrischen Schaltung (aktiver Filter) wird beschrieben durch

T(s) =

bo =

ai1s
s2+b1s+bg o = 12:10%/a,
(zo + z3) - 1010 b 2 10>  2-10%(zo + x3)
r1r2x3 ’ 1 1 Irox3

-8 L
C2 =10 -
R2 =X,
o—AMN, ||
——o0
INPUT c _10® OUTPUT
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Die Widerstande x1, xo, x3 sollen so angepasst werden, dass a; =
1, bg = 40 und b; = 1 gilt. Damit ergibt sich das folgende
nichtlineare Gleichungssystem

( 1.2-10°/zp — 1 \
(z2 + x3) - 1010
. — 40 _
2.10° 2.10%(xo + x3) )
\ Il L2X3

Die Anwendung des Newton-Verfahrens mit den Startwerten
r1{ = o = x3 = 103 liefert nach 14 Iterationen eine L&sung
mit der relativen Genauigkeit von etwa 10 Dezimalziffern:

x* = (4.413911092-10%, 1.200000000- 10°, 5.944486448-103) .

Anhand des Ldsungsverlaufs (||Ax”|) I4sst sich die quadratische
Konvergenz bestatigen.
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Das gedampfte Newton-Verfahren

Zur Verbesserung der (globalen) Konvergenzeigenschaften des
Newton—Verfahrens reduziert man ,,weit weg* von der LOsung x*
die Lange der Newton—Korrektur Ax’f, verwendet also anstelle
von (14.4.2) die folgende modifizierte Newton—Iteration:

Jf(xF) Axk = —f(xF)
xktl = xF 4+ )\, AxF.

Der Dampfungsparameter )\, € ]0,1] wird hierbei so gewahlt,
dass eine geeignete Testfunktion T(x), etwa T(x) := ||[f(x)]|, in
jedem Iterationsschritt fallt. Zur algorithmischen Bestimmung
von A kann man eine einfache Halbierungsstrategie verwenden.
Ferner lasst sich zeigen, dass man hiermit stets ein A, > 0 finden
kann, fur das die Testfunktion fallt.

(14.4.6)
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Algorithmus (14.4.7) (Schrittweitenbestimmung)
uw = A_q1 =1
fir kK =0,1,2,...
Wahle A € {u, u/2, u/4, /8, ...} maximal, mit
T(xF + X\ AXF) < T(xF)
Abbruch, falls A < Amin

Xk+1 = Xk —|— >‘k AXk
L min(l, 2>‘k)7 falls AL = Ap_1
Pom00 A, sonst
end k

In der Literatur findet man ausgefeiltere Strategien zur Schritt-
weitenbestimmung, insbesondere ist es glnstig, skalierungsinva-
riante Testfunktionen zu verwenden.
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Nichtlineare Ausgleichsprobleme

Ein haufig auftretendes Problem ist die Anpassung einer para-
meterabhangigen Funktion an vorgegebene Messdaten. Gegeben
seien Messdaten (t;,y;) € R2, ¢ = 1,...,m, sowie eine An-
satzfunktion y = f(¢;x), wobei x = (x1,...,zn) " die Parameter
beschreibt. Es wird angenommen, dass n << m ist, also mehr
Messdaten zur Verfugung stehen als Parametern.

Aufgabe ist es, die Funktion g(x) := ||F(x) —y||3, x € R?, zu
minimieren. Dabei ist

F(x) = (f(t1; %), fEm; X)),y = (Wi, ym)
Die Grundidee des Newton—Verfahrens, ein nichtlineares Glei-
chungssystem in der Nahe einer Iterierten xk durch Linearisierung
naherungsweise zu |0sen, lasst sich auf nichtlineare Ausgleichs-
probleme ubertragen. Dieses Verfahren geht auf Gaul3 zuruck und
wird GauB—Newton—Verfahren genannt.
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Sei x¥ € R™ Naherung fiir eine Losung x* des Ausgleichspro-
blems. Wie ersetzen F durch das lineare Taylor—Polynom zum
Entwicklungspunkt x*:

9(x) =~ §x) = [[FE")+IFE") x-x") -y 3.

Die Minimierung von g (anstelle von g¢g) bildet nun eine Ii-
neare Ausgleichsaufgabe, deren Losung xFt1 2z B. mittels
QR-Zerlegung (Householder/Givens) berechnet werden kann.

Algorithmus (14.4.8) (GauB—Newton—Verfahren)

Waihle einen Startvektor x% € D,  tol > 0
fur £=0,1,2,...
Berechne Ax* aus der Minimierung von
IF(xF) 4+ JF(xF) AxP —y |3,
Berechne eine Schrittweite A, > 0O,

xkT1l = xF 4 X\, AXF,
Abbruch, falls ||[Ax*|| < tol-||x*|
end k.
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In MATLAB steht professionelle Software zur Losung nichtli-
nearer Ausgleichsaufgaben zur Verfugung. Standardaufruf ist

[x, resnorm, residual] = Isgnonlin(@fun,x0)

Dabei ist fun eine function (Unterprogramm) zur Berechnung des
Residuums F(x) —y, xO ist ein vorzugebender Startvektor. Der
LOosungsvektor ist durch x gegeben, residual gibt den optima-
len Residuenvektor F(x*) —y an und resnorm dessen Euklidische
Norm.

Beispiel (14.4.9) (Blutspiegelmessungen)

Die Konzentration eines Arzneistoffes im Blutplasma (der Blut-
spiegel) wird nach der Einnahme (Zeit t = 0) vereinfachend durch
die so genannte Bateman-Funktion® beschrieben:

*benannt nach dem brit. Mathematiker Harry Bateman (1882—-1946)
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y(t;x) = x3 [exp(—x1t) — exp(—zot)]

Aufgabe ist es, die Parameter z1, x5, x3 SO zu bestimmen, dass

diese Funktion moglichst gut die folgenden Messdaten wieder-
gibt:

ti: 15 25 35 45 55 65 75 85 105 185

0.1

r; = 0.0057
xr5 = 0.0443
x§ = 0.1470
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