H.J. Oberle Analysis III WS 2012/13

13. Differentiation

13.1 Das Differential einer Abbildung

Gegeben: f: R"™ D D — R™, also eine vektorwertige Funktion
von n Variablen x = (z1,...,zn) ", wobei D wiederum offen sei.

Wir nennen die Funktion f im Punkt x° differenzierbar, auch
vollstandig oder total differenzierbar, falls es eine lineare Ab-
bildung £ : R™ — R™ gibt, fur die die folgende Approximations-
eigenschaft qilt

f(x) = f(x°) + £(x—x°) + o(|x —x°||), bzw.
lim f(x) — fﬁioz ;Olh(x —x9)

Die lineare Abbildung £ heiBt dann das Differential der Funktion
f im Punkte x° und wird mit df(x°) bezeichnet.

0. (13.1.1)
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Bemerkungen (13.1.2)

a) Eine differenzierbare Funktion lasst sich also bei x° mit hin-
reichender Genauigkeit durch eine affin-lineare Funktion f(z) =
f(x0) + df(x°)(x — x9) approximieren.

b) Ist f in x© differenzierbar, so ist das Differential £ = df(x°)
eindeutig bestimmt. Ferner besitzt df(x°) die (kanonische) Ma-
trixdarstellung:

0(z) = dfxD (=) = Iz, zeR"
wobei Jf(x0) € R(™n) die Jacobi—Matrix von f in xO bezeichnet.

C) Im Fall einer skalaren Funktion, m = 1, ist Jf(z®) =
V£(x9)T ein Zeilenvektor und Jf(x9)(x — x°) ein Skalarprodukt:
(Vi) x—x0) = ViE)T(x-x0).
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Satz (13.1.3)
Sei f: R®" > D - R™ D offen und x° ¢ D.

a) Ist f in x© differenzierbar, so ist f in x° auch stetig.

b) Ist f eine Cl1—Funktion auf D, vgl. 12.3, so ist f auf D
auch (vollstandig) differenzierbar.

Bemerkung (13.1.4)

Die partielle Differenzierbarkeit impliziert daher nicht die
(vollstandige) Differenzierbarkeit, vgl. das Beispiel (12.1.10).

Beispiele (13.1.5)
a) Fir f(z1,z0) := x71e2*2 erhilt man die Jacobi—Matrix:
Jf(z1,20) = Vf(zy,z0)' = e**2 (1,2z1).
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. L r1T2x3 .
b) Fir f(xq1,z0,23) = (Sin($1 ¥ 225 + 323) ) erhalt man
die Jacobi—Matrix:
L2IL3 L1T3 L1I2 (2,3)
Jf(xq, 2o, = e R/,
(21,22, 73) ( COSs 2C0OSs 3COSs )
Dabei sei s :

= x1 + 2z + 3x3.

C) Fir eine affin-lineare Funktion f(x) ;= Ax+b mit A ¢
R(™7) und b€ R™ erhdlt man wegen gfg = Ae;, 1=1,...,n,
Jf(x) = A, vV x € R"™.

d) Fur eine quadratisches Polynom
1
f(x) = EXTAx—I—bTx—I—c

mit A € R("’”), b€ R"™ und ¢c€ R erhalt man mit der verallge-
meinerten Produktregel, vgl. (4.2.3)
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of _ 1 (.T T
b = §<eiAX—|-X Aei)—l—bi

= 3x (A+AD)e; + b;.
Damit ergibt sich fur die Jacobi—Matrix

56 = ViG)T = SxT(A+AT) + b7

Fehlerrechnung (13.1.6)

Flr eine differenzierbare Funktion f: R® D D — R™ gilt nach
Definition
f(x4+ Ax) = f(x) + Jf(x)-Ax + o(]|Ax]|)

= f(x)+ 3 8—(X) Az + o(||Ax]).
k= Lk
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Vernachldassigt man fiur kleine Variationen ||Ax|| den Term
o(||Ax|]), so ergibt sich , in erster Ordnung* :

Ay = f(x+ Ax) — f(x) = f: 8—f(x) Axy. . (13.1.7)

Beispiel (13.1.8)

Die Oberflache eines quaderformigen Werkstucks mit den Kan-
tenlangen z, y und z ist gegeben durch S = 2(zy+zz+y=z).

Es werde gemessen: x = 10cm, y = 12cm, z = 20cm. Die
Messgenauigkeit betrage hierbei: |Az|, |Ayl|, |Az| < 0.1 cm.

Mit diesen Daten erhilt man fiir die Oberfliche S = 1120 cm?
und fiuir den (absoluten) Fehler in S ergibt sich nach (13.1.7) in
erster Naherung
AS 2(y+2z)Ax + 2(x+2) Ay + 2(x+y) Az
= |AS| < (64+4+60+44)-0.1 cm? = 16.8 cm?.

Q
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Differentiationsregeln (13.1.9)
Linearitat: J(af + 8g) (x°) = aJf(x%) + 8Jg(x°).

Kettenregel: Ist f: Dy — R™ in x% € Dy C R" (offen) diffb.
und ist g : Dy — RF diffb. in y0 := f(x9) € Dy Cc R™ (offen), so ist
auch die Hintereinanderausfiihrung go f in x9 diffb. und fiir die
Jacobi—Matrizen gilt

J(gof)(x?) = Jg(f(x?))  Jf(x°).

Spezialfall der Kettenregel (13.1.10)

Esseic: I — D CR"™einein tg €I diffb. Kurve. Dabei sei I CR
ein Intervall und D C R™ eine offene Menge. Fernersei f: D — R
eine in x° := c(tg) differenzierbare skalare Funktion.
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Dann ist auch die Hintereinanderausfuhrung

foc: I—>R, (foc)(t) = f(c1(t),..., cn(t))

in tg differenzierbar und fur die Ableitung gilt

(foc) (to) = Jf(c(to)) - Je(to) = Vf(c(to)) ' (to)
= (f(c(t)) (to0) > ﬁ(C(lﬁo))-cz(to)-

k=1 8:1;k
Beispiel (13.1.11)
Ein Massenpunkt mit der zeitlich veranderlichen Masse m(t) =
mgo — at bewege sich mit der Geschwindigkeit v(t) = vg + 8¢3.
Wir fragen nach der zeitlichen Anderung der kinetischen Energie
T =T(m,v) = %va.
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Anwendung der Kettenregel ergibt:

ar ! (t)
dt V?(m’”)T( v/ (t)

= —504’1)2 + 38mut2

1
) — §v2-m’ + muv -

Setzt man hierin m(¢) und v(¢) ein, so folgt:

dT

4 = 5o BR)? 4 38(mo—at) (vo+ B7) 12

Richtungsableitungen
Fir f: D—R, DcCR"”offen, x°¢c D und v € R"\ {0} heiBt

FxO +tv) — F(x9)
t

die Richtungsableitung, auch Gateaux—Ableitung, von f in
Richtung v.

Dyvf(x%) = limiso

(13.1.12)
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Bemerkungen (13.1.13)
a) Ist v ein Einheitsvektor, ||v| = 1, so gibt Dy f(x°) den Anstieg
von f in x° in Richtung v an.

b) De, f(xP) = %(XO), i=1,...,n.

d
c) Ist f in xO differenzierbar, so gilt Dvf(x9) = v (f oc)(0),
mit c(t) ;= x% 4+ tv. Mit der Kettenregel folgt
Dvf(x%) = V()T 0 = VDT v. (13.1.14)

Satz (13.1.15) (Eigenschaften des Gradienten)
Sei f:D —R, DcCR" offen, in x° € D differenzierbar.
a) Vf(x9 e R"” steht senkrecht auf der Niveaumenge

Ni(x%) = {xeD: f(x)=fx)}.
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b) V/f(x°) gibt die Richtung des steilsten Anstiegs von f
im Punkt x° an.

Im Fall n = 2 nennt man die Niveaumengen N;(x°) auch Hohen-
linien, im Fall n = 3 Aquipotentialflachen.

Bemerkung (13.1.16)

Die obige Eigenschaft des Gradienten (13.1.15) b) lasst sich fiir
die numerische Berechnung der lokalen Minima einer Funktion
f verwenden. Auf dieser Eigenschaft beruhen im die verschiede-
nen Varianten des Gradientenverfahrens, die auch Verfahren
des steilsten Abstiegs (steepest descent methods) genannt
werden.
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Krummlinige Koordinaten

Wir betrachten allgemeine Koordinatentransformationen, die wir
auch als nichtlineare Transformationen zulassen wollen. Man
spricht dann von krummlinigen Koordinatensystemen.

Dazu sei x = ®(u) eine Cl-Abbildung & :U — V zweier offe-
ner Bereiche U, V C R™. Wir nehmen an, dass die Jacobi—Matrix
J®(u®) an jeder Stelle u® € U regular ist. Wie wir spiter sehen
werden, ist ® dann lokal bei u® eine bijektive Transformation.

Durch eventuelle Einschrankung von U und V lasst sich also errei-
chen, dass & : U — V bijektiv ist. Ferner sei auch die Umkehrab-
bildung ®~1 : V — U eine C1-Abbildung. Auch diese Eigenschaft
lasst sich aus der Regularitat der Jacobi-Matrix ableiten.

Abbildungen mit diesen Eigenschaften heiBen (lokale) Cl—

Diffeomorphismen.
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Wir fragen, wie sich die Ableitungen einer Funktionen y = f(x)
bei einer Koordinatentransformation x = ®(u) auf die neuen
Koordinaten u umrechnen lassen. Es bezeichne f(u) := f(®(u))
nun die ,,gleiche* Funktion f, ausgedruckt in den neuen Koordi-
naten u.

Differentiation mittels Kettenregel ergibt:

of _ 5~ of 0% _ .y OF
8’(1,2' j=1 a$j 8’11,2 j=1 aaj‘j
Dabei wird G(u) := (¢¥) € R(m™)  definiert durch
. 8<I>j . —
g = B0 Gu) = (¢Y) = (JP(n))'. (13.1.17)
Uy
Fur die obige Beziehung schreiben wir auch abkurzend:
0 n .0
= Y g”— oder Vu = GVk. (13.1.18)
ou; j=1 T
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Umkehrung:

G, n G, »
= Y gijj=— oder Vx = G 'V (13.1.19)
ox; j=1 Ouj
wobei
(gij) = (¢t = @)~ T = Je HT. (13.1.20)

Anwendung auf Polarkoordinaten
Das Polarkoordinatensystem ist gegeben durch

¢ = B = (TSP} u= (e
' ' rsing |’ r >0 -7 << .

Damit erhalt man fur die Jacobi-Matrix von ®:

Jo(u) = COS ¢ —rSin @
- sing rcose |’

401



und somit

1
COSpy —— Siny

> COS Sin ¢ r
Zj p— . . pr—
() (—r sin ¢ rCOSgp)’ (9:7) . 1
Sin ¢ — COS
[r

Nach (13.1.19) ergibt sich also flir die Umrechnung der partiellen
Ableitungen:

i = COS g 1 sSin i
ox1 1 or r 1 ©
0 . 9, 1 0 (13.1.21)
—— = sinp — 4+ —CosSp —.
0xo or r ©

Beispiel (13.1.22)

Gegeben sei die Funktion f(z,y) := y\/xQ—l—yz. Die Umrech-
nung in Polarkoordinaten ergibt f(r,¢) = r2 siny und damit die
partiellen Ableitungen f, =2r sing und f, = r2cosy.
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Anwendung von (13.1.21) ergibt

1
cos(p) fr — ~sin(p) fo = =

fa
ra : 1 y2
fy = S|n(S0) Ir + ; COS(QO) fgo = r + 7 .

Diese Ergebnisse stimmen uberein mit den Resultaten, die man
durch direkte partielle Differentiation von f erhalt.

Umrechnung von Af auf Polarkoordinaten (im R2)

0? — cos?(e) 82  sin(2p) 8° sin®p 92 sin(2¢) 0 " sin®¢ &
Ox? or2 r Ordyp r2 Q2 r2 Oy r Or
97 cin? 0 sin(2p) 082 cos®p 02 sin(2p) 0 n cos?p O
oz3 - 7 o2 r Oroyp r2  Op? r2 Oy r Or
Damit folgt:
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02 52 02 1 92 10
A = —— —_— = — —_— — . 13.1.23
(9913% B 833% Or2 i r2 QP2 r Or ( )

Anwendung auf Kugelkoordinaten im R3

r COS ¢ COS 6 u = (r, ¢, 0),
x = P(u) = rsinpcosfd |, r >0, —7<p< T,
r sin 60 —7/2 < 0 < w/2.

Fiir die Jacobi-Matrix und die Transformationsmatrizen (g%¥),
(gij) ergibt sich

COS  COSf —r sinp cosé@ —r COS ¢ sin 6

JP(u) = sin ¢ cos 6 r COS @ CoOsf —rsinpsing |,
sin 6 0 r COS 0
(g7) = [@®)(u)' ,
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Sin 1
(coswcose _ >Ny ——coswsine\
r COS 6 r
_ COS ¢ 1 :
i) = Sin ¢ Ccos 6 —— Sin p sin 0
(9:) 7 r COS 6 r 7
1
\ sin 6 0 — Ccos 0 )
T
Fur die partiellen Ableitungen erster Ordnung folgt somit:
0 0 Sin 0 1 0
—— = COSp Ccosf — -— Ny — — COS ¢ sin 8 —
0x1 or r COS 0 Oy r 00
0 0 COS o 1 0
—— = Sinp cos bl — —+ L — — Sin ¢ sin 0 —
0xo or r COS 6 Oy r 00
0 0 1
—— = sinf — + —cosb — .
0x3 or r 00
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Umrechnung von Af auf Kugelkoordinaten (im R3)

92 1 02 1 02 2 0 tanf 0
A =25 T 5.0 5 T 5 53 - an 2 '
or r< C0S< 60 Oy r< 00 r Or r 00
(13.1.24)

13.2 Mittelwertsatze und Taylorscher Satz

Wir betrachten im Folgenden Verallgemeinerungen des ersten
Mittelwertsatzes, vgl. Analysis 1, (5.1.5), auf Funktionen von
mehreren unabhangigen Variablen.

Dazu sei D C R™ eine offene Menge. Zu zwei Punkten a, b € D
wird die Verbindungsstrecke definiert durch:

[a,b] ;= {a4+t(b—a): te€[0,1]}.
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Satz (13.2.1) (Mittelwertsatz)

Sei f: D — R eine differenzierbare, skalare Funktion. Ferner
seien a,b € D zwei Punkte in D, fur die die Verbindungsstrecke
[a,b] ganz in D liegt. Dann gibt es eine Zahl 6 €]0,1[ mit

f(b) — f(a) = Vf(a+6((Mb-a))T(b-a).

Definition (13.2.2)

Gilt die Voraussetzung [a,b] C D fiir alle Punktepaare a, b € D,
so heiBt die Menge D konvexX.

Konvexe und nichtkonvexe Menge
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Beispiel (13.2.3)
Gegeben ist die Funktion f(xz1,z5) := cosxzq + Sinzo. Es gilt

£(0,0) = f(r/2,7/2) = 1.

Nach dem Mittelwertsatz muss es daher ein 6 €]0,1[ geben mit
der Eigenschaft

0 = W(@(iﬁ))T (%@
- (-0 (r3) (03)) (73)

E(cos(e g) — sin(6 g)> :

1
In der Tat ist diese Gleichung fur 6 := 5 erfullt.
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Bemerkung (13.2.4)

Der Mittelwertsatz (in Gleichungsform) lasst sich nicht auf den
Fall vektorwertiger Funktionen ubertragen!

Beispiel (13.2.5)
Sei f(t) := (cost, sint)! definiert auf 0 < ¢t < x/2. Es gilt

- = (3) - (1) - ()

Wiurde der Mittelwertsatz fur vektorwertige Funktionen gelten,
miusste es ein 6§ €]0,1[ geben mit

1n Ty T _ 7™ [ —sin(f w/2) . -1
f(92) (2 0) = 2 ( cos(ew/2)> o ( 1)‘
Die Gleichheit dieser beiden Vektoren ist jedoch fur kein 6 erfullt,

da der erste Vektor die Lange n/2, der zweite aber die Lange
V2 besitzt.
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Satz (13.2.6) (Mittelwert—Abschatzungssatz)

Sei f: D— R™ differenzierbar auf der offenen Menge D C R".
Ferner seien a,b Punkte in D mit [a,b] C D.
Dann existiert ein 6 €]0,1[ mit

I£(b) — f(a)ll2 < [[Jf(a+6(b—a))-(b—a)ll>.

Bemerkung (13.2.7)

a) Die obige Abschatzung lasst sich abschwachen zu
(1) [f(b) —f(a)l]o < [[Jf(a+6(b—a)ll2 - ||b—al|o,
(i) [[f(b) —f(a)ll2 < suPxepap] IE)[]2 - |[b—all2,

wobei die Matrix—Normen analog zum quadratischen Fall definiert
werden.
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b) Ist D ¢ R"™ konvex und offen und ist f : D — R™
differenzierbar mit

L = sup|[Jf(x)|l> < oo,
xeD
so ist f Lipschitz—stetig auf D mit der Lipschitz-Konstanten L

(bezogen auf || - ||2).

C) Der Mittelwert—Abschatzungssatz gilt in abgeschwachter
Form auch fur beliebige Vektornormen und der jeweils zugehOri-
gen Matrixnorm

I1f(b) —f(a)|| < SuPxe[ap] [TEG] - [[b—all.
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Satz (13.2.8) (Satz von Taylor)

Die Funktion f: D — R sei eine (skalare) C™tT1-Funktion
auf einer offenen und konvexen Menge D C R"™. Ferner sei
x% € D (Entwicklungspunkt).

Dann qgilt fur alle x &€ D die folgende Taylor—Entwicklung
f(x) = Tm(x;x9) 4+ Rn(x;x9)

Tn(xx0) = 3 = [(x=xO)TVf ()

=0 j!

](Taylor—Polynom m—ten Grades)
Rim(x,x%) = oo (0= x0TV 60 4 00x—x9))

(Restgliedformel nach Lagrange)
mit einem geeignetem 6 = 6(x,x°%) € ]0,1][.
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Erlauterung

. j
[(x-x)TVY = (Zm—x?) 6) .
i—=1 83%

Speziell fur n = 2 ergibt sich
oI f
Oxy Ox

(x9).

. J : | -
(=) VP = 3 (j' ) (w1 —29) (22 —29)7

i=0 \°

Beispiel (13.2.9)

Man bestimme das Taylor—Polynom 7Th(x,x°) zweiten Grades
der Funktion

f(z,y,2) =z y” sinz
zum Entwicklungspunkt x° = (1,2,0)T .
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Die Berechnung und Auswertung der partiellen Ableitungen von
f bis zur zweiten Ordung liefert

To(xix%) = 04 1 [(@—1)-0+(y—2)-0+2-4]

@12 04 (-2 04220
2(x—1)(y—2)-04+2(x—1)z-44+2(y—2)z-4]

+ +

4z + %(8(:1:—1)z—l—8(y—2)z)
4z(x+y—2).

Alternative: Man schreibe z = (z —1)+1, 3% = (y —2)° +
4(y —2)+4, sinz=2z—23/6 4 ... und multipliziere aus!
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Folgerung (13.2.10)

Fur die Approximationsgute des Taylor-Polynoms einer
C™mt1l_Funktion ergibt sich mit dem Taylorschen Satz:

nm—l—l
(m+1)!
Hierbei ist C' eine gemeinsame Schranke der partiellen Ableitun-
gen (m + 1)-ter Ordnung von f. - Alternativ:

| Rin (x; x9)) C - lx = x0T

f(x) = Tm(xx%) + O(Ix —x0m+1y.
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