H.J. Oberle Analysis II SoSe 2012

9. Anwendungen der Integralrechnung

9.1 Rotationskorper
A. Volumen
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Approximation eines VVolumens durch Zylinder
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Zerlegung: Z = {a=zg<z1<...<xn =D>},
Querschnittsflache:  Q(x;),
n—1
Ersatzvolumen: V(Z) = Y Q(x;) (xj41 — ;).
i=0

b
Grenzwert: || Zm|| =0 (m —00) = V = /Q(w) dx .
a

Prinzip von Cavalieri: Haben zwei Korper fur alle xz jeweils
die gleiche Querschnittsflache Q(x), so sind ihre Volumina gleich.

Rotationskorper: Rotation eines Funktionsgraphen y = f(x)
um die x—Achse

b
Voot = W/(f(x))z dz . (9.1.1)
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Volumen eines Rotationskorpers
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Beispiel (9.1.2) Rotationsellipsoid

Durch Rotation der Ellipse

2 2
X Yy .
? b_2 = ].7 a,,b > O,
um die x—Achse erhalt man ein Rotationsellipsoid mit dem Volu-

men

’ A > [ 2 4
Vot = w/ (b 1— (—) ) do = b / (1——>dw — Zrab?.
a a? 3

—Qa —a

Speziell fur a =b=1r ergibt sich das Volumen einer Kugel :

4 3
VKuge| — gﬂ"l“ .
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B. Mantelflache

Mantelflache eines geraden Kreiskegels.
M=mr?t.

Mantelflache eines Kegelstumpfs.
(Strahlensatze: r{ : 41 =15 : ¥>)

M = 7wribly—mrobls = w(r1l1+ 1001 —1001 —1545)
m(r1ly+1roly —r1lp—1roly) = w(ry+r2) ({1 —¥{>)
= 7w (r14+m)~.
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Wir approximieren nun die Mantelflache eines Rotationskorpers
durch die Summe der Mantelflachen von approximierenden Ke-
gelstumpfen.

Mit y; = f(a:z), Ax; = Ti4+1 — X4 und Ay; = Yi+1 — Yi ergibt
sich fur die Summe der Kegelstumpf-Mantelflachen:
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n—1

M(Z) = > 7y + ¥it1) \/A%Q"'Ayz‘z

1=0

2
S Yi + Yit1 Jl—F( yz> Az,

b
= Mpgr = 27T/y(:13) V14 (0 (@)2 dz. (9.1.3)

Beispiel (9.1.4) Oberflache einer Kugel

Mit y = f(z) = \/r2 — 22 erhilt man:
T
r
Okugel = 2 / Ve — x? dx
e Ve — x?

T
= 2777“/ der = 47r2.
—T
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9.2 Kurven und Bogenlange

Definition (9.2.1)

a) Eine stetige Funktion ¢ : [a,b] — R™ heiBt Kurve im R",
genauer: Parameterdarstellung einer Kurve.

c(a): Anfangspunkt, c(b): Endpunkt.

Eine Kurve c heiBt geschlossen, falls c(a) = c(b) gilt.

b) Sind alle Koordinatenfunktionen cj von c stetig differenzierbar,
so heiBt ¢ eine Cl1—Kurve.

Gibt es eine Zerlegung a = tg <t1 < ... < tym = b, soO dass c auf
jedem Teilintervall [t;,t;41] eine Cl-Funktion ist, so heiBt ¢ eine
stiickweise C1—Kurve.

c) Eine Cl-Kurve c heiBt glatt, falls

Vie [a,b]: @) = (4@),....c@)T # o.
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Beispiele (9.2.2)

a) c(t) ;= (cost,sint)T, ¢t € [0,27], beschreibt einen Kreis.

b) Zu a, r > 0 beschreibt c(t) ;= (rt—asint,r—acost)',teR,
eine Zykloide. Wegen c/(t) ;= (r—acost,asint)! ist die
Kurve im Fall »r = a an den Stellen t =2nk, k € Z, nicht glatt!
In allen anderen Fallen ist die Zykloide glatt.
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c) c(t) ;= (r cos(2nt), r sin(2xt), ht) ', t € R, beschreibt eine
Schraubenlinie mit Radius r > 0 und ,, Ganghohe* h.

Parameterwechsel (9.2.3)

Ist ¢: [a,b] — R™ eine Kurve und h: [a, 8] — [a,b] eine stetige,
bijektive und monoton wachsende Abbildung, so hat die ,,neue"
Kurve ¢(7) :=c(h(7)), o <7 <3, gleiche Gestalt und gleichen
Durchlaufsinn wie die Kurve c. Man nennt ¢t = h(7) daher einen
Parameterwechsel bzw. eine Umparametrisierung.

Kurven, die durch Parameterwechsel auseinander hervorgehen,
werden als gleich angesehen.

Jede stetige Funktion y = f(x), a < x < b lasst sich auch als
eine Kurve auffassen:

c(z) = (=, f(@)", a<z<0b,
oder: c¢(t) = (a+t(b—a), fla+t(b—0a)))T, 0<t<1.
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Bogenlange einer Kurve (9.2.4)

Zur Bestimmung der Lange einer Kurve ¢ wird diese durch einen
Kantenzug (Polygonzug) approximiert.

Approximation durch Polygonzug
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Man setzt zu einer Zerlegung Z ={a=tg <t1 < ... <tm = b}

m—1

L(Z) = > llc(tjy1) —clt)) 2.

j=0
Anschaulich ist klar: L(Z) — L(c) fur ||Z] — O.

Definition (9.2.5) Ist {L(Z) : Z € Zla,b]} nach oben be-
schrankt, so heilBt c rektifizierbar und

L(c) = sup{L(Z): Z € Zla,b]} = ||Z”|m>o L(Z)

heiBt die Lange (Bogenlange) der Kurve c.

Satz (9.2.6)
Jede Cl-Kurve c ist rektifizierbar, und fiir die Lange von c gilt

b
L) = [ Id®l2dt.
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Beispiel (9.2.7) Fir den Zykloidenbogen:

c(t) ;== (t—sint, 1 —cost)', 0<t<2r,

erhalt man
c/(t) = (1—cost,sint)’
1@ = (1 —cost)? + sin2t = 2 sin(t/2)
21
Lc) = 2/ sin(¢/2) dt = 8.
0
Satz (9.2.8)

Die Bogenlange einer Cl-Kurve ist parametrisierungsinvariant!
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Definition (9.2.9)
a) Fir eine Cl-Kurve ¢ : [a,b] — R"™ heiBt

t
s = 5@ = [ Id@ldr, a<t<b,
a

die Bogenlangenfunktion.

b) Ist ¢ glatt, so ist die Bogenlangenfunktion S : [a,b] —
[0, L(c)] ein Cl—Parameterwechsel. Daher existiert die Umkehr-
abbildung S~ und diese ist ebenfalls ein Cl—Parameterwechsel:
t=5S"1(s), 0<s<L(c).
Die Parametrisierung:

&(s) == c(S7H(s)), 0<s<L(c),
hei3t Parametrisierung nach der Bogenlange.
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Bemerkung (9.2.10)

a) Fuir die Parametrisierung von ¢ nach der Bogenlange gilt

1

&(s) = J(S7Hs)) - :
Ic/(S=1(s)) ]

Dies ist ein Einheitsvektor, d.h., die Parametrisierung ist der-
art, dass die Kurve ¢ mit konstantem Geschwindigkeitsbetrag 1
durchlaufen wird.

b) ¢&'(s) ist damit zugleich der Einheitstangentenvektor.
Durch Differentiation von (&'(s),¢(s)) = 1 nach s findet man:

<a”(s), E/(s)> = 0,

d.h., der in der Bogenlangenparametrisierung berechnete Be-
schleunigungsvektor ¢”’(s) steht senkrecht auf dem Geschwin-
digkeitsvektor.
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(s
) 0l8) = )

k(s) = ||&(s)]|, 0<s< L(c), heiBt die Krimmung von c.

SchlieBlich heiBt die von ¢/ (s) und ¢’(s) aufgespannte Ebene
durch &(s) die Schmiegebene der Kurve ¢ im Punkt ¢t = S~1(s).

heiBt der Hauptnormalenvektor von c,

Einige Parametrisierungen (9.2.11)
a) Funktionsgraph im R2: y=vy(z), a <z <b

c(z) = (z,y@@)', @) =@Q,yE)'

ds = \/1 4 (v/(2))? da  (Bogenlangenelement)
/ ly" ()]
. / 2 _ L

a
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b) Funktionsgraph im R3: y=y(2), z = 2(2), a < z < b,

c(z) = (z,y(x),2(x)", () = (1,9 (), (x))"

ds = \/1 + v/ ()2 + 2/ (2)? dz

b
L) = [V1+ @)+ (@)? do

k(z) = \/ (L4 y2 +2"2) (Y2 + 2"?) — (YY" + 2/2")?
(14524 22)3/2 :
c) Polarkoordinaten im R2: r =1r(t), o = o(t), a < t < b,

b
c(t) = (rcose, rsing)’, L(c) = / \/7“/2—|—7°2 ©' 2 dt,

a
|S0/(2 74/2 + T2g0’2) + 7“(7“’90” . SO/T”) |

k(t) = (r'2 4 12 90/2)3/2
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d) Kugelkoordinaten im R3: r = r(¢), ¢ = ©(t), ¥ = (1)

c(t) = (r cos ¢ cos P, rsin ¢ cosy, rsiny)’

L(c)

b
/ \/T’Q—I-’I“QQO/Q COSQ¢—|—7“2W2 dt.
a

Beispiel (9.2.12): Kardioide (Herzlinie)

r = a(l4+cosyp), a>0, 0<p<2r.
Fir die Lange der Kardioide (Umfang) findet man:

21 21
L(c) = / \/azsinzgo—l—aQ(l + cosp)?dy = Qa/ |Cosg|dg0 = 8a.
0 o)
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X—

Die Kardioide
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Die von einer Kurve umschlossene Flache (9.2.13)

Gegeben: Cl-Kurve c¢: [a,b] = R2. Gesucht ist die Fliche, die
der Ortsvektor c(t) im Zeitintervall [a, b] Uberstreicht.

Vom Ortsvektor uberstrichene Flache
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Zerlegung: Z ={tg<t1 <...<tm} von [a,b].
Approximation der Flache durch eine Summe von Dreiecksflachen

1 1
Bl = S c(ty) X c(tir1) | = 5 | Tivit1 — i1 ¥l
1 m—1
F(z) = 5 'Zo (T Yit1 — Tit1Yi)
1=
_ 1 mil TiYit1 ~ T4 1Yi
2 ;=0 tz'—|—1 —t; ¢
1 m—1 : — - . oy
_ 5 Z (5137, Yi+1l Y  Li41 — L4 yi)Ati
i=0 tit1 — 1t tit1 —t
1 m=1 / / .
~ 5 'ZO (:Uzyz - wzyZ)Atz =: R(Z)
1=
_
Grenzwert (||Z]| = 0):  F(e) = / (:c(t) Y (1) — 2/ (t) y(t))dt.
a
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Bemerkungen (9.2.14)

a) Man beachte, dass F(c) positiv oder negativ ist, je nach-
dem, ob c die Flache im mathematisch positiven oder negativen
Sinn umlauft! Der Umlaufsinn kann sich dabei auch wahrend der
Durchlaufung andern!

b) Bei einer geschlossenen Kurve erhdlt man den Inhalt der von
ihr umschlossenen Flache.

Beispiel (9.2.15) Archimedische Spirale

x(p) ‘= ap cosp, ylp) ‘= aepsingy, a>0, eek.
Wir bestimmen Umfang und Flache der innersten Schleife.

s /2
Lo = [ V@ +PRae=t[p i+ +n(e+Vi+2)|[”
—m/2 s

~ 4.158a.
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Die Archimedische Spirale
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Zur Berechnung der Flache verwenden wir: zvy' — 2’y = r2¢/ .

Hiermit folgt fur die Flache der innersten Schleife :

1 w/2 5 w/2
F = 5 / 7“2dg0 = % / g02dgp ~ 1.2924a°.
—7/2 —7/2

9.3 Kurvenintegrale

Gegeben sei ein krummliniger, inhomogen mit Masse belegter
Draht. Aufgabe ist die Bstimmung der Gesamtmasse des Drahtes.
Position des Drahtes: x =c(t), a <t <b, (Cl-Kurve im R").
Masse
Langeneinheit

In x = c(t) hat der Draht die Massendichte: p(x) =

294



Gesamtmasse eines massebelegten Drahtes

295



Zerlegung: Z ={tg<t1 <...<tm} von [a,b].
Massendichte auf dem Drahtstick c(t;), c(t;4+1): ~ p(c(t;)).
Lange des Drahtstlicks: ~ | c(t;41) — c(t;) |[2.

Naherung fur die Gesamtmasse:
m—1
'Zo p(c(t;)) |e(tig1) —c(t;) |2
1=

- ?:g:ol p(c(t;)) (kil C%(Tki)z)lp (tH'l B ti) '

b
Grenzwert (||Z]| — 0): M(c) = /p(c(t)) 1</ (2) || dt .

Definition (9.3.1)

Fur eine stetige Funktion f: R™®™ D D — R und eine stuckweise
Cl-Kurve c¢: [a,b] — D wird das Kurvenintegral 1. Art (auch
Linienintegral) von f langs c definiert durch
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b
[ 1e0ds == [ fe®) - I/ Il dt

ds bezeichet das Bogenlangenelement: ds = ||c/(t)| dt.
Im Fall einer geschlossenen Kurve c wird das Kurvenintegral
auch mit ]{ f(x) ds bezeichnet.

C

Satz (9.3.2)

Das Kurvenintegral 1. Art ist parametrisierungsinvariant.

Beispiel: / ryzds mit c(t) ;= (sint,cost, ), 0 <t < 2r.

C
2m 21
2 2
/azyzds = /tcostsint\/idt = gftsin(Qt)dt = —gw.
c 0 0
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Beispiel (9.3.3) (Schwerpunkt)

Fur ein System aus N Massenpunkten mit Massen m; und Orts-
vektoren x; € IR%Q/IR{3 ist der Schwerpunkt gegeben durch

>i My X
D i My
Ubertrdgt man dieses Ergebnis auf den Fall eines massebelegten

Drahtes und ersetzt dabei das Teilstuck des Drahtes zwischen
c(t;) und c(t;41) durch die Punktmasse

p(c(t;)) - |le(tig1) —c(ty) |2
zum Ortsvektor c(t;), so erhalt man fir den Schwerpunkt die
folgende Naherung

> ple(t;)) |l c(tig1) —c(ts) || c(t;)
> p(e(t;)) |l c(tigy1) —c(ty) ||

Xg =

Y
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Fir ||Z|| — O konvergiert diese Ndaherung gegen den folgenden
Grenzwert:
J2 p(c(®)) || /(1] c(t) dt
J2 ple()) |/(8) | dt
Beschreibt man diesen Ausdruck nun durch Kurvenintegrale, so
ergibt sich schlieBlich fur den Schwerpunkt des Drahtes:

/Cp(x)xds
| s

Xg =

Das Integral im Zahler ist dabei koordinatenweise auszuwerten.
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Beispiel (9.3.4) (Tragheitsmoment)

Rotiert ein Massenpunkt der Masse m im Abstand r und mit
der Winkelgeschwindigkeit w um eine feste Achse, so gilt fur die
Kinetische Energie

1 1 1
Exin = “mv? = Zmrlw’ = - 0w,
2 2 2

Der Term © = mr? heiBt das Tragheitsmoment des Massen-
punkts bezuglich der festen Achse.

Bei einem System von N Massenpunkten (m;,r;) addieren sich
die einzelnen Tragheitsmomente zu einem Gesamt—Tragheitsmo-
ment:
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Fur einen massebelegten Draht folgt schlieBlich wie in den fruher-
en Beispielen:

© ~ ¥ pe(t)) [l e(tiy1) — c(ty) | r(c(t)?
b

= [ ple®) - Il - r(e®)?dt, (2] 0).

a

Geschrieben als Kurvenintegral ergibt sich also :

o = /p(X)r(X)Q ds .

C

Hierbei bezeichnet p(x) die ortsabhangige Dichte des Drahtes und
r(x) den Abstand des Punkts x von der Drehachse.
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Fur einen Stab der Lange £ mit konstanter Dichte p, der mit Win-
kel o« um die z-Achse rotiert, erhalt man das folgende Tragheits-
moment (Parametrisierung : c(t) =te, |e||=1):

14
1
©,—Achse = /p- (t sina)? - ||el|dt = §p€3 sin .
o)

Tragheitsmoment eines Stabes
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