H.J. Oberle Analysis II SoSe 2012

3. Integration

8.1 Das bestimmte Integral

Ziel ist die Bestimmung der Flache zwischen dem Graphen einer
Funktion y = f(x), der x-Achse und den Grenzen a < z < b.

by y = f(x)
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Sei f: [a,b] — R eine beschrankte Funktion auf [a,b].

Definition (8.1.1)

a) Z={a=uz9< x1 <...< xn = b} heiBt eine Zerlegung,
Partition, Unterteilung des Intervalls [a, b].

| Z | = 1n<’1a<x lx; — ;1| heiBt Feinheit der Zerlegung Z.
ST\

Z[a,b]: Menge aller Zerlegungen von [a, b].
b) Zu Z € Z[a,b] heiBt
n—1
Re(Z):= > f(&) (@iy1—z), & € [z zi41],
i=0

eine Riemannsche Summe ,
n—1

Up(Z) := > inf f([z5, zi41]) (@41 — z;)
i=0
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die Riemannsche Untersumme und

n—1
0¢(Z2) = ) sup f([zszigr1]) (i1 — ;)
i=0

die Riemannsche Obersumme von f zur Zerlegung Z.

A A
y y = f(X) y y = f(x)
—
X X
= =
a b a b
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Folgerungen (8.1.2)

a) Uyi(Z) < Ri(Z) < 0Op(2).

b) Z1CZ = Up(Z1) < Up(Z2) N Op(Z1) > Op(Z2)

A
y

y =1(x)

A
y

y =1(x)

C) V Zq1, Z» € Z[a,b] : Uf(Zl) < Of(ZQ).
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Definition (8.1.3)

a) Die Grenzwerte
b
7[f(:z:)d:l: = sup{U¢(Z) : Z € Za,b] }

b
ff(a:)dx = inf{O¢(Z) : Z € Z]a,b] }

heiBen Riemannsches Unter— bzw. Oberintegral.

b) f heiBt Riemann—integrierbar, falls Unterintegral und Ober-
integral ubereinstimmen. In diesem Fall heil3t

b b b
/f(a:)dx = ?Zf(a:)da: = ff(:z:)da:

das Riemann—Integral von f iber [a,b].
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Bernhard Riemann:

Bernhard Riemann wurde am 17.9.1826 bei Dannenberg (Elbe)
geboren und starb am 20.7.1866 bei Verbania (Lago Maggio-
re). Er studierte von 1846 in GoOttingen, Berlin und wieder in
Gottingen. Ab 1857 erhielt Riemann eine Professur in Gottin-
gen. Trotz seiner geringen Lebensspanne ist Riemann einer der
bedeutensten Mathematiker. Seine Arbeiten zur Funktionentheo-
rie, zur Riemannschen Geometrie, zur Zahlentheorie (Riemann-
sche (-Funktion), zur Integration (Riemann-Integral) und zu den
Fourier-Reihen sind bahnbrechend.
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Beispiele (8.1.4)
a) f(x) := ¢ = const.
n—1

= Up(2) = 04(Z) = ¥ c(@ig1—7) = c(b—a).

1=0

b
= /cdaf; = c(b—a).
a

b) f(x) =z, 0<zxz<¢, Zp:={0,¢/n,2c¢/n,...,c}

n—1 4 1 1
= Up(Z) = ¥ (E) = G-

i—=0 N n

Of(Zn)

nz—:l (t+1)c (E) _ 02(%_'_%)

C
= /xda:Z—c.
2
0
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o 0O xE[O,l]ﬂQ
c) f(x) := {1 > x€[0,1] \ Q

= VZeZ[0,1]: Ui(Z) = 0, 0p(2) = 1

=  f ist also nicht Riemann—integrierbar!

{O: x #F C

l1: o = c

d) f(x) = mit a<c<b
= VZeZ[0,1]: Ug(Z) = 0, 0 < 04(2) < 2|7,

b
=  f ist integrierbar mit / f(x)dz = 0.
a

Satz (8.1.5):

a) /bf(a?)da: = /Cf(a:)dm + /bf(af)d:v mit a<c<b
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b) Die Integration ist ein linearer Operator, d.h.,
b b b
[ (@f@) + Bg@)dz = a [ f@)de + B [ g(=)da.
a a a

c) Die Integration ist ein positiver Operator, d.h.,

b
Vo € [ab]: f(z) >0 = /f(a;)dac > 0.

d) Integral-Abschatzungen:

b
(b—a)-inf(fla;b]) < [ f@@)de < (b—a)-sup(fla,b]),

b b
| [ f@dz| < [ If@]de < (b= a)-sup(lflle,b]) .
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Zusatz—Definition (8.1.6)

/af(a:) dr = —/bf(ac) dz sowie /af(:c) dz = 0.
b a a

8.2 Kiriterien fur Integrierbarkeit:
Satz (8.2.1)

a) Riemannsches Kriterium: Eine beschrankte Funktion f
auf [a,b] ist genau dann integrierbar, wenn gilt

Ve>0: 3Z€Zlabl: O0p2) —Ui(Z) < e.
b) f monoton = f integrierbar.
C) f stetig = f integrierbar.
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Folgerungen (8.2.2)

a) Alle elementaren Funktionen (Polynomfunktionen, rationale
Funktionen, sin, cos, tan, arctan, exp, In, ...) sind Uber kom-
pakten Intervallen [a,b], die ganz im Definitionsbereich liegen,
integrierbar, da sie dort stetig sind!

b) Andert man eine integrierbare Funktion f an endlich vielen
Stellen ab, so bleibt die Funktion integrierbar und der Integral-
wert andert sich nicht.

Cc) Eine Funktion f : [a,b] — R heiBt stuckweise stetig, falls
es eine Zerlegung a =z < x1 < ... < xp = b gibt, so dass f in
jedem offenen Teilintervall ]z, x;41[ stetig ist und die einseiti-
gen Grenzwerte Iimx_>xj_|_ f(x) und Mgz — f(x) existieren.

Stiickweise stetige Funktion f: [a,b] — R sind daher integrier-
bar.
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Eine stuckweise stetige Funktion
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Satz (8.2.3) (Kennzeichnungssatz)

Eine beschrankte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann
Riemann—integrierbar, falls die Menge ihrer Unstetigkeitsstellen
Unst(f) eine so genannte Lebesgue—Nullmenge ist, d.h.:

@) @)
Ve>0: J[ajblien - Unst(f) € U lag,b[ A X (b —a;) < €.

1=1 1=1

Satz (8.2.4)

Sind f, g : [a,b] — R integrierbar, so gelten:

a) f-g ist integrierbar,

b) Vz: g(x) >C >0 = f/g integrierbar.

c) Die folgenden Funktionen sind integrierbar: |f|(x) = |f(x)],
ft(x) := max(f(x),0), f(z) := —min(f(x),0)
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8.3 Hauptsatz der Differential— und Integralrechnung

Definition (8.3.1)

Ist F: [a,b] — R differenzierbar und gilt F' = f, so heiBt F
eine Stammfunktion von f.

Bemerkung (8.3.2)
a) F Stammfunktion = F(z) = F(z) +C Stammfunktion

b) Fy, F» Stammfunktionen von f = Fj; — F> konstant.

Hauptsatz (8.3.3)
Sei f: [a,b] — R stetig. Dann gelten:

X
a) F(x):= /[ f(t)dt ist eine Stammfunktion von f.
a
b
b) F Stammfunktion von f = [ f(x)dx = F(b)— F(a).
a
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Choral (der Hauptsatz): Sopran, Alt, Tenor, Ba

Moderato

Friedrich Wille
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Bemerkungen (8.3.4)

a) Die Aussage a) gilt auch fiir stiickweise stetige Funktionen.
Allerdings ist dann F(xz) = f f(t) dt in den Unstetigkeitsstellen
von f nur einseitig differenzierbar.

b) Eine (beliebige) Stammfunktion von f wird als unbestimmte
Integral von f bezeichnet und [ f(xz)dx geschrieben.

Warnung (8.3.5)

Man beachte, dass [ f(xz) dx nur bis auf additive Konstante
bestimmt ist! Unvorsichtiges Weglassen dieser Integrationskon-
stanten kann zu Fehlern fuhren!
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Beispiele (8.3.6)

/ x" dx
dx

X

/ Sinx dx

/ Cosx dx

/cosh:z; dx

1
n-+1

In|z| + C

gt + C

—cosx + C
sine + C

1

— e 4 C

a

z(lnz — 1) + C

coshzx + C

sinhx + C

(n # —1)
(a # 0)

(a # 0)

(z > 0)
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Integrationsregeiln (8.3.7)
a) [(af@) + Bg@)dz = a [ f@)dz + B[ g(a)da

b) Partielle Integration:

/u(az) V(z)dzr = w(x)v(z) — /u’(a:) v(x) dz
Cc) Substitutionsregel:

Ist h: [a,b] — [c,d] stetig differenzierbar, f: [c,d] — R stetig
mit Stammfunktion F', so gilt:

[ f@) R dt = P,
bzw. fur das bestimmte Integral:
b h(b)
[ @) = [ f@)de.
a h(a)
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Beispiele (8.3.8)
a) /283:3—|—12:1:2—2x—|-3 der = 73:4—|—4:133—a:2—|—3:1:—|—0.

b) /xex dz = xex—/lexdaz = (z—1)e” 4+ C.

1
C) /Inxdx=/1-|nxdaj=x-|nx—/x-—dxzm(lnx—l)—I—C.
xr
d) /sianda: — /Sinaz-sina:da;
= sinz (—cosx) —I—/COSQLUdzC

— —sSinxz cosxz + /(1—sin2x) dz

= 2/Sin2xdaz = —sinzcosz +x + C

1
= /Sin2xda: = 5(:1: — sinx cosx) + C.
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o () e

Substitution: =z = h(t) = a cost, dx = —a sintdt

/CL\/l—(g)ng; — j\/lwszt (—a sint) dt

7T
= a/sinztdt = g(t—sintcost)‘7T = 27
2 0 2
0
f) /eﬁdx: Substitution: £ = 7, df = ——dw = —dz
' 2.\/x 2t

/eﬁdx /etQtdt=2(t—1)et+C

= 2(y/z—1)ev? 4+ C.
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Bemerkung (8.3.9)

Es gibt keine allgemeinen Vorschriften, wie man ein vorgegebe-
nes Integral unter Anwendung der obigen Integrationsregeln [0sen

kann!!

Haufig sind hierzu geschickte Substitutionen und Umformungen
notwendig.

In vielen Fallen lassen sich jedoch vorgegebene Integrale trotz ein-
facher Gestalt der Integranden uberhaupt nicht ,,1o0sen®, d.h.,
solche Integrale lassen sich nicht als Komposition elementarer

Funktionen darstellen!

Beispiel: [e~t°dt ist nicht elementar integrierbar!

243



Satz (8.3.10) (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Seien f : [a,b] — R stetig, p : [a,b] — R integrierbar mit
p(x) >0, a<zxz<b. Dann existiert ein £ € [a,b] mit

/b @) p() dz = f(©) /b p(x) da

Bemerkung (8.3.11)
b

Fir den Spezialfall p = 1 ergibt sich: [ f(x)dz = f(&)(b—a).
a

Dies ist gerade der erste Mittelwertsatz der Differentialrechnung
flir eine Stammfunktion F von f, vgl. (5.1.5).
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Satz (8.3.12) (Taylorscher Satz II)
Sei f: [a,b] — R eine C"T1-Funktion und zg €]a,b[. Fir die
Taylor—Entwicklung von f zum Entwicklungspunkt xg

n k)
FF) (o)
f@) = 3 = (@—20)" + Ra(w;w0)
k=0 '
gilt dann die folgende Integraldarstellung des Restglieds:

X

Ra(wizo) = — [ (@ —0" f+D (@) dr.

L0

Bemerkung (8.3.13)
Wendet man auf die obige Restgliedformel den Mittelwertsatz der
Integralrechnung an, vgl. (8.3.10), so ergibt sich die Lagrange-

Restgliedformel, vgl. (5.1.10) .
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8.4 Integration rationaler Funktionen:

Aufgabe ist die Bestimmung von [ R(xz) dx flr eine rationale
Funktion R, wobei

_ p(x) _ - k v k
q(x) k=0 k=0
Grundprinzip ist die Verwendung der Partialbruch—Zerlegung.
Hierdurch wird das Problem auf die Integration einfacher

Standard-Funktionen zuruckgefuhrt wird.

Typ 1: Polynome

S
k _ Ck k+1
/§jckxda:_§j—x + C.
= e+ 1
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Typ 2: Inverse Monome mit reellen Nullstellen

p

g In|jz —zq| + C, (=1,
X
= ¢ 1 1
/:13—:1: ¢ C =23, ...
( 0) 17 (o= ag)i1 + C, 3,

\

Typ 3: Inverse Monome mit komplexen Nullstellen +i

dt
I) = / ., ¢EN.
: RSN

Fur ¢ =1 kann man das Integral direkt angeben

dt
I = / — arctant C.
1 211 +

Fur £ > 1 wird I, rekursiv berechnet. Zunachst findet man mittels
der Substitution w:= 2+ 1:

2t du 1 1
/(t2+1)€dt )W T 11— 2411 +C
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Weiter folgt hieraus mittels partieller Integration:

_ dt B t2 41
t 2t
— 5.(tz_l_l)edt + Iy
t 1

= S+ 1)t a(1_p 1 T L

Diese Gleichung lasst sich nach I, auflosen:

1

I, = >(1-D [(3—25)112—1 —

t
2+ D]

(=23,...

Typ 4: Inverse Monome mit allg. komplexen Nullstellen

cx+d

e de, ¢cN, b#£D0.
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Wir formen zunachst um:

cx+ d dr —
(v -+ 0210
o 2(x — a) dz
= 3] (e T Wt [ oy

Erstes Integral: Mittels Substitution u := (z — a)? + b2

2@=a) 4, _ [
[((z—a)2+ 2]~ — ]
{In[(wa)Q-l-bQ] + C, (=1,
1—2 [(z—a)2+p2])0-1 + C, £=2,3,...
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Zweites Integral: Mittels Substitution t:= (x —a)/b:

1 dt _ 1
p2e—1 / (12 +1)¢ — p20-1 &

/ dx
[(z —a)? + b2 ]

Mit Hilfe dieser vier Grundtypen lassen sich beliebige ratio-
nale Funktionen integrieren! Dazu geht man folgendermal3en

VOr:

Schritt 1:
Ist grad p > grad q, so findet man durch Polynomdivision:
p2(x)
R(z) = pi(z) + :
q(z)

wobei grad ppy < grad gq. Dabei ist [ pjdx vom Typ 1.
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Schritt 2: Gelte also grad p < grad gq.

Man bestimme eine Zerlegung von g bzgl. der Nullstellen:

ni no
¢@) = [ @G-=ph - [ [@-ap)?+b7]%.
J=1 j=ni1+1

Man prufe, ob p und ¢ gemeinsame Nullstellen haben und kurze
ev. gemeinsame Linearfaktoren.

Ansatz fur die Partialbruch—Zerlegung:

p(x) _ | o1 0} jk;
N S = RS e R xj)kj]
2 Y1 @ + 051 Vik; T+ Ok,
+ = + ...+ ,
j=mi+1 | [(z— aj)2 + bJQ- ] [ (z — aj)Q + b]2. ]kj
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Die Bestimmung der Koeffizienten «j i, v, und 4. erfolgt
durch Koeffizientenvergleich.

Die Integrale uber die Summanden der Partialbruch—Zerlegung
sind vom Typ 2 oder vom Typ 4 und lasssen sich mit den obigen
Verfahren bestimmen.

1_
Beispiel (8.4.1) R(z) = L

22 (22 +1)
Aufgrund der Nullstellen des Nennerpolynoms ergibt sich der An-
satz:

l—=zx _aj an bix + bo
2 (z24+1) =z
Multiplikation mit dem Haupthenner ergibt

l—-2 = (a1+b)23 4+ (ar+b3)2° + a1z + as.
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Koeffizientenvergleich liefert:

a1 +b61 =0, apb+bp=0, a1 = -1, ap =1

und somit
r—1

241

1 1
R(z) = —;+x—2+

Fur das gesuchte Integral von R erhalt man schlieBlich:

/R(x)dxz_/d?x+/2 / 2+1dx_/x2d-a;1

1
—In|z| — s 5 In(z?2 + 1) — arctanz + C.
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Bemerkung (8.4.2)

Integrale vom Typ (i) [ R(e®*)dx und (ii) [ R(cosz,sinx) dx
lassen sich durch geeignete Substitutionen auf Integrale rationaler
Funktionen zuruckfuhren. Dabei sei R eine rationale Funktion in
einer bzw. in zwei Variablen.

R(t
(i) Substitution t = e¥: /R(em) dr = /%dt.
(ii) Substitution t = tan (x/2):
1 —¢t2 , ot
cCoOsyr = ——=, sine = :
1+ ¢2 1+ ¢2
1—t2 2t 2
R(cosxz,sinx) dx = /R : dt.
/ (Cosz,sinz) da <1—|—t2 1—|—t2)1—|—t2
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8.5 Uneigentliche Integrale:

Hierunter versteht man Integrale uber unbeschranken Bereichen:

70f(:13) dz, /b f(x) dx, 70 f(x) dx

oder Integrale von unbeschrankten Funktionen, z.B.

b
/f(a:) de, f:]a,b] - R stetig, lim f(z) = oo.

y =f(x)

y =f(x)
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Definition (13.5.1)
a) f: D — R heiBt lokal integrierbar iber D, falls f lber allen
kompakten Intervallen [a,b] C D (Riemann—) integrierbar ist.

b) Ist f liber [a, o[ loKal integrierbar, so definiert man das unei-
gentliche Integral durch:

z

70f(ac) dx = II_>rT30/Zf(:1:) dx

Analog:
/b f(x)dz := Zﬂ}rpw/bf(az)dx, 70f(:v)d:13 = /a f(a:)da:—l—7of(x)d:v

c) Ist f Uber D :=]a,b] lokal integrierbar, so setzt man, sofern
die rechts stehenden Grenzwerte existieren:
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a/bf(w) dr = z|—|>rc?—|—z/bf(x) dz

Analog, bei einer Singularitat in b, bzw. in a und b Mit a <c< b

a/bf(iv)dac = Zirpjf(w)dw, a/bf(a:)dac = jf(x)dw_l_c/bf(x)dx'

d) Besitzt f eine Singularitat im Inneren des Integrations-
bereichs, so zerlegt man das Integral in zwei Teilintegrale, die
dann durch c¢) definiert werden.

Beispiele (8.5.2) a) Wegen
( 1 1

— ! 1—-«a ro—1

zdac

xO&
1 In |x|
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‘Q_
LIS

oo
konvergiert das Integral [ fur o> 1, und es divergiert fur
1

T
O<a<l.
v 2 i 2 7 2
b) / |z|e™" dx. Zunachst ist / |z|e™" dz = Q/xe_“” dx.
—00 — 00 0

Die Substitution u:= 22 ergibt
2
A A 1

1 1
/xe_a:Q de = — / e Ydu = —(1—6_22) — — (2 = 00)
2 20 2 2

oo
2
Insgesamt folgt somit: / lz|e”™™ dax = 1.

— 00
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Definition (8.5.3)

@) z
CHW /_OO f(x)dx = ZII_)FQO - f(x) dx
heil3t - falls existent - der Cauchysche Hauptwert des uneigent-

lichen Integrals (22 f(x) dx.

Analog im Fall einer Singularitat ¢ im Inneren des Integrations-
bereichs [a, b] :

CHWa/bf(az) der = €I_i>r61+ Ca/_sf(a:) dx —I—ng f(x) dz

Man beachte, dass der Cauchysche Hauptwert existieren kann,
ohne dass das uneigentliche Integral konvergiert!
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Satz (8.5.4) (Konvergenzkriterien)
Sei f: [a,o0o[— R lokal integrierbar.

a) [>° f(z)dz existiert genau dann, wenn gilt

z2
Ve >0: 4C > a: Vz1, 20 > C: |/f(a:)d:v‘ < €.
21

b) Absolute Konvergenz: Aus der absoluten Konvergenz
[ f(x)|dx < oo folgt die Konvergenz des uneigentl. Integrals.

c) Majorantenkriterium: Gilt Vz : |f(x)|] < g(z) und
o0 o0

[ g(x)dx < oo, so ist auch [ f(x) dxz abs. konvergent.

a

a
©.@)
Gilt umgekehrt 0 < h(x) < f(x) und divergiert [ h(x)dx, so

a
0@

divergiert auch [ f(x)d=x.

a
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@)
sint
Beispiel (8.5.5) I=/ >~ dt heibt Dirichlet-Integral.

0
Beachte: [ 21t d¢t ist nicht elementar integrierbar!

Fir 0< 21 < 2o dilt:

z
Sin t COSt |2 g COSt
|/ = |- el
1 1 dt 2
< 4+ -4+ [ZT =250 (o).
z1 29) 3 t z1

Damit ist gezeigt, dass das Dirichlet—Integral konvergiert. Es ist
jedoch nicht absolut konvergent!!
Es gilt (vgl. Skript Komplexe Funktionen, Abschnitt 12):

0

Sint
[t =
t 2
0
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XT
/
e
Beispiel (8.5.6) Ei(xz) = / 7dt, x < 0, heiBt Exponen-
— 00
tialintegral. Wegen |lims_,_, tel = 0 existiert ein C > 0 mit
itef| < C furalle t&]—oo,z]. Somit folgt

et x:a C
— <

[ 2 = 2

z 1
Aus der Konvergenz des Integrals | t_th folgt somit nach dem
— 0
Majorantenkriterium die absolute Konvergenz von Ei(z), = < 0.

©.@)
Beispiel (8.5.7) Gamma—Funktion: [(x) = /e_ttx_ldt.

0
Fur O < x <1 ist der Integrand bei t = O singular. Die Konver-

genz des Integrals (an der unteren Grenze) folgt dann aus dem
Majorantenkriterium
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)e—ttfb‘—l\ < =1 0<t<1,

1
= 11— 5 1 (e 04).
T

e Xr

1
- /‘e_tt‘”_l‘dt < 1
z X

Die Konvergenz bei t = oo zeigt man wie in (13.5.7). Wegen

. C
ettt 5 0 (t > o0) st ‘e_ttx_l' < 5 1<t< 0.

S S T S { Ta+1) =a2M(@),z>0.
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8.6 Parameterabhangige Integrale:

b
F(x) = /f(ac,y)dy, xel.

Dabei ist I C R Intervall, f:1I x [a,b] - R, f(x,-) sei fir x €1
als Funktion von y Uber [a,b] integrierbar.

Satz (8.6.1) (Stetigkeit parameterabhangiger Integrale)

Ist f auf I x [a,b] stetig , so existiert das obige Integral fiir alle
Parameter x € I und F' ist auf I stetiqg.
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Satz (8.6.2) (Differenzierbarkeit parameterabhangiger In-
tegrale)

Ist f stetig und nach x stetig partiell differenzierbar, so ist auch
F' auf dem Intervall I stetig differenzierbar (einseitigen Ablei-
tungen an den Randern von I), und es gilt:

T

b
0
F@) = [Payd, zer

Beispiele (8.6.3)

T

a) F(z) ::/
1

sin(tx)
t

7T
it = Fl(z) = / cos(tz) dt
1
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T
1
b) Bessel-Funktion: J,(z) := — / cos(z sint —nt)dt, ne€Z
T
0

Mit (16.6.3) erhalt man

7T
1
J(x) = ——/sint-sin(az sint —nt)dt
"0
1 7T
J(x) = ——/sinzt-cos(m sint —nt)dt.
T
0

=  Die Bessel-Funktion J,(x) 10st die Differentialgleichung:
2./ / 2 .2 —
<y (z) + zy(z) + (22 —n°)y(z) = 0.

Besselsche Differentialgleichung
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1
J ()
J,()
| J,(x)
0.5 2 J,(x)
~0.5} X —
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Die Bessel-Funktionen J,, 7 =0,1,2.4
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Friedrich Wilhelm Bessel:

Friedrich Wilhelm Bessel, geboren am 22.7.1784 in Minden und
gestorben am 17.3.1864 in Konigsberg, beschaftigte sich mit
Astronomie, Mathematik, Geodasie und Physik. Hauptarbeitsge-
biet war die Astronomie. 1810 wurde Bessel der erste Profes-
sor fur Astronomie an der Konigsberger Universitat und Direktor
einer neu errichteten Sternwarte. Die mathematischen Untersu-
chungen hingen dabei zumeist mit den astronomischen Aufgaben
zusammen. So fand Bessel die nach ihm benannten Besselschen
Funktionen bei der Beschaftigung mit der Kepler-Gleichung zur
Planetenberechnung.
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Fur uneigentliche parameterabhangige Integrale

oo
F(z) = /f(:v,y)dy, rel,
a
gelten analoge Aussagen zu den Satzen (8.6.1) und (8.6.2), so-
fern die auftretenden Integrale gleichmalBig konvergieren.
Definition (8.6.4)

oo
Das Integral / f(x,y)dy, = € I, heiBt gleichmaBig konver-
gent, falls es ZClLJ jedem ¢ > 0 eine Konstante K > a gibt mit

Y2
Veel: Vyi, yo > K : ‘/f(a:,y)dy‘ < €.
Y1

Zur Uberprifung der gleichmaBigen Konvergenz gilt analog zu
(8.5.4) ein gleichmaBiges Majorantenkriterium.
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Satz (8.6.5)

Ist f(x,y) stetig und nach z stetig partiell differenzierbar und
sind die Integrale

7Of(a?,y) dy und /—(:If y) dy

auf allen kompakten Teilmengen von I gleichmalig konvergent,
SO ist auch F' stetig differenzierbar und die Ableitung lasst sich
durch Differentiation unter dem Integralzeichen gewinnen:

3f

F'(z) = —(z,y) dy.
a
Beispiel (8.6.6)
o0 o0
M(z) = /e—ttx—l dt = [(z) = /e—t =1 n tdt.
0 0
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