H.J. Oberle Analysis II SoSe 2012

7. Interpolation

7.1 Allgemeine Problemstellung

Interpolation ist die Kunst, zwischen den Zeilen einer Ta-
belle zu lesen (Rutishauser).

Von f: R — R seien Funktionswerte (z;, f(z;)), j=0,1,...,n,
bekannt. Diese heiBen Stutzstellen, die T heiBen Knoten .

Gesucht ist eine Funktion p € Int,, die interpoliert, d.h. fur die

gilt
p(z;) = f(z;), j=0,1,...,n. (7.1.1)

Int,, ist dabei eine vorgegebene Funktionsklasse, z.B. Polynome
von einem bestimmten Hochstgrad, rationale Funktionen, oder
Spline-Funktionen (stlickweise aus Polynomen zusammengesetz-
te Funktionen).
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Haufig ist Int,, ein (n + 1)-dimensionaler Vektorraum.

Will man nun den Wert f(z) flir ein = # x; approximieren, so
wertet man statt dessen p(x) aus.

Je nach Wahl von Int,, der Knoten x; und der Lage von z (bezo-
gen auf die Knoten) wird man unterschiedliche Approximations-
genauigkeiten zu erwarten haben.

Hermite—Interpolation:

Kennt man neben den Funktionswerte f(x;) auch die Ableitungs-
werte f’(azj), SO verlangt man, dass auch diese durch p interpo-
liert werden, dass also gilt:
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7.2 Polynom—Interpolation

Man bestimme zu vorgegebenen Stutzstellen ein Interpolations-

polynom pnp(z) = YP_4 a2, mit
n
Soapah =y, i=0,1,...,n. (7.2.1)
k=0
In Matrixschreibweise lautet (7.2.1)
(1 0 :Ué :1:8\ ag Yo
Loz 2f ... oy a1 — ol (7.2.2)
\1 Tn T2 ... :1:2) an Yn
Die Koeffizientenmatrix V(zo,...,zn) € R(rt1ntl) dieses linea-

ren Gleichungssystems heiBt Vandermonde—Matrix.
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Satz (7.2.3): detV(zg,...,zn) = I @ —=).
0<i<j<n

Folgerung: Sind die Knoten T paarweise verschiedenen, so
existiert genau ein Polynom p, € My, welches (7.1.3) erfullt.

Beispiel (7.2.4)
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1 00 O ag 0
1 11 1 a1 . 2
1 2 4 8 as - 0
1 3 9 27 a3 §)

= a=1(0,8,-8,2)", p3(z) =223—-8z°+8x
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Bemerkung (7.2.5)

Die Berechnung von p, mittels (7.2.2) ist i. Allg. nicht zu emp-
fehlen (Aufwand 4 Stabilitat).

A. Darstellung nach Lagrange

Die Lagrange—Polynome L, € Iy, k = 0,1,...,n, werden fol-
gendermalen definiert:
n T — I
Lp(x) == 11 ( - )
i=0,i%k \ Tk — T4
(t—z0) ... - (z—2p_1) (@ —241) ... - (T —2n)
(zp —x0) - (@ —xp—1) (T — Tpg1) - - (T — )
n
= Li(z;) = by, pn(z) = ]Eo Y Ly () . (7.2.6)
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Beispiel (7.2.7) TE |
Yk |

O
O

(—0)(xz—2)(x—3) n 6(:13—0)(w—1)(:13—2)

— p3(33) (1-0)(1-2)(1-3) (3—-0)(3-1)((3-2)

z(z—2)[(x—3)+ (z—1)]
x(x—2)R2x—4).
Bemerkungen (7.2.8)

a) Die Auswertung von p,(x) mittels (7.2.6) ist ebenfalls i. Allg.
zu aufwandig.

b) L,(z) gibt die (absoluten) Konditionszahlen des Interpolati-
onsproblems bezuglich der Fehler in den y; wieder.
c) Fur groBe n oszillieren die L, und werden insbesondere am
Rand des Interpolationsbereichs betragsmalig grol3, so dass dort
mit groBer Verstarkung von Datenfehlern zu rechnen ist.
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Lagrange—Polynom Lg(x)

10

208



Satz (7.2.9) (Interpolationsfehler)

Ist f € C”‘H[a,b] und p, das Interpolationspolynom zu den
Daten a<xzpg<...<zp<b und y,= f(zx), k=0,1,...,n,
so existiert zu «x € [a,b] stets ein €& €]a,b[, so dass der
Interpolationsfehler die folgende Darstellung besitzt:

(x —xg)...(x —xn).

f@) = pn(z) +

Bemerkungen (7.2.10)

a) Man beachte die Analogie zur Taylorschen Restgliedformel
nach Lagrange!

b) w(z) = (zx —zg)...(x — zp) heiBt das Knotenpolynom.
Die Aufgabe, |w(x)| durch geschickte Wahl der xz; zu minimieren,
fuhrt auf die so genannten Tschebyscheff—Knoten.
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Beispiel (7.2.11) f(x) := sin(% x) soll auf [0,2] durch eine
interpolierende Parabel approximiert werden. Knoten (aquidi-
stant): 0,1, 2.

Eine Fehlerabschatzung nach (7.2.9) ergibt

7 3 s
o) — j@)) < TR 11y 2y
7-(-3 | —
< @chﬂoo, w(z) i =ax(x—1)(x —2)

Zur Berechnung von ||w ||cc bestimmt man die lok. Extrema von

2
w auf [0,2] und findet ||w = —.
0,2 o lloo = 5=

& (@) — f@)] < 2T~ 0.031
€Tr) — €T AN .
P2 = 11524/3

210



B. Darstellung nach Aitken, Neville

Idee: Rekursive Berechnung des Interpolationspolynoms pyn(x)

pr j(z) € M;:  Interpolationspolynom zu den Stitzstellen:

(Th—j» Yk—5)» (Thejt1s Yh—jt1)s - s (Thy Yk) -

Satz (7.2.12) (Lemma von Aitken)
Es gilt die folgende Rekursion: (7 =1,..., k)

pkO(x) — Yk, k:Ow")’n’?
£r — :r;k
prj(z) = pg j—1(z) + (pk—l,j—l(fv)—pk,j—1($)>
xk—j — mk
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Schema von Neville (7.2.13) (zeilenweise Berechnung)

Po
P1 PO
P2 Pp1 Po

Poo
P10 P11
P20 P21 P22

Pn0 Pnl Pn2 --- Pnn Pn Pn—1 Pn-2

Algorithmus von Aitken, Neville (7.2.14)

Po = Yo,
fur k=1,2,...,n
P — YL, zZ = T — T,
fur 1=k—-1,k—2,...,0
z
Pi = Pit1 + m(m—pz’+1);
end ¢

end k

Po
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Beispiel (7.2.15)

Gesucht: ps(x) zu den Stutzstellen (xp,sin(zg)), k=0,1,...,4,
mit: zp = (50+5k)-7/180, und z := 62-7/180 ~ 1.082104.

L

8726647
9599311
1.047198
1.134464
1.221731

sin(xy)

1660444
.8191520
.8660254
9063078
9396926

.8935027
8847748
.8821384
.8862769

.8830292
.8829293 .8829493
8829661 .8829465 .83829476

Der Algorithmus von Aitken, Neville ist konkurrenzfahig,
falls das Interpolationspolynom nur an einer, bzw. nur an
wenigen Stellen berechnet werden soll.
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C. Darstellung nach Newton
Idee: Explizite Darstellung von p, bzgl. der Newton—Basis

wo(x),...,wn(x), Pn(x) =>7_q dpwi(z), mit

k—1
wp(z) = ] (@—=;), k=0,...,n. (7.2.16)

7J=0

Dividierte Differenzen:

[yj> Yj41,--->yk] © hochster Koeffizienten (von z*77) des Interpo-

lationspolynoms py, _; zu den Stutzstellen (z;,y;), ¢ =J,...,k.

Damit folgt:

pn(z) = pon(z)

= [yo,---»yn] (@—20)-...- (z —2p_1) + Q(x)
= [yo,.--»¥yn] wn(x) + [yo, .-, yn—1] wn—1(x) + ...
— Z:O [y07"' 7yk] wk(x)
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Wie kann man nun die dividierten Differenzen berechnen?
Die Anwendung des Lemmas von Aitken liefert die Rekursion:

Satz (7.2.17) (Dividierte Differenzen)

lyil = vy
[vit1s - yel — [y yg—1] .
[y, yp) = —2 / ., 0<j<k<n.
xk—a:j
yo = [yo]

y1 = [y1]  [vo, 1]
yo = [y2]  ly1,v2] [vo,vy1, 2]

yn = [yn] [yn—1,yn] [yo,y1, - Yn]
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Bei eindimensionaler Indizierung (Berechnung spaltenweise)

do
di  dq
do do do
T T T
dn  dp dn ... dn,
ergibt sich der Algorithmus (7.2.18)
d] = Yy (j=O,1,...,n)

fur k£=1,2,...,n
fur g9=nn—1,...,k
dj = (dj—dj_1)/(zj —zj_})
end j
end k
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Die Auswertung von pp(z) = >7_y dg (z —20) ... (z — x}_1)
erfolgt mit Hilfe des Horner—Schemas (7.2.19):

p = dn (=lyo,---,ynl)
fur k=n-1,...,0

p = (x—xg) p+dg
end k

Beispiel (7.2.20) (sin-Beispiel, vgl. (7.2.15))
Algorithmus (7.2.18) ergibt die dividierten Differenzen:

dy,

7.660444e — 01
6.085683e — 01
—4.093162¢ — 01
—8.946472e — 02
3.603862e — 02

AWONRF O |
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x 10

Interpolationsfehler en(x)

0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15 1.2

Interpolationsfehler es(x) :=sin(z) — pa(x)
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7.3 Spline-Interpolation

Man betrachtet folgende Approximation der Gesamtkrummung
In
Myl = [ @' @))2da (7.3.1)
540)

Satz (7.3.2)

Es gibt genau eine Funktion s(x),a < x < b, die I[y] unter allen
interpolierenden C2—Funktionen minimiert. s ist eine kubische
Spline—Funktion, d.h.:

a) In jedem Teilintervall [x;,z;41] ist s ein Polynom aus 3.
b) s ist eine C2—Funktion auf [a, b].

c) s(z;) =y;, j=0,1,...,n.

d) s’(zg) = s""(zn) = 0 (natirliche Randbedingungen).
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Berechnung der Spline-Funktion (7.3.3) (z € [z;,z;41])

s(@) = yj + b (x—xj) + ¢j (@ —2)? + dj (v — ;)3
Yi+1 ~ Y 26 TG+

b, = h h:, = x — X
J VK J Jj+1 J
h; 3
_ SY+176G
di = 7
3 h,
2(ho + h1) h1 0 1 [ 1)
h1 2(h1 + h2) ho ( : :
| | .hn—2 5 B ;
0 oo 2(hn2+ho1) ) \ cor \ 71 )
_ Yj+1—Yj Yj —Yj-1 _
r; = 3 , g9g=1,...,.n—1
S iy )
co ‘= cn = 0
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Beispiel (7.3.4)
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Spline- und Polynom-Interpolation
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Bemerkungen (7.3.5)
a) Der interpolierende kubische Spline ist einfach zu berechnen.
Aufwand ist vergleichbar mit dem Aufwand zur Interpolation mit

Polynomen.

b) Splines neigen aufgrund ihrer Minimaleigenschaft weniger zu
Oszillationen als Interpolationspolynome und sind auch bei einer
groBeren Anzahl von Stutzpunkten brauchbar.

c) Datenfehler in y; wirken sich nur lokal, d.h. in der Nahe von
x; aus. Bei groBerem Abstand zu xz; tritt sogar Fehlerdampfung

auf!
d) Fir eine C4—Funktion f qgilt die Fehlerabschatzung:

| f(z) —sa(z)| < L-K-[|A]*, a<z<b
Dabei ist
. ) . ) 4
A = mjaXijH—wjl, K = IIAII/rr}mlxjH—le, Li=f* |
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