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H.J. Oberle Analysis I WS 2011/12

1. Aussagen, Mendgen und Funktionen

1.1 Aussagen. Satze, die wahr oder falsch sind.

tertium non datur! Man definiert:

w(A) =0 <= A ist falsch

w(A) =1 <= A ist wahr. (1.1.1)

Verknupfungen von Aussagden (1.1.2)

—A ., nicht A" (Negation)
ANB : ,,A und B" (Konjunktion)
AvB : , Aoder B" (Disjunktion)
A= B : ,aus A folgt B“ (Implikation)

A< B : , A aquivalent zu B* (Aquivalenz) .



Wahrheitswertetafel (1.1.3)

w(A) w(B) | w(=A) w(AANB) w(AVvB) w(A=B) w(A< B)
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

° AV B ist auch wahr, wenn beide Aussagen wahr sind!

° Eine Implikation A = B ist immer wahr, wenn die Pramisse
(das ist die Aussage A) falsch ist.

Aussageverknupfungen, die unabhangig von den beteiligten Aus-
sagen A, B,... stets wahr sind, nennt man Tautologien.

Beispiel (1.1.4) (A= B) <— (-B=-A)



Liste haufig verwendeter Tautologien (1.1.5)

(1) Av-—-A Satz vom ausgeschlossenen Dritten
(2) —(AN-A) Satz vom Widerspruch
(3) —A <— A doppelte Verneinung
(4) -(AANB) «<— —-AV-B Regel von de Morgan
(5) -(AVvB) «<— -AA-B Regel von de Morgan

(6) (A= B) <— (-B=-A)

(7) (A=B)ANA = B

(8) (A= B)A—-B = -A

(9) (A=B)A(B=0C) = (A=0)
(10) AAN(BVC(C) <= (AANB)V(ANO)
(11) AV(BAC) <= (AVB)AN(AVCO)

Kontraposition
modus ponens
modus tollens
modus barbara
Distributivgesetz
Distributivgesetz



Augustus de Morgan:

Augustus de Morgan wurde am 27.6.1806 in Madurai (Indien)
als Sohn eines in Indien stationierten britischen Soldaten geboren
und starb am 18.3.1871 in London. Er studierte in Cambridge und
wurde 1826 Professor am University College in London. Wichtig-
stes Arbeitsgebiet war die formale Logik. Sein erstes Buch zu
diesem Themenkreis erschien 1847.



Aussageformen sind Aussagen, die von Variablen abhangen;
Beispiel (1.1.6) Alz,y) = z24+y2<2.

Quantoren (1.1.7)

Vr: A(x) <= Fur alle z ist A(xz) wahr.
Jr . A(xz) <= Es gibt (wenigstens) ein x, so dass A(x) gilt.
Jix . A(x) <= Es gibt genau ein z, so dass A(x) wahr ist.

Negation von Quantoren (1.1.8)

—Vr: A(x) <— dx: - A(x)
—dr: A(x) <= Vx: - A(x)

Aufgabe: Verneinen Sie die folgenden Aussagen
e Ve>0:dNeN:VneN: n>N = |ap—a| < ¢
e Ve>0:36>0:VaxeR: |x—xz9|<d = |f(x) — flxg)| < €
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Mathematische Satze haben zumeist die Form einer Implika-
tion A = B; A: Voraussetzung, B: Behauptung

Direkter Beweis: mittels Kettenschluss

A Ag = A1 = ... = A, & B
Indirekter Beweis: mittels Tautologie
(A= B) < (-B=—-A) <— —~(—-BAA)

Man nimmt an, dass die Behauptung B nicht gilt, und konstru-
iert hieraus mittels Kettenschluss einen Widerspruch zur VVoraus-
setzung A.



Satz (1.1.9) n gerade < n? gerade (n €N)

Satz (1.1.10) /2 ist irrational!

0 1 V2
Abb. 1.1. Konstruktion von /2



1.2 Mengen. Naiver Mengenbegriff nach Georg Cantor

AB,...,M,N,... Mengen,
ac M < a ist Element der Menge M ,
agM < —-(a€eM).

Die Definition einer Menge erfolgt durch Aufzahlen der Elemente,
oder durch eine definierende Eigenschaft (Aussageform):

M = {zeQ2: A(x)}.

Gleichheit (1.2.1) M = N < Vz: (xe M Sz € N)
Teilmenge (1.2.2) M C N < Vr: (xe M =x€ N)

Leere Menge (1.2.3)



Georg Cantor:

Georg Cantor wurde am 3.3.1845 in St. Petersburg geboren und
starb am 6.1.1918 in Halle. Er studierte in Zurich, GoOttingen
und Berlin. Zu seinen Lehrern zahlten Weierstral3, Kummer und
Kronecker. 1877 wurde er Professor in Halle. Cantor gilt als be-
grunder der Mengenlehre. Die grundlegenden Arbeiten auf diesem
Gebiet schrieb er in den Jahren 1875-1884.



Ordnungseigenschaft (1.2.4)

(a) M cCc M

(b) MCNANNCM = M=N
(c) MCcCNANNCP = MCP

Verknupfungen (1.2.5)

(@) MUN = {z:xeM VvV xze N} (Vereinigung)

(b) MnNN = {x:zeM ANzxe N} (Durchschnitt)

(c) M\N = {z:zeM ANx¢g N} (Differenz)

(d MxN = {(a,b):ae M ANbe N} (Kartes. Produkt)
(e) PWM) = {X:X C M} (Potenzmenge)



Bei mehreren Mengen (1.2.6)

n
(a) | Ay = AjUAU...UA,
k=1
n
(b) (| A = A1NAxn...NA,
k=1
n
(c) H A = A1 X Ao x...xAn = {(a1,...,an) : Vi:a; € A;}
k=1

Gleichheit von Tupeln (1.2.7)
(x1,---,xn) = (Y1,---,yn) <= Vie{l,....,.n} : x; =y

Wichtige Beispiele (1.2.8)

(a) R?2 :=RxR = {(z,y): z,ycR}
() R3 =RxRxR = {(z,y,2): z,y,2z€R}
(c) R"™ = {(a:l,...,ajn): Vi xiER}
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Abb. 1.2 Euklidische Ebene und Euklidischer Raum
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Eukleides bzw. Euklid:

Euklid lebte um 300 v. Chr. in Alexandria. Sein beruhmtestes
Werk, die Elemente, fasst das Wissen der griechischen Mathe-
matik seiner Zeit zusammen. Dieses Werk war uber 2000 Jah-
re Grundlage fur den geometrischen Unterricht an Schulen und
Hochschulen. Die Hauptleistung besteht in der einheitlichen Dar-
stellung des mathematischen Wissens sowie in der strengen Be-

weisfuhrung.
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Intervalle (1.2.9)
Fur a <b; a,b e R wird definiert:

a,b] = {x€R: a<zx<b} abgeschlossenes Intervall,
la,b] = {x€R: a<xz<b} offenes Intervall,

a,b] = R: a<

ta, bl weRase<b} L o boffene Intervalle.
la,b] = {z€R: a<x<b}

Beispiel (1.2.10)
Man skizziere die folgende Menge, «,3,v,0 >0

T =Ty UT>,
Ty = [—%,%] X [—, 0]
o= |- (%+8).(5+8)| x[0,0]
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Beispiel (1.2.11) nach Lothar Collatz

1] > 1/3}

el =1 = 1) =[]y = 1]

{(z,y)
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Lothar Collatz:

Lothar Collatz wurde am 6.7.1910 in Arnsberg geboren und starb
am 26.9.1990 in Warna. Er studierte in Berlin, Munchen, Greifs-
wald und GOttingen, wurde 1938 Privatdozent an der TH Karls-
ruhe, 1943 Professor an der TH Hannover und lehrte ab 1952 an
der Universitat Hamburg. Collatz gilt als einer der Begrluinder der
numerischen Mathematik. Seine wichtigsten Arbeitsgebiete wa-
ren die Funktionalanalysis, Differential- und Integralgleichungen
sowie Eigenwertaufgaben fur Matrizen und Differentialgleichun-
gen.

16



1.3 Funktionen, Abbildungen
Definitionen (1.3.1)

Unter einer Funktion f versteht man eine Zuordnungsvorschrift
f:D—Z mit VeeD: JqyeZ: y= f(x), auch f :x — y.
D: Definitionsbereich, Z: Zielmenge, Bildbereich,
graph(f) = {(z,f(x)): € D} C D x Z: Graph von f

Beispiel (1.3.2) Durch y = f(x) : \/a: —2x —3 ist eine
Funktion f: RD> D — R gegeben. Der (maximale) Definiti-
onsbereich lautet D =] — oo, —1] U [3, o0l.

Bild von AC D: f(A) = {f(x): z € A}
Urbild von BC Z: fYB) = {zeD: f(z) € B}
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Abb. 1.3

Bild von A unter einer Funktion f
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Abb. 1.4

f(B)

Urbild von B unter einer Funktion f
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Definitionen (1.3.3)

f: D—Z surjektiv & Vy e Z : dzeD : y= f(x)

f: D— Z injektiv < Vzi,20€ D : f(x1) = f(z2) = 1 = 29
f. D— Z Dbijektiv & f injektiv und surjektiv
Interpretation (1.3.4)

f surjektiv <« die Gleichung y = f(x) hat fir jedes y € Z
wenigstens eine Losung x € D

f injektiv < die Gleichung y = f(x) hat flir jedes y € Z hbchstens
eine LOosung x € D

Ist f: D — Z injektiv, so existiert die Umkehrfunktion zu f:
f~1: f(D) = D, wobei y+— z mit y = f(z)
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Abb. 1.5.

(¥,

Konstruktion der Umkehrfunktion
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Definition (1.3.5) Zu f: D — Zund g: Z — W heiBt

gof: D — W, (go f)(z) = g(f(x)),

die Komposition oder Hintereinanderausfuhrung von f und g.
Merke: Erst f(x) berechnen, dann g(f(x)) "

Assoziativgesetz (1.3.6) ho(gof) = (hog)of

Warnung (1.3.7) Im Allg. ist die Komposition von Funktionen
nicht kommutativ!!

Gegenbeispiel: cos(z?) # cos?(z), z.B. fir x = 7/2.

Bemerkung: Die Menge der bijektiven Funktionen f : D —
D bilden eine Gruppe, die so genannte symmetrische Gruppe
von D.
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Elementare Funktionen (1.3.8)

Geraden:

y=aiz + ag

I\

y
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Abb. 1.6.

Gerade im R2
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Polynomfunktionen y= Y aiz*f = apz™+
Ist an #= 0, so heiBt n der Grad des Polynoms.

Exponentialfunktionen y =a%, a > 1 Basis

Funktionalgleichung: a*1T¥ = a% - a¥

...+t ajx+ agp

, (a®)¥ =a®V
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Es gibt genau eine Basis e > 1, so dass fir f(x) = e* gilt:
f'(0) = 1.

Die Eulersche Zahl e o 1
e = 2.71828182845904 52353... = )

n=0 n!

Logarithmus y=1log,x, a>1, Umkehrfunktion von a®.
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Leonhard Euler:

Leonhard Euler wurde am 15.4.1707 in Basel geboren und starb
am 18.9.1783 in St. Petersburg. Euler gilt als einer der bedeu-
tendsten Mathematiker. Er hat wesentliche Beitrage zur Analysis,
Zahlentheorie und zu vielen weiteren Teilgebieten der Mathema-
tik, aber auch der Physik erbracht. Euler studierte in Basel bei
Johann Bernoulli. Er wurde 1727 als Professor an die Peters-
burger Akademie der Wissenschaften und 1741 an die Koniglich-
PreuBische Akademie der Wissenschaften in Berlin berufen. 1766
kehrte er nach St. Petersburg zuruck.
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Funktionalgleichung log,(xy) = log, x + 109, v,
109, (2Y) =y log,(x)

Naturlicher Logarithmus: y=Inxz = log.x.

Trigonometrische Funktionen

Y A
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Kreiszahl (1.3.9) 7 = 3.1415 9265358979 32384 ...

Wichtige Eigenschaften (1.3.10)
(a) sin?z + cos?z =1

(b) sin(—z) = —sinx, cos(—x) = cosx

28



(c) sinfr+2n) = sinz, cos(x+27) = cosx
sin(t4+7) = —sinz, cos(zx+m7) = —COSx

sin(x +7/2) = cosz, cos(zx+n/2) = —sinx

(d) sin(x+y) = sinz cosy + cosx siny

cos(x +y) = cosz cosy — Sinz Siny

x O| n/6 | /4 | /3 |nw/2

sinz |0 1/2 |v2/2]V/3/2]| 1
cosz|1|v/3/2|+v2/2| 1/2 | 0




