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5. Boolesche Polynome

Definition (5.1) (Boolesche Funktionen)
Sei (B,A,V) eine Boolesche Algebra. Wir definieren die Menge
der Booleschen Funktionen durch

Fu(B) = {f| f: B" — B} (5.2)

Auf der Menge F,(B) lassen sich die folgenden Verkniipfungen
definieren

fANg:B"—=B : (fAg)(w) = f(z) Ag(x)
fvg:B"—=B : (fVg)(z):= f(z)Vg(z).

Damit wird F,(B) zu einer Booleschen Algebra (Fn(B),A,V).
Dabei wird f(x) := f(z), 0(z) ;=05 und 1(z) :=1p3.
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Definition (5.3) (Boolesche Polynome)

Boolesche Polynome in den Variablen x1,...,xn werden folgen-
dermaBen rekursiv definiert:
(P1) x1,...,7zn, 0,1 sind Boolesche Polynome.

(P>) Sind p, q Boolesche Polynome, so auch die Verknupfun-
gen pAgqg, pVg und p.

Boolesche Polynome in z1,...,xn Sind also Ausdrucke, die durch
endliche Anwendung der obigen Regeln entstehen. Boolesche
Polynome sind keine Funktionen'! Die Menge der Booleschen
Polynome wird mit P,, oder genauer P,(x1,...,xn), bezeichnet.
Beachte: Zwei Boolesche Polynome p und ¢ sind genau dann
gleich sind, wenn sie als Zeichenfolge gleich sind. Daher sind z.B.
x1 ANxo und x> Axq als Boolesche Polynome nicht gleich!
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Definition (5.4) (Boolesche Polynomfunktionen)

Sei (B, A, V) eine Boolesche Algebra. Zu jedem Booleschen Poly-
nom p € P, konstruieren wir eine Boolesche Funktion pg € F,(B)
wie folgt: Fir (aq,...,an) € B" bezeichne ppg(ai,...,an) € B
das Element aus B, das durch Einsetzen von a; fur die Variable
x; in p entsteht.

Die Funktionen pg € F,(B), die durch die oben angegebene Kon-
struktion gegeben sind, heiBen Boolesche Polynomfunktionen.

Wir haben damit eine Abbildung & : P, — Fp(B) konstruiert
mittels p+— pg =: ®(p). Diese ist strukturerhaltend:

(pANg)p = ppNap, PVaep = ppVaep, (@D)p = DB

Beachte: Verschiedene Boolesche Polynome konnen auf die
gleiche Boolesche Polynomfunktion abgebildet werden.
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Beispielsweise sind die Booleschen Polynome p:=xz1 A (x1V x2)
und g¢q := xq1 verschieden, liefern jedoch — aufgrund des Absorp-
tionsgesetzes — die gleiche Polynomfunktion pp = ¢p.

Satz (5.5)

Bezeichnet P,(B) die Menge der Booleschen Polynomfunktionen
pp . B" — B, soist (P,(B), A, V) eine Boolesche Algebra, genauer
eine Unteralgebra von F,(B).

Wir teilen die Menge P, der Booleschen Polynome nun in Aqui-
valenzklassen ein und zwar definieren wir die Relation

P~ q <~ DPB = QB B = {071} (56)

Man zeigt leicht, dass hierdurch tats3chlich eine Aquivalenz-
relation definiert wird.
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Die spezielle Wahl der zugrunde gelegten Booleschen Algebra
B = {0, 1} ist dabei nicht entscheidend. Es gilt namlich der Satz

Satz (5.7)
Fir eine beliebige Boolesche Algebra (B, A, V) gilt

PB — 4B <~ DP~Qq < DB — qB-

Das Normalformenproblem.

Da verschiedene Boolesche Polynome auf die gleiche Boolesche
Polynomfunktion fuhren konnen, ist es naheliegend, nach ei-
nem (maoglichst einfachen) Reprasentantensystem zu suchen, vgl.
(3.11). Genauer heiBt dies: Wir suchen eine Menge N, von
Booleschen Polynomen in n Variablen mit der Eigenschaft
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Definition (5.8)
Fur die Elemente einer Booleschen Algebra fuhren wir folgende

Schreibweisen ein:

al = a, ao = a.

Analog definieren wir fur die Variablen xq1,...,xn in einem
Booleschen Polynom p € Py

1 . :
Tp = T, :132 =7, ke{l,...,n}.

Satz (5.9) (Normalformen)
(a) Die Booleschen Polynome der Form
p= \/ @iy .y N 5137;;[1 A ATl
mit a;,. 4, € B = {0,1} bilden ein Reprdsentantensystem. Die

obige Darstellung heiBt disjunktive Normalform (DNF).
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(b) Die Booleschen Polynome der Form
p= A bir.si VLV eV
(i1,...,in) EB™

mit b;, 4, € 10,1} bilden ein Reprasentantensystem. Die obige
Darstellung heiBt konjunktive Normalform (KNF).

Beweis: (nur a):

1) Berechnet man pg(kq,...,kn), wobei p ein Boolesches Polynom
in DNF ist und (kq,...,kn) € B", so ergibt sich wegen 01 =19 =0
und 09 =11 =1

pe(k1, ... kn) = Y% Qiq iy NEEA AR
k
= g, g, NKTE A AR = ag,

d.h. die Werte der zugehorigen Polynomfunktion sind durch die
Koeffizienten von p bereits vollstandig beschrieben.
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i) Sind p und ¢ verschiedene Polynome in DNF, so unterschei-
den sich ihre Koeffizienten. Damit ist nach i) aber auch pg # g,
d.h. p und ¢ sind nicht aquivalent.

lli) Zu einer beliebigen Booleschen Funktion f : B"™ — B setze
man ay, g, ‘= f(k1,...,kn), k; € B, und definiere ein Polynom
p in DNF mit diesen Koeffizienten. Nach i) folgt dann pg = f.
Damit ist gezeigt, dass die Booleschen Polynome in DNF ein Re-

prasentantensystem bilden, und, dass sich jede Boolesche Funk-
tion f € F,(B) als Boolesches Polynom in DNF darstellen lasst.—

Bemerkung (5.10)

Fur die Anzahl der Booleschen Polynomfunktionen in DNF gilt
#F,(B) = #(DNF) = 2(2") Sje wachst also mit n sehr stark
an.
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n‘1‘2‘3‘4‘ 5 \ 6

#F, | 4| 16 | 256 | 65536 | ~4.3-107 | ~ 1.8 1019

Beispiele (5.11)

a) Die allgemeine DNF eines Booleschen Polynoms fiir n = 1
und n = 2 lautet

p(z1) = (a1 Az1)V (ag A7)
p(z1,72) = (a11 Ax1Ax2)V (a0 ATl AT2)
V. (ag1 ANT1 Axo)V (ago NT1 ATo)
b) Die zum Booleschen Polynom p = xz1 V 2o zugehorige DNF
lautet (vgl. Beweis zu (5.9))
g = (LAxz1AN2)V((LAZ1AT2)V((IATIAxzo)V(OATL ATo).

Zur Vereinfachung der Schreibweise verwenden wir die folgenden
Abkurzungen.
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Wir schreiben z* A--- Azl anstelle von 1Azd A--- Azl und
lassen alle Terme der Form O Ax{ A--- Azl weg.

SchlieBlich wird auch das Verknilipfungszeichen A (analog zum
Multiplikationszeichen) weggelassen.

Mit diesen Vereinbarungen lautet die DNF aus b):
q = 12V xX1T2VIT]xo.
c) Gesucht ist die DNF des Booleschen Polynoms
p = (@1 Az2) VE3) V (((21 A (2 AZ3)) A2g) V 1)

Wir erstellen dazu eine vollstandige Wertetabelle von pp:
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Tl T2 T3 T4 | PR || T1 T2 T3 T4 | PR
O 0O O 0|1 1 0 O 0|1
O O O 11 1 0 O 1 1
O O 1 0|0 1 0 1 0|1
O O 1 1|60 1 0 1 1 1
O 1 0 0|1 1 1 O 0|1
O 1 0 11 1 1 O 1 1
O 1 1 0|0 1 1 1 0|1
O 1 1 10 1 1 1 1|1

Damit lautet die DNF von p (Wertetabelle riickwarts lesen und
Terme mit Funktionswert 1 notieren):

PDNF = T1Z2X3T4 V T1T2T3T4 V T1T2T3T4 V T1T2T3T4
V T1T2x3T4 V T1T2X3T4 V T1T2T3X4 V T1T2T3T4
V T1T2T3T4 V T1T2T3T4 V T1T2XT3X4 V T1XT2T3T4
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Konjunktive Normalform.

Zur Aufstellung der KNF kann man sich die DNF des komple-
mentaren Booleschen Polynoms zunutze machen. Fur das obige
Beispiel notiert man einfach die Terme der DNF, die zu den
Funktionswerten O gehoren. Hier ergibt sich

PDNF = T1T2T3T4 V T1T2X3T4 V T1T2T3T4 V T1L2T3T4.

Durch Komplementbildung erhalt man hieraus mit Hilfe der de
Morganschen Regeln die KNF von p:

pkNF = (1 Va2 VT3Vag) A (1V2oVZT3V7T4)
AN (k1 VTIoVZT3Vxg) N (£1 VIV IT3VTI4).
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